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Ueber  die  geometrischen  Eigenschaften  der  gravitas 
acceleratrix  Newton's  und  ihre  Conseqaenzen  ftir 

die  Atomenlehre.  . 


Herrn  Doctor  Fr.        K.  Gensler, 
Pastor  so  Grocsmöl seo  im  Grofsherzogthume  Sachten- Weim ar. 


i,  i   ■' .....    •  :.. . 

Newton  schloss  aus  den  Keppler'schen  Gesetzen  der 
Planetenbewegung,  dass  die  Schwere,  mit  welcher  verschiedene 
Massen  zu  einem  und  demselben  Centraikörper  streben,  im  umge- 
kehrten Verhältnisse  ihrer  quadrirten  Abstände  vom  Gravitations- 
centrum stehe.  Denkt  man  sich  also  um  das  Gravitationscentrum 
mit  beliebigen  Halbmessern  Kugelflächen  beschrieben,  so  bleibt 
die  Schwere  für  jeden  auf.  einer  dieser  Kugelflächen  liegenden 
materiellen  Punkt  dieselbe,  und  ändert  sich  nur  von  einer  Kugel- 
fläche zur  andern ;  eine  Eigenschaft,  welche  eine  naturgesetzliche 
Abhängigkeit  der  Schwere  von  der  Ausbreitung  des  Raumes  um  das 
Gravitationscentrum  anzeigt.  Diese  rein -geometrische  Bedingtheit 
der  Schwere,  welche  Newton  in  der  defin.  VIII.  seiner  Princ. 
phil.  natur.  mit  den  Worten:  „vira  acceleratricem  ad  locum  cor- 
poris (licet  referre)  tanquam  efficaciam  quandam  de  centro  per 
loca  singula  in  circuitu  ■  diffusam  ad  movenda  corpora,  quae  in 
ipsis  sunt"  andeutet,  tbeilt  der  Schwere  Eigenschaften  mit,  die 
eine  besondere  Betrachtung  verdienen,  indem  sie  namentlich  auf 
die  Berechtigung  der  atoroistiscben  Theorie  der  Körper  ein  uner- 
wartetes Licht  werfen. 

Um  aber  der  Betrachtung  der  geometrischen  Eigenschaften 
der  Schwere  die  nüthige  Schärfe  zu  geben,  erscheint  es  zweck* 
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mässig,  den  Begriff  einer  Sch w erecapac i tät  eioes  Raumes 
einzuführen,  so  dass  unter  der  Schwerecapacität  eines  Raumthei- 
les  die  Quantität  der  Schwere  oder  die  Summe  aller  Sollicitatio- 
nen verstanden  wird,  welche  demselben  vermöge  einer  darauf 
bezogenen  Centralmasse  zukommt,  sobald  derselbe  von  wägbarer 
Materie  lückenlos  erfüllt  ist.  Der  Begriff  der  Schwerecapacität 
eines  Raumtheiles  geht  daher  sofort  in  den  Begriff  der  io  diesem 
Raumtheile  wirklich  thätigen  Schwere  über,  wenn  derselbe  mit 
schwerer  Materie  wirklich  erfüllt  gedacht  wird. 

Die  Continuität  der  mathematischen  Theorie  bringt  es  übri- 
gens mit  sich,  dass  man  nicht  bloss  die  Schwerecapacität  von 
Raumtheilen,  sondern  auch  von  Flächen,  Linien  und  Punkten  zu 
berücksichtigen  hat,  wie  ja  auch  die  Statik  ihre  Theorie  nicht 
auf  schwere  Korper  beschränkt,  sondern  dieselbe  auch  auf  schwere 
Flächen,  Linien  und  Punkte  erstreckt. 

• 

Um  die  Schwerecapacität  eines  Raumtheils  oder  Volumens 
der  Rechnung  zu  unterwerfen,  kann  man  die  Summe  der  in  allen 
Punkten  möglichen  Sollicitationen  der  Schwere  mit  der  Quantität 
einer  Flüssigkeit  vergleichen ,  deren  Dichtigkeit  sich  von  Punkt  zu 
Punkt  nach  demselben  Gesetze  ändert,  wie  die  Intensität  der 
Sollicitationen  der  Schwere. 

Ist  also  k  die  Schwerecapacität  eines  Punktes,  welche  nach 
gegebenen  Bedingungen  veränderlich  und  als  das  Element  der 
Schwerecapacität  des  ganzen  Volumens  gedacht  werden  soll ;  ist 
ferner  K  die  gesuchte  Schwerecapacität  des  ganzen  Volumens 
und  e  das  Volumen  selbst,  so  bat  man 

K=zjffkd*v.  (1)  \ 

Bedenkt  man  nun,  dass  die  Schwerecapacität  aller  Punkte,,  welche 
auf  derselben  Kugelfläche  liegen,  für  alle  gleich  sein  soll,  so  bie- 
tet sich  zur  Integration  von  (1)  ein  System  von  Polarcoordinaten 
dar,  deren  Pol  mit  dem  Gravitationscentrum  zusammenfällt.  Ist 
daher  £  der  Winkel,  welchen  der  radius  vector  r  mit  der  Axe 
der  x,  und  ^  der  Winkel,  welchen  die  durch  den  radius  vector 
und  die  Axe  der  x  gelegte  Ebene  mit  der  Ebene  der  Azen  der 
m  und  9  macht,  so  hat  man  bekanntlich 

frv  =  T*siu#&rB&dy.  (2) 

Nimmt  man  nun  mit  Newton  an,  dass  die  Veränderlichkeit  von 
k,  so  weit  sie  sich  auf  ein  und  dasselbe  Gravitationscentrura  be- 
siaht»  durch  die  Relation  .,         ;    :! , 
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worin  ^  die  SchwerecapacUät  eines  Punktes  in  der  Einheit  der 
Eotfernung  vom  Gravitationscentrum  ist,  vollständig  gegeben  sei» 
so  wird 

K-gJffsiQÖdrd&By.  (3) 

Soll  beispie  Ts  weise  die  Schwerecapacität  einer  Kugel 
vom  Radius  r,  deren  Mittelpunkt  mit  dem  Gravitationscentrum 
zusammenfällt,  gefunden  werden,  so  ergiebt  sich  aus  (3),  weil 
fdr  von  den  Winkeln  $  und      unabhängig  ist, 

K  =  gr.JT8in&d&dy. 

Dieses  Integral  von  &  =  0  bis  &  =  n  und  dann  von  =  0  bis 
^  =  2«  erstreckt,  giebt  dann  als  Schwerecapacität  der  Kugel: 

Kzzzingr.  (4) 

Die  Schwerecapacität  einer  Kugel,  deren  Mittelpunkt  das 
Gravitationscentrum  darstellt,  steht  also  im  geraden  einfachen 
Verhältnisse  ihres  Radius  oder  der  Kubikwurzel  ihres  Inhaltes. 

§.  3. 

Die  Schwerecapacität  eines  Volumens  »,  dessen  Ausdehnung 
in  der  Richtung  der  Gravitation  im  Verhältnisse  zu  seinem  mitt- 
leren Abstände  r  vom  Gravitationscentrum  für  unbeträchtlich  gel- 
ten darf,  so  dass  die  Schwere  innerhalb  dieses  Volumens  für 
constant  genommen  wird,  ist  dem  Volumen  ©  einfach  proportional. 

Denn  unter  diesen  Bedingungen  ist  k  =  %g  constant,  also  aus  (1): 

K=kv.  (5) 

§.  4. 

Die  Geschwindigkeiten  c,  c*,  welche  iwei  Schwerecapacitäten 
(oder  die  ihnen  entsprechenden  wirklichen  Schwerequantitäten) 
k,  V  von  eonstanter  Intensität  den  Massen  m,  m',  deren  abso- 
lute Dichtigkeiten  d,  d'  und  deren  Volumina  t>,  tr*  sind,  mittbei- 
lso,  sind 

/     k  W 
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Es  verhält  sich  Dämlich  die  Summe  der  io  einer  lückenlosen 
Masse  möglichen  Sollicitationen  der  Schwere  bei  innerhalb  des 
Volumens  constanter  Intensität  der  Schwere  wie  das  Product  der 
Constanten  Schwerecapacitfit  eines  Punktes  in  das  Volumen  der 
Masse  (§.  3.);  die  auf  die  Massen  m,  m!  wirkenden  Schwerkräfte 
sind  also  ko  und  k'v'.  Es  verhalten  sich  aber  die  von  zwei  Kräf- 
ten in  gleichen  Zeiten  erzeugten  Geschwindigkeiten  zweier  Mas- 
sen gerade  wie  die  Kräfte  und  umgekehrt  wie  d're  bewegten  Mas- 
sen (Euler,  Mechan.  Petersb.  1755.  tora.  I.  prop.  16.  coroll.  2. 
S.  55.).  Daher  ist 

,     kv  k'v' 


oder,  insofern  m  =  vd,  m'^v'd'  ist, 

•  *  ■  ■ 

C'C  =d'd'' 

Zusatz  1.  Aus  (6)  ergiebt  sich  als  Verhältnissgleichung  der 
Scbwerecapacitäten  und  daher  der  Schwerekräfte  selbst: 


kiV^cdic'd',  (8) 

daher  bei  gleicher  absoluter  Dichtigkeit  der  bewegten  Massen: 

Ar:£'  =  c:c'.  (9) 

Also  nur  dann,  wenn  zwei  von  der  Schwere  bewegte  Massen 
gleiche  absolute  Dichtigkeiten  haben,  verhalten  sich  die  treiben- 
den Schwerkräfte  wie  die  in  gleichen  Zeiten  erzeugten  Geschwin- 
digkeiten. t 

Zusatz  2.  Das  Corollar.  6.  zur  lex.  III.  in  New  ton 's  Princ. 
phil.  natur.  gilt  also  nur  bei  gleichen  absoluten  Dichtigkeiten  der 
bewegten  Massen;  dazu  ist  noch  Folgendes  zu  bemerken: 

Newton  unterschied  bekanntlich  die  Schwere  nach  drei  Ge- 
sichtspunkte!) der  theoretischen  Betrachtung  in  die  gravitas  abso- 
luta, motrix  und  acceleratrix.  Mit  der  gravitas  absoluta  bezeichnet 
er  die  Intensität  der  Schwere,  sofern  sie  von  der  Masse  des 
Centraikörpers  bedingt  ist;  mit  der  gravitas  motrix  das  mechanische 
Moment  der  durch  die  Schwere  bewegten  Masse  oder  auch  das 
Gewicht  derselben;  mit  der  gravitas  acceleratrix  den  Quotienten 
aus  der  von  der  Schwere  bewegten  Masse  in  das  mechanische 


;  •  > 


Moment  derselben,  oder  in  die  gravitas  niotrixi 

Demgemäss  schliesst  Newton  bei  der  Betrachtung  der  gra- 
vitas «acceleratrix  sowohl  die  Rucksicht  auf  die  Masse  des  Gra- 
vitationscentrums ,  als  des  von  der  Schwere  bewegten  Körpers 
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aus',  und  macht  also  ausschliesslich  die  rein- geometrischen 
Eigenschaften  der  Schwereerscheinungen  zum  Gegenstande  seiner 
Theorie  der  gravitas  acceleratrix,  was  er  in  der  unter  §.  1.  ange- 
führten Stelle  auch  ausdrücklich  zu  erkennen  giebt. 

Es  scheint  daher  die  Theorie  der  Schwerecapacität  mit  der 
Newton'schen  Lehre  von  der  gravitas  acceleratrix  ganz  zusam- 
menzufallen, und  in  der  That  wurde  es  so  sein,  wenn  Newton 
diese  räumliche  Bedingtheit  der  Schwere,  wie  sie  das  Gesetz 

anzeigt,  wirklich  zum  Entwickelungsprincip  der  vis  acce- 
leratrix gemacht  hätte.  Allein  Newton  hat  sich  darauf  beschränkt, 
eine  durch  Induction  gewonnene  Thatsache,  nämlich  die  Gleich- 
heit  der  in  gleichen  Fallzeiten  erzeugten  Geschwindigkeiten  schwe- 
rer Massen,  die  sich  in  gleichem  Abstände  von  einem  und  dem- 
selben Gravitationscentrum  befinden,  zum  wesentlichen  Merkmale 
seiner  gravitas  acceleratrix  zu  machen  und  mittelst  dieses  Merk- 
males allein  die  Rechnung  einzurichten ;  so  setzt  er  in  der  defin.  VI. 
Princ.  phil.  natur.  fest:  „Vis  centripetae  quantitas  acceleratrix  est 
ipsius  meosnra  velocirati  proportionalis ,  quam  dato  tempore  gene- 
rat."  Diese  empirische  Regel  gilt  aber  nur  für  einen  besonderen 
Fall  des  aus  den  räumlichen  Eigenschaften  der  Schwere  fliessen- 
den allgemeinern  Gesetzes,  welches  in  §.  4.  unter  (4)  dargestellt 
ist,  nämlich  nur  dann,  wenn  die  Massen  gleiche  absolute  Dichtig- 
keiten haben,  wie  sich  unter  (9)  ergiebt,  so  dass  die  Schwere- 
capacität eine  etwas  allgemeinere  Bedeutung  hat,  als  die  vis 
acceleratrix  Newton's. 

Die  Beschränkung  aber,  in  welcher  Newton  die  Theorie  der 
gravitas  acceleratrix  aufgefasst  hat,  musste  die  principielle  Ent- 
wickelung  derselben  wesentlich  hindern,  und  ist  späterhin  die 
Veranlassung  zu  mancherlei  Unklarheiten  geworden.  Schon  die 
ersten  Commentatoren  Newton's,  Lesueur  und  Jacquier, 
verwischten  den  rein -geometrischen  Charakter  der  gravitas  acce- 
leratrix, und  fassten  sie  als  die  Einheit  der  vis  motrix  (Princ 
phil.  nat.  perpet.  comment.  illustr.  Lesueur  et  Jacquier. 
tont.  I.  not.  15.),  wozu  wobl  die  analytische  Darstellung,  vermöge  deren 
z.B.  Hermann  in  seiner  Phoronomie  (Amsterdam  1716.  §.  145. 
S.  65.)  die  beschleunigende  Kraft  aus  der  bewegenden  herleitet 

(indem  er  in  dt  s=  •  die  Massem  der  Einheit  gleich  setzt),  Ver- 
anlassung gegeben  haben  mag;  ebenso  definiren  Kästner  (An- 
fangsgründe der  höhern  Mechanik,  erster  Abschnitt, 
cap.  3.  J.  49.) ,  Poisson  (Traite*  de  Mecanique,  tom.  II. 
Wvr.  XSL  (.316.)  und  mehrere  Andere.   Aber  auch  die  grossen 
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Mathematiker,  <Jie  der  Newton 'sehen  Auffassung  der  gravitas 
acceleratrix  treuer  blieben,  wie  Leonhard  Euler,  der  mir  den 
Namen  änderte  (Mechanica,  tom.  1.  §.  263.),  d'  Alembert,  der 
das  Element  der  Geschwindigkeit  an  die  Stelle  der  Geschwin- 
digkeit selbst  setzte  (Dynamique,  part.  I.  §.22.).  ferner  La- 
grange, Laplace  u.  A.  haben  gegen  die  geometrischen  Eigen- 
schaften der  Schwere  gefehlt,  indem  sie  voraussetzten,  dass  die 
letzten  Elemente  der  Körper  von  verschiedener  Dichtigkeit  sein 
konnten,  was  bei  der  Abhängigkeit  des  Gesetzes  (9)  in  §.4.  von 
dem  unter  (8)  dargestellten  durchaus  unstatthaft  ist  und  auch  ^der 
ausdrucklichen  Annahme  Newton'«  (Princ.  ph.  nat.  lib.  III, 
prop.  ö.  cor  oll.  3.)  widerstreitet.  So  schreibt  Leonhard  Euler 
in  der  Mejchan.  tom.  I.  cap.  2.  }.  139.  schol.:  „Puncta  vero  ea 
inter  se  fcequalia  censeri  debent,  non  quae  aeque  sunt  parva,  sed 
in  quae  eadem  potentia  aequales  exerit  effectus",  und  Laplace 
in  der  Mecanique  cel.  part.  1.  livr.  1.  chap.  3.  §.  13.  sagt  ganz 
ähnlich:  „Ce  que  nous  venons  de  dire  suppose  que  les  Corps 
sont  composes  de  points  materiels  semblables, ....  Mais  II  est 
possible,  qu'il  y  ait  des  diflferences  essentielles  entre  leurs  mole*- 
cules  integrantes.  Heureuscment  oo  peut  sans  craindre  aueune 
erreur  en  faire  usage,  pourvu  que  par  points  materiels  semblables 
on  entende  des  points  qui  se  choquant  avec  des  vitesses  egales 
et  contraires  se  font  mutuellement  l'eWjuilibre,  que  soit  leur  nature." 

Ueberdies  hat  die  hier  hervortretende  theoretische  Gleich- 
stellung von  materiellen  Punkten  und  den  Massentbeilchen  der 
Korper  ohne  Zweifel  vorzuglich  mit  dazu  beigetragen,  die  Einsicht 
in  die  Bildung  der  Massen  aus  ihren  Elementen  zu  verdunkeln. 
Die  materiellen  Punkte  haben,  als  Differentiale  der  Massen  be- 
frachtet, vermöge  der  mathematischen  Continuität  ihre  gute  theo- 
retische Bedeutung;  sie  führen  aber  vom  einfachen  Element  zum 
Ganzen  nicht  durch  Aggregirung  der  Elemente,  sonttern  durch 
eine  genetische,  lückenlose  Construction ;  in  der  Form  des  Calcüls, 
also  nicht  durch  Addition  der  Elemente,  sondern  durch  Integration, 
die  nur  bildlicher  Weise  als  Summirung  bezeichnet  werden  kann. 
Die  Physik  aber,  soweit  sie  die  Veränderungen  in  der  Gestalt  der 
Massen  begreiflich  machen  will,  kann  ihr  Geschäft  mittelst  ent- 
sprechender Anordnung  der  Massentbeilchen  ausführen  und  bedarf 
nicht  einer  eigentümlichen  Construction,  vermöge  deren  Tbeile 
einer  Masse  aus  einem  der  Materie  ungleichartigen  Etwas  so  er- 
zeugt werden  müssten,  wie  aus  einem  bewegten  Punkte  ein  be- 
grenzter geometrischer  Körper  hervorgeben  kann.  Sie  kann  eich 
daher,  wenn  sie  nicht  ohne  alle  Veranlassung  trau scendent  wer- 
den will,  des  Begriffes  eines  materiellen  Punktes  nur. als  einer 
wissenschaftlichen  Hilfsvorstellung  bedienen,  die  im  Gebiete  ge- 
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wisser  geistiger  Operationen  ihr  gesundes  Leben  and  ihre  reale 
Bedeutung  hat;  ist  aber  weder  genotbigt,  noch  veranlasst,  dem- 
selben einen  physisch -realen  .oder  empirischen  Werth  beizulegen. 
Das  kann  der  Physiker  nicht  fest  genug  im  Auge  behalten,  wenn 
erden  seit  Leibnitz  so  oft  wiederholten  Ansprächen  einer  so- 
genannten dynamischen  Naturphilosophie  begegnet,  welche  die  auf 
inductivem  Grunde  ruhende,  sicher  und  rastlos  fortschreitende 
Physik  in  die  Schicksale  der  immer  noch  streitenden  Philosophen- 
schulen  zu  verflechten  versucht 


§.  5. 

Nach  Newton's  vielfach  bestätigten  und  erweiterten  Unter- 
suchungen der  planetarischen  und  der  Pendelbewegung  sind  die 
Fallgeschwindigkeiten  aller  Körper  im  leeren  Räume  nach  gleichen 
Fallzeiten  und  in  gleichen  Entfernungen  von  einem  und  demselben 
Gravitationscentrum  gleich  gross;  desgleichen  verhalten  sich  die 
Massen  aller  Körper  wie  ihre  Gewichte.  (Princ.  pb.  nat.  Hb.  II. 
prop.24  u.  Hb. III.  prop.  6.  —  Bossel:  Untersuchungen  über 
die  Länge  des  Secundenpendels  in  den  Schriften  der 
Berliner  Akademie  der  Wissenschaften  für  1830.) 

Für  gleiche  Entfernungen  von  einem  und  demselben  Gravita- 
tionscentrum folgt  also  vermöge  der  eben  angeführten  Newton- 

k  W 

sehen  Inductionen  aus  §.  4.  No.(6):  c:c'  =  ^:j;,  dass  c=c'. 
also  auch 

seio  mus8,.  eine  Bedingung,  die  dadurch  erfüllt  wird ,  dass  entwe- 
der k  =  k  und  zugleich  d  =  d'  genommen  wird,  oder  dass  allgemein 

k.ttf-did' 

ist.  Im  letztern  Falle  würde  bei  «Fächer  Dichtigkeit  einer  lücken- 
losen Masse  auch  ihre  Schwerecapacität  die  n fache  von  der  Schwere- 
capacität eines  Korpers  von  gleichem  Volumen,  aber  von  einfacher 
absoluter  Dichtigkeit  sein.  Da  nun  bei  «fach er  Dichtigkeit  der 
Masse  in  einem  und  demselben  Volumen  auch  «mal  mehr  Masse 
ist ,  als  bei  der  einfachen  Dichtigkeit,  und  das  Gewicht  dem  Pro- 
docte  der  beschleunigenden  Kraft  oder  der  Schwerecapacität  in 
die  Masse  gleich  ist,  so  würden  sich  die  Gewichte  solcher  Mas- 
sen verhalten  wie  mkm*mk,  oder  wie  l:»a,  also  nicht  wie  die 
Massen  selbst,  was  der  zweiten  der  oben  angeführten  induetiven 
Regeln  Newton's  widerspricht.  ^  ■  . 
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Es  ist  also  die   Annahme  einer   epeeif  lecken 

Schwerecapacität,  der  gemäss  die  Gravitation  verschiedenar- 
tiger Massen  gegen  eine  und  dieselbe  Centralmasse  verschiedene 
Intensitätgrade  haben  sollte,  nicht  zulässig,  da  die  einzige 
Form  einer  specifischen  Gravitation,  welche  das  möglichst  allge- 
meine Gesetz  in  §.  4.  No.  (6)  als  denkbar  erscheinen  lässt,  wie 
eben  bewiesen  wurtie,  der  Erfahrung  widerspricht. 

Es  ist  also  für  alle  Massen,  so  weit  die  New  tonischen  und 
spätem  Inductionen  reichen,  k  —  k',  und  daher  aus  (10)  auch 
d  —  d't  also  erwiesen,  dass  die  absoluten  Dichtigkeiten 
aller  Massen  von  einerlei  Grösse  sind. 


{•6.  ......  . 

Mit  diesem  mathematisch  -  induetiven  Beweise  der  gleichen 
absoluten  Dichtigkeit  aller  Körper  ist  die  Thatsache  der  empiri- 
schen Ungleichheit  der  specifischen  Gewichte  verschiedener  Mas- 
sen nur  mittelst  der  Annahme  zu  vereinigen,  dass  die  Materie  die 
Körper  unter  deren  geometrisch  -  begrenztem  Volumen  nicht  lücken- 
los erfüllt,  dass  sie  vielmehr  aus  einem  Aggregate  getrennter 
materieller  Theile  bestehe,  welche  in  allen  Körpern  einerlei  Dich- 
tigkeit haben,  so  dass  bei  allen  Körpern  absolutes  uod  relatives 
specifisches  Gewicht  unterschieden  werden  muss. 

Es  sei  nemlich  die  allgemeine  gleiche  absolute  Dichtigkeit 
aller  Materie  d,  so  ist  die  Masse  m  eines  Körpers  vom  Volumen 
v  bei  lückenloser  Erfüllung  m  =  vd.  Ein  anderer  Körper,  der  das- 
selbe Gewicht  hat  oder  eine  gleich  grosse  Masse  m  unter  dem 
Volumen  t>'  enthält,  hat  dieselbe  absolute  Dichtigkeit  d,  und  es 
wäre  daher 

v'd  ~  vd, 

.  wenn  beide  Massen  ihr  Volumen  lückenlos  erfüllten. 

■ 

■  ■  1  ' 

Wegen  der  Thatsache  der  Verschiedenheit  der  empirischen 
specifischen  Dichtigkeiten  oder  Gewichte  der  Körper  wird  aber 

r'^  v,  also 

(v±Jv)d  =  vd  (11) 

sein,  woraus  +^o.rf  =  0  folgt.  Da  nun  4t>.d  die  Masse  oder 
das  Gewicht  der  den  Raumtbeil  erfüllenden  Materie  darstellt, 
so  muss  dieses  Volumen,  von  dem  die  scheinbare  Verschieden- 
heit des  specifischen  Gewichtes  oder  der  Dichtigkeit  der  Materie 
abhängt,  von  Materie  leer  gedacht  werden. 
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Die  bekannte  Thatsscbe*  das«  ©'  unter  dem  Einflösse  der 
Wärme  ohne  Ende  wachsen,  dagegen  bei  Entziehung  derselben 
nicht  ohne  Ende  abnehmen  kann,  entscheidet  dafür,  dass  in  (11) 
nur  der  Werth  nicht  aber  v — Ax>  brauchbar  ist,  weil  die 

absolute  Dichtigkeit  eines  Körpers  nur  da  gesucht  Werden  kann, 
wo  sich  ein  veränderliches  Volumen  bei  constanter  Masse  einer 
festen  Grenze  ohne  Ende  nähert.  Das  Volumen  v  eines  Körpers 
und  der  leere  Raum  desselben  werden  also  um  so  grösser,  je 
geringer  das  empirische  specitiscbe  Gewicht  desselben  ist.  Da- 
durch ist  denn  bewiesen,  dass  alle  Körper,  so  lange  sie  bei  con- 
stanter Masse  ihr  Volumen  verringern  können,  als  Aggregate 
getrennter  Theiie,  welche  letzteren  ihre  Volumina  lückenlos 
erfüllen,  anzusehen  sind,  und  "bei  allen  solchen  Körpern  absolu- 
tes und  «pectfiscbes  Gewicht  zu  unterscheiden  ist.  .  .....  • 

*'  :  i     :  f'».'*.    .    i  "*    »  -i       .    ....   ts     i    i    i*  ,/  '  |«. 

•'   ■  ■''    ■-'    t  .  r     ■  .  .».|-  '  ,       ■„       »■  ■  i«  •  :.. 

Das  absolute  specifische  Gewicht  eines  Körpers,  oder  di# 
Dichtigkeit  der  ihre  Volumina  lückenlos  erfüllenden  Massentbeile 
desselben,  muss  das  grösste  bekannte  relative  specitiscbe  Gewicht 
noch  ubertreffen,  wenn  derselbe  bei  constanter  Masse  sein  Volu- 
men verringern  kann.  Setzt  man  jedoch  die  grösste  bekannte 
relative  Dichtigkeit  der  absoluten  Dichtigkeit  aller  Materie  nahe 
gleich,  so  kann  man  das  Gesammtvblumen  der  materiellen  Theiie 
jedes  Körpers,  dessen  specißsches  Gewicht  bestimmt  ist,  wenig- 
stens annähernd  finden.  Denn  ist  v  das  Gesammtvolumen  aller 
dieser  Massentheile  eines  Körpers,  dessen  relative  Dichtigkeit  df 
und  dessen  äusserlich  geometrisch  -  begrenztes  Volumen  t>'  ist, 
und  ist  d  die  grösste  vorkommende  relative  Dichtigkeit  eines  Kör- 
pers, also  etwa  die  des  Platin,  so  hat  man,  wenn  gleiche  Ge- 
wichtstheile  genommen  werden,  vd  =  t'd' ,  also  das  Gesammt- 
volumen der  Massentheile 

v'd* 

und  die  Summe  aller  leeren  Zwischenräume; 

'      '     '        ,  (d-dW 

r         .  .  i   ■  .  V=Z   (13) 

Nimmt  man  z.  B.  die  Dichtigkeit  des  Platins  etwa  22,  so  kön- 
nen die  Massentheilchen  des  Wasserstoffgases  bei  0"  höchstens 

22.770  14  odeT  24ÖÖÜÖ  des  8anzen  Volumen«,  also  in  einem  Ko- 
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bikfuss  Wasserstoffgas  höchstens  12%  Kubikfinieu  einnehmen  und 
der  leere  Raum  muss  wenigstens  298ö971Y2  Kubiklinien  betragen. 


i   ■  • 


§.  8. 


Es  ist  nocb  nicht  gelungen,  die  Dimensionen  der  Massen* 
t  heile,  deren  Aggregate  die  Körper  bilden,  zu  messen  oder  dem 
Auge  siebtbar  zumachen;  die  Beobachtungen  und  Schlüsse  Ehren  - 
berg's  (Poggendorfs  Annalen  der  Physik  und  Chemie. 
1832.  S.  1.  ff.)  beweisen  aber  schon  so  viel,  dass  dieselben  noch 

weit  unter  (jqqqqqq  P*r»  Linie  liegende  Durchmesser  haben.  Fer- 
ner sind  die  Erfahrungen  der  Chemie  bis  jetzt  jeder  Verändere 
liebkeit  der  Massen  dieser  Grundtheilchen  entgegen;  man  darf 
also  dieselben  immer  noch  Atome  nennen,  wenn  man  damit  nur 
ihre  physische  und  empirische  Unteilbarkeit  bezeichnet 

Setzt  man  voraus ,  dass  in  den  chemischen  Verbindungen 
zweier  Stoffe,  aus  denen  ihre  Mischungsgewichte  berechnet  sind, 
die  Atome  von  beiden  Seiten  in  gleicher  Anzahl  zusammentreten, 
so  würden  die  Zahlen  der  Mischungsgewichte  durchgängig  die 
relativen  Gewichte  der  Atome  selbst  darstellen.  Wenn  aber  auch 
zur  Zeit  die  Chemiker  bezüglich  der  Atomzahlen  noch  nicht  in 
durchgängiger  Uebere  in  Stimmung  sind  (vergl.  G.Rose:  Ober  die 
Atomgewichte  der  einfachen  Körper  in  Poggendorf's  An- 
nalen der  Physik  und  Chemie.  1857.  S.  270.  ff.),  so  beruhen  doch 
die  Unterschiede  hauptsächlich  auf  Verdoppelung  derselben  oder 
Herabsetzung  auf  die  Hälfte;  nimmt  man  also  die  gebräuchlichsten 
Mischungsgewicbte  vorläufig  für  die  relativen  Atomgewichte,  so 
kennt  man  wenigstens  den  Umfang  der  etwa  später  erforderlichen 
Verbesserungen  derselben  im  Voraus. 

Da  die  Atome  alle  gleiche  Dichtigkeit  haben,  so  verhalten  sich 
ihre  relativen  Volumina  wie  ihre  relativen  Gewichte,  also  eben- 
falls wie  ihre  Mischungsgewichte. 

Man  kann  daher  gegenwärtig  annehmen,  dass  die  relativen 
Gewichte  und  Volumina  der  Atome  zwischen  den  Grenzen  1  (für 
den  Wasserstoff)  und  216  (für  das  Silber)  enthalten  sind;  dürfte 
man  die  geometrische  Aebnlichkeit  aller  Atome  annehmen,  was 
bei  der  grossen  Verschiedenheit  der  Krystallaxen  nach  Neigung 
und"  relativer  Länge  wohl  kaum  zu  wagen  Ist,  so  würden  die 
grossten  Unterschiede  ihrer  homologen  linearen 
sehen  1  imd  6  fallen. 
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■     .      •    <>••••     ..  •     •:-.•{  .\ 

•*  i  .   -  ••••     ~    ..v  !  i'- 


•  «, 

II. 

Ueber  den  Flächeninhalt  in  oder  um  eine  Elüpse 
beschriebener  Dreiecke  und  Vierecke. 

von  ,   ,  • / - 

dem  Herausgeber. 

•  * 

■ 

Ich  habe  schon  in  früheren  Abhandlungen  (Thl.  XXIV.  Nr. 
S.  370.  —  Thl.  XXVI.  Nr.  IX.  S.  198.)  auf  den  wichtigen  und  frucht- 
baren Gebrauch  aufmerksam  gemacht,  welcher  sich  von  den  soge- 
nannten Anomalien  in  der  Theorie  der  Ellipse  und  Hyperbel  machen 
lässt.  In  der  vorliegenden  Abhandlung  werde  ich  eine  Reihe  sehr 
merkwürdiger  und  interessanter  Ausdrücke  für  die  Flftchenräume 
in  oder  um  eine  Ellipse  beschriebener  Dreiecke  und  Vierecke 
entwickeln,  Welche!,  wie  ich  hoffe,  die  Wichtigkeit  jenes  Gebrauchs 
in  noch  helleres  Licht  setzen  werde,  wobei  ich  noch  bemerke, 
dass  die  von  mir  im  Folgenden  entwickelten  Ausdrücke  in  einer 
sehr  bemerkenswertsten  Analogie  zu  gewissen,  längst  bekannten, 
für  den  Fall  des  Kreises  geltenden  Ausdrücken  stehen. 

.  ■  I  -  .  *  . 

.    !-.■  »» 

Das  in  die  Ellipse  beschriebene  Dreieck. 

Wir  wollen  die  Anomalien  dreier  beliebiger  Punkte  A0,  Ax ,  A» 
einer  Ellipse  respective  durch  Uq,  ult  u*,  und  die  diese  .  Punkte  rifit 
einander  verbindenden  Sehnen  A§AX,  AlA<t>  A*AQ9  welche  die 
Seiten  des  in  die  Ellipse  beschriebenen  Dreiecks  A0AtA9  sind, 
duteh  Iqh,  sltti  «2,0  bezeichnen.  Die  Gleichungen  der  Sehnen 
A0Ati  AA*,  A9A0  sind:*) 


•)  Thl.  XXIV.  S.  3T3. 
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bx  cos  4(uo  +  Mi)  +  oy  sin  i(«o  +  *i)  =  cos  i(«o — %)  • 
tecosifa  +  tij)  +  sin  ifa  +  u»)  =  «o  cos  —  *»). 
AarcosUt««  +  «u)  +  «y«ni(«s  +  *o)  =  «6cosi(«>— *©)5 

und  die  Längen  dieser  Sehnen  werden  durch  die  folgenden  For- 
meln bestimmt:  *) 

#0,!»= 4 sin  K«o  —  «i  )*  I  a*s»  J(«o + »l t + 608  K«o + «O* ! » 
#l*1=4sin  Jfa  -  tt*)*t  a*smi(«i  +  ^cosi^  +**)*), 
«^*===  4sini(«s--«o)*Ua8in  «(«a +  «o)*+6*cosi(tta+ti0)*|. 

Bezefcbnen  wir  nun  die  Winkel  des  Dreiecks  A0AiAt  durch 
^o,  i*,,  so  lassen,  sich  för  dieselben  aus  den  Gleichungen 
der  Sehnen  mittelst  der  bekannten  Formeln  der  analytischen  Geo- 
metrie leicht  Ausdrücke  durch  die  Anomalien  ableiten.  Etwa  für 
den  Winkel  A0  findet  man  mittelst  dieser  Formeln  sogleich: 

j£  l  cot  i(«o  +  ut)  -  cot  i(u,  -f  «o)  p 
tangJ0»=  • 

'     U  +  ^cot^iio  +  iiOcotKiia+Uo)!1  «; 

oder 

t  ,  q*6»sinUtfi  —   

tang  4>*  —  |aHinU«0+Mi)8in;(Ma+M0)+0*cosi(«0+tti)cosi(wa+tt0)}»' 

und  hieraus  dann  ferner  mittelst  bekannter  goniometrischer  Formeln: 

^Icotidio+Mj)  —cotiK  +  Äo)!* 

.  .  «ini0'= — : — -Tj  — "  ~T5  » 

1 1+  ^cot  t(«o+«i)*l  1 1  +  -sCoti(«,+«o)«| 

0* 

1 1  +  ^cot  i(«o  +  «i )  cot  \(ut  +  Uo)  }* 
cosJo -^^^^^^^^^^^^^^^ 

oder: 

- :.  -!;       sinv  .  ;  ' 

aV>*8m{(ut—  u*)*  • 

Äj5*ßlnT(M^ 

cos  AQ* 

j  a» sin  U>/0  -|-  ut)sinU"i-f  «o)  -f  6acosU«o  -f  tiQcos  U»%4~Uo)la 
=id*SnT(t^+tt^ 

*)  A.  a.  0.  S.  974. 
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Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen:  »u  •!. 


9 

'   •  :  .'  > .  ;  ' . 


a..iBi(«0  +  Ul).  +  4.co8i(«.+«,)«=i55^=Si-? 

aVro««,  +  «„)»+ 6«c<w  ■(^+^)»^i-i-^!__5i  ; 
also  ist:  „. 

und 

- 

f  16sin»(«o— Wi)*sini(Ma-tt0)a  } 

*o»ia«*>»o* 

•  ■  ■ 

Nehmen  wir  an,  dass,  wenn  man  sich  von  dem  Halbmesser  der 
Ellipse  an,  von  welchem  an  die  Anomalien  von  0  bis  360° gezählt 
werden,  nach  der  Richtung  hin  bewegt,  nach  welcher  die  Ano- 
malien gezählt  werden,  man  zuerst  auf  den  Punkt  4o*  dann  auf 
den  Punkt  AXt  dann  auf  den  Punkt  A2  trifft,  so  sind  offenbar 
die  Sious 


: 


sinK«!  —  Mq),   «in       —         sinKtt*  —  «<>) 
eämmtlicb  positiv,  und  das  Product 

sin  \{ux  —  «o)  sin  l(u^ — u, )  sin  l(u* — «o) » 
so  wie  auch  das  Product 

«in  Ktto  —  t£x)  sin  ifa  —  u,)  sin  Ko,— «o) , 

■  -  ■  •. 

ist  folglich  positiv.  Daher  hat  man  unter  der  gemachten  Voraus- 
setzung nach  dem  Obigen  die  drei  folgenden  merkwürdigen  Formeln: 

■  ..  . 

*on .  «i*o  •  «n  4> = 4«6  sin  i(tto — u x)  sin  i(aj  —  «,)  sin  J  («^ — i^) , 

../.  .  .  , 

'm:>i.sin^f  =4«6sia  4(mo— «i^«ittK«%  w         2  W— *b)t 
i^.*, „.sin^sioo  sini(i^-«I)s^J(iii--iygmi(Ä1--ii0).  > 


Bezeichnet  nun  J  den  Flächeninhalt  des  in  die  Ellipse  be- 
nen  Dreiecks  -40^i^i>  «ö  ist  bekanntlich 


^  =  t4»i .  *a,0  •  sin  4,  =  i#1>9 .  «o,! .  sin  J,  =  Jj^ .  j^.  am  jt^ 
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also  nach  dem  Vorhergehenden: 

A— 2a6  sin  i(«0  —  *,)  sin  \{ux  —  m*)  sin  Ku»— «<,)» 

welches  jedenfalls  ein  sehr  merkwürdiger  Ausdruck  für  den  Flächen- 
inhalt eines  in  eine  Ellipse  beschriebenen  Dreiecks  ist. 

Leicht  sieht  man  übrigens  ein,  dass  dieser  Ausdruck  auch  dann 
noch  richtig  bleibt,  wenn  die  Punkte  A0,  Alf  A%  nur  so  auf  einander 
folgen,  dass  man  sich,  wenn  man  sie  in  der  vorstehenden  Ordnung 
durchläuft,  nach  der  Richtung  bewegt,  nach  welcher  die  Ano- 
malien gezählt  werden. 

Die  Gleichungen  der  den  Seiten 

AqAi  ,   AlA%,  A^A0 
des  Dreiecks  A0AlA±  parallelen  Durchmesser  der  Ellipse  sind:*) 

b  b  v  6 

y=--j?coti(«o+«1),  y=— -xcot^Ui+ud,  y=— -arcotKi^+lfo). 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  des 
ersten  dieser  Durchmesser  mit  der  Ellipse  durch  scq»\  ,  jfa» ;  so 
haben  wir  zu  deren  Bestimmung  die  Gleichungen: 


woraus  sich  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf 
•inander  leicht  ergiebt: 

*o»i  =±asini(«o+«'i).  3fo>i  =  +  6cosi(«0  +  tt1); 

und  ist  nun  1*0,1  der  mit  A0AX  parallele  Halbmesser  der  Ellipse, 
so  ist 


*o»i  =2r0„sini(if1— «0),        =  «ri,1sini(wa-^«i), 
#„0 = 2rt>0  sin         Ho) ; 

folglich 


Ii" 


")  4«  *»  Q«  ,8»  1;-  .  .        „Li.,*  „ 
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Kreis  ist  rütl = r,  ,a = rtH) = r  und  auch  a=o  =  r,  also: 

y  *0'1  *1>2  J»H> 

J  4r 

welches  ein  längst  bekannter  Ausdruck  ist,  den  folglich  der  vor- 
hergehende sehr  merkwürdige,  allgemein  für  die  Ellipse  geltende 
Ausdruck  als  einen  besonderen  Fall  enthält. 

Mittelst  bekannter  goniometrischer  Zerlegungen  erhalt  man  leicht: 

sin»*«!—  «o)  +  sinj(«*— tfO  +  sinUMa— «ö) 
=  4cosi(wi -^cosKwa  — t^)sini(t<J|- Mo), 

sin i(«s— Mi)  +  sin  i(«2-  «o)  — —  *o) 

* 

=  4cosi(«1  -  tt0)sin i(u2  —  «,) cos !(«,  —  «o), 

«nJC«, -M0)  +  sini(tia-tt0)-8ini(tt1-fil) 
=  4sin       —  «o)  cos       —  «j)  cos       —  u©) , 

sin  £(«!  —  m»,)  -f  sin  l(ut — m,  )  —  sin  ,(1^ —  t*o) 
=  4  sin  i(M!  —  iio)  sin  ifo  —  m,  )  sin  i(ti,  —  Mo) ; 

also  ist  das  Product  der  vier  Grössen  auf  der  linken  Seite  der 
Gleichheitszeichen: 


1°  IF 


•  ■         •  ■  1 


4*.sini(iil  — Mo^cosKtf!  -  Mo)«.sin  %)*eof  |(t%-  «1)» 

>  *  * 

XsinKm-Mo^cosiCt^-tio)«, 
folglich:  ...  '  tt,    - ' .  ,     .  f 

4sini(M,  -Mo)*«n  .(«,-  M,)«sin Km,  -  kö)* 

oder 

-  * 
4  sin  i(iio— Mi)  V10  J(Mi— «i^sin  KMa—Mo)*, 
also  nach  dem  Obigen: 

Nun  ist  aber  nach  den  oben  gefundenen  Formeln : 


.  ■  !  «1 


*<*%-%>-l.g.  ««W*-*^; 


folglich  : 


- 
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•i«i<iH-%)  +  6inUti,-iia)-^Ki%-t*1)^i(^  +  ^  - 

•in  1(*  ~«o)  +  ™  - - A  i<*-*> «  i  +  g  -  g) * 
also  obiges  Product  auch: 

l6\>o>i    ri*    rt*oJ  \Tit2    *2>o    r0,i/  \r0,i    r2,ö  rli2J 

\r0,i    rt,a  r2>0/ 

Vergleicht  man  dies  mit  dem  Obigen,  so  erhält  man  die  folgende, 
gleichfalls  sehr  bemerkensvverthe  Formel: 

VI        /*on  |         j  H>o\  /*ua  |  *a»o  *o*i  ^ 
J        \ro»i     ri>2     r2»o/  Vi»a    ^  o      ro»i/  [ 
r  .  ^  / fo»i      fa*>  *i>2\  / £o»i  _|_  *i>a  SgxA  I 
\r0»l        *2,0        rl»2/    \r0»l        rl»»       r*»0/  ' 

■ 

welche  für  den  Fall  des  Kreises  in  den  bekannten  Ausdruck  fär 
den  Inhalt  des  Dreiecks  durch  seine  drei  Seiten  fibergeht. 

Weil  nun  natürlich  auch  im  Falle  der  Ellipse 

ist,  so  erhält  man  die  folgende,  ebenfalls  sehr  merkwürdige,  für 
jede  drei  Punkte  der  Ellipse  geltende  Relation: 


i 


\ro»i      rA>a      ra»o/  \ri»a      ra>o  r0,i/ 
Wi      *a»o  ■    rXiJ  \r0fl  *  rlJ%  "  r*.J 

f   *n»i  _|_  fü*  _|_  %»e^ £ll»  ^  fajo  -|- <aK>  *i>a\ 

1  VW   ri»s    ^a*6/V'l'j>»    »*»o    r0>I/\ro*i    *a>o  ri>a/ 


Vo>l       »Vm  r2»o/ 


'..•i:  '.I' 
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Sind  V»  «a  drei  andere  Anomalien,  und  bezeichnet  A' 
den  Inhalt  des  entsprechenden  Dreiecks,  so  ist 

A'  =  2a6sini(«0'-tt1/)sini(tti'-Osini(ua'~ O. 

Ist  nun 


oder 


Uo  -ttj  =Ko'  — tV,     «!— 114  =  «,'  — Ma' 


«l  —  «0  =  «!  —  «0  »     W2— «1  =«2  —  Wl 


» 


so  ist,  wie  hieraus  auf  der  Stelle  durch  Addition  folgt,  auch 

also  A  =  A',  woraus  sich  der  sehr  merkwürdige  Satz  ergiebt, 
dass  alle  in  eine  Ellipse  beschriebene  Dreiecke,  für  welche  die 
Differenzen  der  Anomalien  der  einander  entsprechenden  Ecken 
oder  Spitzen  gleich  sind,  gleiche  Flächenräume  haben. 

Sind  zwei  Dreiecke  in  zwei  Ellipsen  beschrieben,  welche  die 
Haibaxen  o,  6  und  a' ,  b'  haben,  und  sind  für  diese  beiden  Drei- 
ecke die  Anomalien  «o,  ul9  Uj  und  Uq  ,  «/,  \  so  ist,  wenn  die 
Flächenränme  der  Dreiecke  durch  A  und  A'  bezeichnet  werden: 

A  =  2aßsin  K«©  —  ut)  sin  l(ut  — tt^sin  2(wa — u0) , 

J'  =  2a'6'sin  i(«o'— «|')  «in  ««0  sin       —  «bO  i 

also,  wenn 

«i  —  «0=1*1 ; — Mq',   «a— ttjsstta'—  «,',  «o=«»'— «b' 

ist: 

A  ab 

Aehnlifhe  bemerkenswerthe  Beziehungen  würden  sich  noch 
manche  andere  aus  dem  Obigen  ableiten  lassen. 

Insbesondere  setzt  uns  das  Vorhergehende  in  den  Stand,  auf 
eine  sehr  merkwürdige  und  buchst  einfache  Weise  das  grösste 
Dreieck  zu  bestimmen,  welches  sich  in  eine  gegebene  Ellipse  be« 
schreiben  lässt. 

Setzen  wir  nämlich 

"i— "o=  «>,   «a— «!=«>,   «2 -w0  =  ©+•©; 
so  ist  nach  dem  Obigen: 

A = 2a6sin  ir  sin  itcsin  J(t>  + 10). 

Th«U  XXX.  1 
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18   Gruner t:  Veber  den  Flächeninhalt  in  oder  um  eine  Ellipse 

Die  gemeinschaftlichen  Bedingungen  des  Maximums  und  Mini- 
mums sind,  indem  man  alle  im  Folgenden  vorkommenden  Diffe- 
rentialquotienten als  partielle  zu  betrachten  hat: 

Mittelst  leichter  Rechnung  findet  man  aber: 

-^zzzab  sin  \w  sin  (o  +  lw) , 

=  06  sin  ir  sin  (u>  -f  it>) ; 

und  hat  also  die  beiden  Gleichungen: 

sin^sin(e  +  iu>)  =  0,  .  .  . 

sin  Je  sin  (w  -f  Jr)  =  0. 
Die  beiden  Gleichungen 

sin  2*0  =  0,   sin|o  =  0 

würden,  wenn  k  und  £,  positive  ganze  Zahlen  bezeichnen,  zu  den 
beiden  Gleichungen 

lw=.kns   \v  =  ki7e  oder  tc=2Jc7i,  e=2£j» 

fuhren,  und  sind  also  offenbar  unzulässig,  weil  t>  und  to  augen- 
scheinlich, weder  verschwinden,  noch  Vielfache  von  2»,  auch  nicht 
2it  selbst,  sein  können.  Also  kann,  indem  immer  k  und  kx  posi- 
tive ganze  Zahlen  bezeichnen,  nur 

t>-f  t0  +  £t>=Ai7f 

sein,  welche  Gleichungen  unmittelbar  aus  jlen  beiden  Gleichungen 

sin(t>+|w)  =  0,   sin(to  +  iü)  =  0 

folgen.   Ans  den  vorstehenden  Gleichungen  ergiebt  sich: 

2©  +  to  =  2A:»,  p  +  2w  =  2ä17t; 

also 

woraus  ferner 

60  =  4(2*-^)*,  61©  =  4(2^-*)* 


•  1 


oder 


.     •    ;  1 
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• 

folgt  Da  «o,  w  =  «a  —  «,  unter  den  gemachten  Voraus- 

setzungen positiv  sind,  so  sind  2ü— kx  und  2Ät  —  k  positive  ganze 
Zahlen,  uod  wir  können  daher  kürzer,  wenn  k'  und  kt*  solche 
Zahlen  bezeichnen, 

3p  =  2*'»,  3te  =  2V* 

setzen.  Keine  der  beiden  positiven  ganzen  Zahlen  k \  h£  kann 
verschwinden,  weil  keine  der  Differenzen  t>,  w  verschwinden  kann, 
insofern  es  sich  um  ein  in  die  Ellipse  zu  beschreibendes  wirk- 
liches Dreieck  handelt  Keine  der  beiden  positiven  ganzen  Zah- 
len k ',  ki  kann  3  sein,  weil,  wenn  dies  der  Fall  wäre,  eine  der 
Differenzen  v,  w  gleich  2»  wäre,  was  wieder  offenbar  nicht  mög- 
lich ist;  noch  weniger  kann  natürlich  eine  der  beiden  positiven 
ganzen  Zahlen  kf  kv'  grosser  als  3  sein.  Endlich  kann  auch  nicht 
die  eirie  der  beiden  positiven  ganzen  Zahlen  kt  die  Einheit, 
die  andere  2  sein;  denn  aus  den  obigen  Gleichungen  folgt 


3(t>  +  »)=:2(A' +*,')*» 


3(«a-«0)  =  2(*'+*i')tt, 

und  unter  der  gemachten  Voraussetzung,  dass  eine  der  beiden 
positiven  ganzen  Zahlen  k\  kx*  die  Einheit,  die  andere  2  wäre, 
wurde  folglich  va— t*o  =  2»  sein,  was  wieder  nicht  möglich  ist; 
noch  weniger  können  naturlich  beide  Zahlen  k,  V  gleich  2  sein. 
Also  bleibt  nichts  Anderes  übrig,  als  dw^l,  4t'=*=-i,  folg- 
lieh  nach  dem  Obigen  * 


3r  =  2»,  3tt>  =  2»,  3(»  +  u>)  =  4»; 
atso 

i 

v  —  ln,  w  =  f»,    ©  -f  tü  =  gar 

oder 

■ 

«i-*o  =  SÄ>  «a—  «i  =  5*,   ««— «o  =  l^ 

oder 

«i— «0  =  1»,    u*—ux  rs£»,   2tt— (w2  — ?/<,)  =  }» 

ist. 

Wir  müssen  nun  noch  untersuchen,  ob  die  Bedingungen  des 
Maximums  wirklich  erfüllt  sind.  Zu  dem  Ende  erhalten  wir  durch 
fernere  Differentiation  aus  dem  Obigen: 

=  ab  sin  \w  cos  (e  +  iw) ,    ^  =  ab  sin  {v  cos  (te  +  Je) 
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und 

Bvdw  ~  «a^sin(r  +  ^' 
Nun  ist  nach  dem  Obigen: 

lv=ln,    \w  =  \n\   »+iic=»,   tr  +  i©  =  »; 

r 

also: 

gin£t>=sV3,  siniic=iV3;  cos(r  +  iu>)=— 1,  cos(tc-fit>)=— 1; 
folglich  für  diese  Werthe  von  c  und  w: 

* 

•  I.     •  I 

so  dass  also  die  zweiten  Differentialquotienten  negativ  sind,  wie 
es  das  Maximum  bekanntlich  fordert. 

Ferner  ist  nach  dem  Obigen  p  +  «j  =  Jä,  also 

sin  (©  +  »)  =  — sinl»=  —  iV3, 

und  folglich 

dvdw        *a  V  » 

also  ist 

und  diese  Grösse  folglich  negativ,  wie  es  oothig  ist,  wenn  wirk- 
lich ein  Maximum  Statt  finden  soll,  woraus  wir  nun  sehen,  dass 
die  Bedingungen  des  Maximums  vollständig  erfällt  sind. 

Ueberhaupt  führt  uns  die  vorhergehende  Betrachtung  zu  dem 
folgenden  jedenfalls  sehr  merkwürdigen  Satze: 

Jedes  der  in  eine  Ellipse  beschriebenen,  ein* 
ander  gleichen  Dreiecke,  für  welche  die  Diffe- 
renzen der  Anomalien  ihrer  Ecken  120°  betra- 
gen, ist  ein  Maximum; 

und  wer  erkennt  hier  nicht  auf  der  Stelle  eine  sehr  interessante 
Analogie  mit  dem  längst  bekannten  Satze,  dass  unter  allen  Drei* 
ecken,  welche  sich  in  einen  Kreis  beschreihen  lassen,  das  gleich- 
seitige den  grössten  Flächeninhalt  hat,  welcher  Satz  in  dem  obigen 
merkwürdigen  Satze  von  der  Ellipse  als  ein  besonderer  Fall  ent- 
halten ist? 
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Wie  man  mittelst  des  obigen  Satzes  sebr  leicht  das  grüsste 
Dreieck  in  eine  Ellipse  beschreiben  kann,  ist  klar. 

Weil  überhaupt 

A  =  2a6sin  i»  sin  £f0sin  l(v  -f  w) 

ist,  so  ist,  wenn  jetzt  A  den  Inhalt  des  grossten  Dreiecks  bezeich- 
net, «reiches  sich  in  die  Ellipse  beschreiben  lässt: 

A  ss  lab  sin  \% sin    sin  \n  =  2ab  sin  60« .  sin60° .  sin  120° 
=  2a6.;v3.iv3.Jv3, 

also: 

_  3<i6v3 

Für  den  mit  dem  Halbmesser  r  beschriebenen  Kreis  giebt  dies 
die  bekannte  Formel: 

A  3r«V3 
A  —  — 4—  • 

Bezeichnen  wir  den  Flächeninhalt  der  Ellipse  durch  JE,  so  ist 
bekanntlich  E  =  abx,  also,  wenn  jetzt  immer  A  den  Flächenin- 
halt des  grossten  Dreiecks  bezeichnet:  j 

A     3V3     .     E  4n 
1=1^  0,,er  2=3V3' 

and  dieses  Verhältniss  ist  folglich  fär  alle  Ellipsen  constant ;  oder 
die  Flächenräume  der  Ellipsen  verhalten  sich  wie  die  Flächen* 
räume  der  in  sie  beschriebenen  grüssten  Dreiecke. 


II. 

Das  um  die  Ellipse   beschriebene  Dreieck.  " 

Wir  wollen  nun  zur  Betrachtung  der  um  die  Ellipse  beschrie- 
benen Dreiecke  übergehen ,  wobei  wir  wieder  drei  durch  die  Ano- 
malien Uq,  iig,  %  bestimmte  Punkte  A0,  Alt  der  Ellipse  be. 
trachten,  in  denen  dieselbe  von  den  Seiten  des  um  sie  beschriebenen 
Dreiecks  berührt  wird. 

Die  Gleichungen  der  die  Ellipse  in  den  Punkten  Aq,  At,  A% 
berührenden  Seiten  des  um  sie  beschriebenen  Dreiecks  sind  nach 
der  Ordnung:  *) 


•)  A.s.  O.  S.876. 
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X  w 

-COStto  +  |8iDtto  =  l, 

-cos  Ui  +  |8in«,  =  l, 

XV. 

-  cos  m2  •+  *  sin  wa  =  l  • 

Die  Coordinaten  der  Spitzen  unscrs  Dreiecks,  so  wie  dieselben 
durch  die  Durchscbnittspunkte  der  ersten  und  zweiten,  zweiten 
und  dritten,  dritten  und  ersten  der  drei  vorhergehenden  Linien 
bestimmt  werden,  seien: 

xo>\>  y©*»        .Vi»»;  -t!s*o*  y»'o- 

Dann  haben  wir  etwa  zur  Bestimmung  von  x9fl,  y0tl  die  folgen- 
den Gleichungen : 


^  cos  llo  +^  sin  «<>•=:  1, 
^cosu,  +2to*sintt,  =  l; 


Xp 

a 


woraus  leicht 

x0,x 


sin  (tio — Mi) = sin    —  sin  «,  =  2sin  \{uq  -  ti,)  cos  J(«o  +  *i) » 
sin - ttl ) » - (co s «o -  cos ux ) = 2 sin K«, - ^ )  sin i(«o+«ih 


^on —co8»(«o-hMi)     yo>i_,sin«(ttö  -f-«i) 
o      cos^(«o— «i)*     6      cos^iio— tij) 

■ 

erhalten  wird;  uimJ  wir  haben  daher  überhaupt: 

*w  ^co^(tto-|-«t)     ^  =  s»pi(«^.±«0. 
rt      co»i(Ko— «j)'     6      cos         iij)  * 

cos  UM!  -f  ti^   ffifr^sin  ifot  + 
"cosifaj —  tia)'    TT  cosi(w,— 

^cosUMs-r-Mo)  ffa«^?"*  +  Ho) 
~cosi(i£jj— «o)'     6      cosi(«*a— Mo) 

Die  Seiten  des  um  die  Ellipse  beschriebenen  Dreiecks,  welche 
dieselbe  in  den  Punkten  A0,  Ait  berühren,  sollen  respective 
durch  «oi  tf  *t  bezeichnet  werden;  dann  ist: 
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l »Ä  -  (ara,0 — *i      +  Öfco  ~  ÄTi  *)* 
Nach  dem  Vorhergehenden  ist  aber: 

*o>i  -^^cos^Mo-l-ti^cosUtfa— ttq)  ~  coeUtfr +tt0)cos  Sfor-tt!) 
a  cosi(«o— «i)cosi(t<a— Uq) 

yo>i— y»»o  _sinl(«o-f  «i)co8l(«a-tf0)-sinUMg+t<o)co8l(ii0~M1)  . 
b        ~  cosi(«o— ,«i)cos|(t<a — M0)  ' 

and  zerlegt  man  nun  die  in  den  Zählern  dieser  Brüche  vorkom- 
menden Producte  auf  bekannte  Weise,  so  erhält  man  nach  eini- 
gen leichten  Reductionen: 

#o>i  —  ^a>o  _         sintipSinUtii  — «a) 

a  cos»(«o— tti)cosi(wa—tto)' 

y»n  —  .V2H>_         costfosin^, -tia) 

6  cos  i(«o— tiA)  cos       —  Uq)  9 

folglich  s 

ft  _  (a2  sin  Mq*  +  6acosttoa)  sin^?^  —  t/g)a 
*°  ~"      cos4(Mo  —  «i)2cos9(%~ «o)a 

Auf  diese  Weise  ist  also  überhaupt: 

s  (q*  sin  Kp*  +  6a  cos  tt0a)  sin  ^(ng  —  tig)fl 

*°  C06a(«o — Mi)aC08  Kit*  —  l^)2  ' 


2 


«  (^sin^-f  6acostf12)sin4(iia  ~«0)' 

**  cos£(kj — wa)2cosi(«0— ttj)a  ' 

9  _  <aasinti2a  +  b2 cos u?)  sin  j(n0 — tfr)2 
*a  -*      cosi(««— «o^cösKtti—  tia)a 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  drei  Winkel  des  um  die  Ellipse  be- 
schriebenen Dreiecks  durch  A0fl,  Alt^  ^,0;  so  ist  nach  den 
oben  angegebenen  Gleichungen  der  Seiten  des  Dreiecks: 

6a 

~ä  (cot  ti0  —  COttt,)* 
tang^o^n:- 


6a 

(1  +-äcot«0cottel)a 


und  folglich: 


6a 

"jCcotMo—  COtt^)2 

sin  A0>1*  =  — 


(H-^cotVXl  +  ^cotti,2) 
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oder : 

.  A   a  a«6»sin(t<0— uj*  

moiJo,!  —  (a*sin«b«4. 6«  cos  «»»)  (a^sint^-f Pcotuf) ' 

folglich  nach  dem  Obigen  offenbar: 

l   *   %  oa62sin  (n0 — «!  )2  sin  ^(r^  —  Mg)9sin  l(tia — n0)* 

also: 

StfsS  sin  ^o,!*  =  4a26*  tang  1(uq— t^)2  tang  £("1*- "a)1  *a"g  «o)* 

Bezeichnet  nnn  D  den  Flächeninhalt  des  am  die  Ellipse  be- 
schriebenen Dreiecks,  so  ist 

D  =  is0sl8inJ0,li 

welches  mittelst  des  Vorhergebenden  unmittelbar  zu  dem  folgen- 
den überaus  merkwürdigen  Ausdrucke  führt: 

Z)*= a*6*  tang  J(«o — i^)»  tang      — tang  1(1**—  «<,)*. 

Indem  wir  jetzt  aber  D  selbst  mittelst  dieser  Formel  durch 
Ausziehung  der  Quadratwurzel  bestimmen  wollen,  erhalten  wir 
natürlich  ein  doppeltes  Vorzeichen,  und  es  entsteht  dann  die 
Frage,  wie  man  das  Vorzeichen  zu  nehmen  hat,  eine  Frage,  die 
hier  sehr  wichtig  ist  und  des  Folgenden  wegen  auf  die  gründ- 
lichste Weise  beantwortet  werden  muss. 

Sehen  wir  uns  aber  die  Sache  etwas  genauer  an,  so  ergiebt 
sich  auf  der  Stelle,  dass  ein  um  eine  Ellipse,  d.  h.  überhaupt  so 
beschriebenes  Dreieck,  dass  seine  drei  Seiten  die  Ellipse  berüh- 
ren, entweder  die  Ellipse  ganz  einschliessen  oder  selbst  ganz 
ausserhalb  der  Ellipse  liegen  kann,  so  dass  nämlich  eigentlich  die 
Ellipse  im  ersten  Falle  ganz  innerhalb,  im  zweiten  Falle  ganz  aus- 
serhalb des  Dreieckes  liegt,  welche  zwei  Fälle  wir  daher  von 
einander  zu  unterscheiden  haben  werden. 

Wir  betrachten  zunächst  den  ersten  Fall,  wenn  nämlich  das 
Dreieck  die  Ellipse  ganz  umschliesst  oder  die  Ellipse  ganz  inner- 
halb des  Dreiecks  liegt.  Bezeichnen  wir  also  z.  B.  die  Entfernung 
der  Spitze  AQll  von  dem  Berührungspunkte  A0  durch  iö*((m)  und* 
die  übrigen  derartigen  Entfernungen  in  ähnlicher  Weise,  so  wird 
der  Fall,  mit  dem  wir  uns  jetzt  zu  beschäftigen  beabsichtigen, 
durch  die  drei  folgenden  Gleichungen  charakterisirt: 

*©>(o>i)  +  *o»(*»o)  =  *o»    *i»(u«)  + 'n(oa)  =  *i »    **•(»>«)  +  %»(!>•)  =  *»• 
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Bezeichnen  wir  die  Coordinafen  der  drei  Berührungspunkte  durch 

so  ist: 

d»0  =  acosti0,  ^0~^sintlo> 
Also  ist  nach  dem  Obigen : 

COS^Mo-l-tt.)  , 

J"-J»"=<"coa»'-co8i(^-U,)'- 


und 


woraus  mittelst  keiner  Schwierigkeit  unterliegender  goniometrischer 
Transformationen 

x0— *0>1  =~csinti0tangi(«0— w^, 

3fo—  .Vo»i  ==    AcosVotangiCtig— ttj) 


und 


also 


A'o— a  sin  tfo  fang  ^(k,— t^), 
yo  —  y«>o  =  -  6  cos  «o  taug  J(«* — ti0) ; 


*o>(o>i)  =  (ffasin«0a  -f  6*cosw0»)  tang  4(«o~  «i)f» 

*o»(2K))  =  (aVintto*  +  ^costto^tangiC^—Uo)1 
gefunden  wird. 

Die  Gleichungen  der  den  Seiten  des  um  die  Ellipse  beschrie- 
benen Dreiecks  parallelen  Halbmesser  der  Ellipse,  welche  wir  selbst 
durch  r0,  rl9  ra  bezeichnen  wollen,  sind  nach  dem  Obigen: 

b  b  h 

y=~ -*cottto,   y  =  — -Äcotti!,   y=— -arcot«.. 
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Mittelst  dieser  Gleichungen  und  der  Gleichung  der  Ellipse  erhält 

man  leicht: 

r02  =  a*  sin      +  62  cos  u02, 
ri«  =  a2  sin  «!*  +  6*cos 
ra2  =  fl2  sin  m22  +  62  cos  m22 

- 

Also  ist  nach  dem  Obigen  und  ferner  in  ganz  ähnlicher  Weise: 

fo.i )  =  *o*  lang      -  "o)a .  «  o » uvo)  =  *«?  «ang      -  «o)* ; 

*\>(l*) = fl'tong  i(«a  -  Mi)2  >  ton)  =n2tangi(t*1  — m0)»; 

s\,(2n)  =  V  tang          "o)a.  *  «>  (i*)  =  V  tangi("a  — 
Auch  ist  nach  dem  Obigen: 

r02*inU"»-tti)» 
*°  —  cos      -  «o)2  cos  i(«a  -  «o)« ' 

s_        r,2sini(««2— "o)a 


*4  —  cos  U"*  -  "i )a  cos       -  «o)2 ' 

a  rg2sin|(«i—  **o)a 

52  ""cosiCuj— «o^cosKtij-tti)8* 

Unter  den  früher  gemachten  Voraussetzungen,  die  wir  auch 
hier  festhalten,  sind  die  Grossen 

sini(«i— «o).   «in  1(1*2— f<j),  sini(H*—«o) 
sämmtlich  positiv;  röcksichtlich  der  Grössen 

cosU"!— "o)»   cosU««-"i)>  cosi(«*a~«o) 
oder  der  mit  denselben  gleiche  Vorzeichen  habenden  Grössen 

tangi(wi— «*o)'.   tangi(Wa-«i),   tangi^— «„) 
können  die  folgenden  Zeichen  -  Combinationen  eintreten: 

±  +  T 
±  T  ± 
±     T  ¥ 

Im  ersten  Falle  ist  nach  dem  Obigen  zu  setzen: 
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roSinSCMg-tq) 


COS  \  («!  —  Mo)  C08  } («a  —  Mq)  ' 

»  - 

1    i~  cos  ;(«a—  Mi)  cos  i{ux  —  ti0) ' 

-  =  .  r«8i"U«i--«o) 
*»    r  cos       -  «0)  cos      -  «j) 

*6»(o>i)  =  :fc  rotaogU^  — u0),   ^»(j,©)  =s  +  r0  tang  J(t«fc— 
*i,ü*)  =  J: n  tang^— «,),  slt(0fl)  =  ±r1  tangtft*, -«o) ; 
Htf».o)  =  ±  rt tang \{u*  —  «J ,  =  +  ra tang i(Uj -  u, ). 

Also  ist 

','(,'2,  +  ,,,(0,1,-:tcosi(«,-«1)cosl(ttl-«J' 


*' M  +  ~n      -  «o)  cos  ' 


und  die  drei  Gleichungen 

*o>  (o>i)  +  *o>  (a»o)  =  *o» 
*i>(i>*)  +  *i»to»i)=:*i> 

*s»  (a*>)  "T  *2>  (l  >2)  =  % 

sind  folglich  offenbar  nicht  erfiillt 


Im  zweiten  FaJle  muss  man  setzen: 

r0  sinKttjj— «,) 


=  — 


cos^C«!  — ^cosiCua-.tto)' 

ri8inl(iia~tt0) 
1     T  cosUwz-t^cosK«!  -tt,,)* 

_  fasinU«i—  «q) 

*       cos       — «o)  cos  i («a — Mi) 


*    .  .  . 


'o>(ort)=dbr0tangi(ul  -«o),  *0, =s^f  rö tang J — w0) • 
'»»^in  taagiK-^,  «„(^»«intang^^); 
*2>(iM))=:Fr1tangi(t<a— «0),  fa,(1>a)  sö^tang«!^ i*). 
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Also  ist  .  * 

r0  sin  ;(«,—•  tt,)  

*o»  (o»i ) + «6»  <i>ö)  ~  +  cos      — »o)  cos  1(1*! — t«o) ' 

9 

er  rtsinU«»— *o)  

*1  »  (1 *)  +  «1  »(O ,1 )  -  ±  cos  I        _  Ut)  COS         —  UQ)  ' 

rtSini("i~-tto) 
**>  (*o) +*s»  (i*) —  +  cos  i(t4— u0)  cos  i(«s— *i) ' 

und  die  drei  Gleichungen 

*0>(0>1)  +  *0>(l>0)  =  *0» 

I 

*l>(l>*)  +  *I>(0>1)  =*!• 

sind  also  erfüllt,  wenn  man  die  oberen  Zeichen  nimmt 
Im  dritten  Falle  muss  man 


roSinKtt,—!«!) 
*w  ~"+ cos  i(ti!  —  u0)cosi(«s-  »o)  ' 

risin  £(*«  —  *0 
^-""cosi^-^cosiCttt -u0)' 

_  rasin;(ttt — K0) 

~~  cos  i(t*a~  w0)  cos  Mi) 

und 

*o»(o>i>=±ro tangK«!  - «6),   #oi (*o> =±  ro tang ti0) ; 
*i,ü*)  =Tnwngi(«s-tti),  *iKo,i)=±nto"gi(«i— ••>» 
<«,(i,o)  =  ±r2tangUwa— «O»   ^ürtssTtfctMgH*— «i) 
setzen.   Also  ist 

rQ  sin  2«0) 
*o>(o>i)  +  *o>  (i»o) — ±  cos  i  ^t<i  _  tto)  cos » (u,  -  u„) ' 

nsinK*»— +  «O 

*1,Ü*)  +  *I>(<»1>  -  +  COS  i(tt, -  1h)  COS         - «„)  ' 
«»<*ö>  +  **(l*>  —  ±C08i(U,-l*0)C0Si(««l— 

und  die  drei  Gleichungen 

*0,<o*>+*o>(*o)  =  *o»  «i,(i*)"*-*i><e*)==*i'  «t»(t»o)-fHr(i>sls=*i 
sind  folglich  nicht  erfüllt 


Digitized  by  Google 


beschriebener  Dreiecke  und  Vierecke. 

Im  vierten  Falle  muss  man 

s  =_  r»«n;(Ua-M|) 
0        cosi(*i  —  "o)  cos  ;("*— 1*0) ' 

r,  sinl(«i  —  Wo) 


cos  U«a — «1)  cos  —  «O ' 
 rasini(a,  —  tt0) 


COS         —  W0)  COS         — Ml) 


and 


*o,(o,0= db r0  tang  i(«i  —  *0) ,  , 0,  (2,o)= ^ r0  tang  i(M,  - m0)  ; 

=  +  ntangi(M»— «i)»  «i,(o,D  =i:»,i  tangi(tti  —  u0); 

*»,  (a»o)  =Tra  tang  i(tt, — 1/0),  ^(,,50  =  T  ra  tang  ;(«»— «1) 
setzen.   Also  ist 

'0,(0,1)  +  *„» too)  -  +  COs£(*i-«Oc"os i(«*-K0) * 

_       r18ini("g—2t*l  4-K0) 
'1,(1*)  +  *i*(o»D  — +cosi("8-"i)cosi(«i-«o)' 

**(a,o)  1-  43,(1*)  -  1"  C08 i^-wjcos SK-Mj)' 
und  die  drei  Gleichungen 

*o,(o,i)  +  *o»(*»o)  =*0» 

*i>(im)  +  *i,(o,D  =*i» 

5a»(t,o)  +  H>(ii2)  ~  5a 
sind  folglich  anch  in  diesem  Falle  nicht  erfüllt. 


In  Folge  dieser  Betrachtung  ist  also  nur  der  zweite  der  vier 
vorhergehenden  Fälle,  wenn  man  in  demselben  die  oberen  Zei- 
chen nimmt,  zulässig.  Es  ist  also 

COSi^j— M0),    COSi(M»  — ttx),    C08i(Ks  — K0) 

and 

tangi(«i—  «o).  tang K«,— u,),   lang  *(*%—*•) 
respective 

positiv,   positiv,  negativ 

und  man  bat: 
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 r0  sin*(«a  — *i)  

*°  COS         — Mo)  COS  i(U»— U9)* 


cos  i(Ma—  u1)  cos       -  u0) ' 

rasin       -  «») 
2        cos  J(«a  -  u0)  cos  1^) 

und 

*onon)=  +  r0tangi(«1  —  «0),   i0,la,0)=:— r0 tangi(ttj— 1«0); 

*i»(i*)  =  +  ri  taDgi(«2— Mj),    #i,(o»D  =  +n  tangi(«i— «o); 
**(2m>)=  -    tangU««-  «O,    s2t{lt9)  =  +r2  tangH*«— *i) 
zu  setzen. 

Das  Prodücf  -   P     *  -*1 

tangi(«i  ~  "0)taDgi(«a— tti)tangi(«,— u0) 

oder 

fc">gi(«o  ~  tti)tangi(«!  —  t^tangUMa  —  «„) 

ist  negativ,  und  weil  nun  nach  dem  Obigeu 

/)»= a*62  tang  J  (tto  —    )2  tang  i  (ut  —  u£*  taug  J  (u,  —  m0)* 

ist,  so  ist,  wenn  man  die  Quadratwurzel  auszieht,  da  D  natürlich 
eine  positive  Grösse  ist,  im  vorliegenden  Falle 

X)  =— ö6tangi(w0— tt^tangiO«!  -  t*a)tang  Jfiij—  u0) 

zu  setzen. 

Weil  nach  dem  Vorhergehenden 

*»_  sinU«2-"i)'  *i      .  sinKua-ttp) 

rc        cos»(«i— «o)CQ8  l(«*-*o) '    rr    "^cos  >  (wa^)co*U«t  -«o)' 


1*1       l  'I 


sa  sinK»!—  w0) 


    •  <•*»;» 

I       i  4 


ra        cosi(««  — "o)  cos;(Ma— i^) 
ist,  so  ist  von  '        "    ;<     *'    '   1  1 

**o  »i 

der  Zähler: 

—  sinl(%-^  ii1)cos2(l«a—  Mi)  +  sln?^— tt0)  oft*  ii0) 

—  Sinj("l  —  "o)  COSJC«!  —  «„)  •/     .  w|.m 

=    i  { sin  («o  —  »j)  +sin        tf*)  -f  sSo  (tij—  u0) } 
=  — 2sini(w0 — «1)sini(u1 — tt^sin  i(w2  — 1<0); 
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also:  .    . ,  \  .  i»  .! 

*o  *i  s2  __  2sin|(«o~tti)a'»U"i  —  «g)sinj(«a- «q) 
r0    **i     ra        cos^(u0  — m^cosK«!  — u^cosKMä  — u0) 

=  -2  tangi("o— Mi)tangi(t<1  -u^tangU"«— «o) , 
and  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

Für  die  Kugel  ist  rü^zrx=^r^  =  r  und  auch  a=6  =  r,  also: 

welches  eine  längst  bekannte  Formel  ist. 

Wir  gehen  jetzt  zu  der  Betrachtung  des  Falls  öber,  wenn  die 
Ellipse  und  das  Dreieck  ganz  ausserhalb  einander  liegen,  in  wel- 
chem Falle  dann  ferner  die  drei  in  Taf.  I.  Fig.  1.  mit  I.,  IL,  III. 
bezeichneten  Fälle  Statt  finden  können. 

In  dem  Falle  I.  müssen  die  drei  folgenden  Bedingongsglei- 
chungen  erfüllt  sein: 

*o»(o»i)  +  *ö»(2»o)=*o>  ... 
Die  erste  Zeichen  -  Combination  liefert: 


.     r08inj(«i— 2*0  +  «») 
*o,(04)  -Ho.o.0)  ^icoslK-^Jcosi^-Uo)' 

.     r,sio3(M»— 2t£t+n0) 
n,(i,2)  -ft,(0,i)  -ico8Ut<a-«1)cösU»,-tto), 

II  ,  9 

12,(1,2)         «.(1.0)  -+C0«i(«r->I0)CO«I(|«1-.|I|)' 

Die  zweite  Zeichen -Combination  liefert: 

_         rAsini(tC2— «.)  u' 
.0,<M,+  »0<.,0>  =  T^,^.^^.^,^, 

,       rt  sin  1(1*2—21«»  +  u0) 


- 
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Die  dritte  Zeichen -Combination  liefert: 

*o,  Cm)  +  *o>  tot)  =  ±  co.  «in—«,.)  coe  ' 

*1 >  (1  *)  ~  *1  .  (0.1 )  —  +  COS  H"«  -  »1 )  C08  i («l  -  "«)  ' 

«n  (i  4)  -  *•  teo)  -  T  cos  i  (Ma  _  f<o)  co<l ; (Ma  _  uj 
Die  vierte  Zeichen  -  Combination  liefert: 

.  rggin4(tfi—  "i) 

_         rt  ein tfo) 

» 

rasinUtti  — **<>) 
*».(i*)— **<*o)-±  co8i(«a— w0)  cosi(u2  — 1*0* 

Also  ist  bloss  die  vierte  Zeichen -Combination,  indem  man  die 
oberen  Zeichen  nimmt,  möglich,  und  es  ist  daher 

COSi(>i  —  U0),     COS£0,  —  Ih),     COSi(Ma  — tt0), 

so  wie  auch 

tangiC«, -k0),   tangi(Ms— tt,),   tang  i(ti,  — 1*0) 
respective 

positiv,   negativ,  negativ 

und  man  bat 

 t0  sin  \(ut — Mg ) 

*  COSi(tf!  -Mo)COSi(««a  —  Wo)' 

rj  sin4(«»— tto)   

**  ~~    cosi(tta  —  «1)cosi(t«l—  u0)' 

r,sinU"i~"o)   

*2     +  cosi(ut  —  m0)  cos  l(ut  —  Uj) 

und 

%>»(0'i)=+rotangi(«i~1O,   Jo,(«h»=— 'otangKtt,— «o); 
*i»ü^)=— ntangi(«a— «i)»  «i.(o»i)=  +  ntang;(u1  —  m,,); 
%»  (so) = -    tang  !(«, — ti0),       ü    =  -r,  tang      — Mj) 
zu  setzen. 
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Das  Prodnct 

tang  J(«o  -  fi) *ang       -  «•)  tang -  «o) 
ist  positiv,  also 

D  =  ab  tangi(«o— ii^tang \{ux  —  ti^tang  J(««—  *o)- 
Per  Zähler  von 

#  * 

ri      r*  ro 

ist 

»in  »(««  —  «i )  cos      — *i) — sin  £  («» — «o)  cos  i(*s — «o) 
+  sin  i(Mj  —  «q)  cos  K«i  —  «o) 
=  -  UshiCBo— -f-  sin(Mt— «,) +810(11,— iio)| 
=    2sin;(Mo  —  Mi)  sin  sin  1(M2  —  «q), 

also : 

k 

J  +  ^-^  =  2tangJ(u„-B,)taogi(«,-i4)tangi(«1-«0), 
und  folglich: 

In  dem  Falle  II.  müssen  die  folgenden  Gleichungen  erfüllt  sein : 

V 

■ 

*o»(*»o)  —  *0»(0»l)  =  *0> 
*l>ill)  +  *l»(0»l)  =  *I» 

*a>(a»o)  —  **»(i>*)  =  H- 
Die  erste  Zeichen  -  Combination  liefert: 

,  r,  sini("»  — "i)   

*Q>  (SKI)  -  «0»  (0.1 )      ±  cog  .  (M|  _  Mü)  CM  ,  ^  _  Mo)  » 

,  r,  sin.KMa—  "«)  , 

*.<**)  +  *i.  (o»d  -  ±  co8 1  (Ma   Ui  j  cos  i  (t<i  _  • 

_  ,  r2sin  K«<i  —  »„)  

**>  (2.0)  -  %  <1*>—  ±  Co8  ,  (|<2  _  „  j  CQS  i(|<2_  ttj  )  ' 

Die  iweite  Zeichen- Combination  liefert: 

Theil  XXX.  S 
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*0,(*,0)  —  *0»  (0»1)  — +  co8  i  („    _  Mo)  COS  —  «o)  ' 

risin^(M2— Mo)  

I         *l,(lr*)  +  *l»(0»O  —  —  c"Ö8~i(M2— M,)  COSU^l—  Mo)  ' 

_     ri8inl(2ttg—  m0  —   

(i»o)~ *»»d*) -  +  cos  i(M4  —  «*«)  cos \{u%  —  * 

Die  dritte  Zeichen -Combination  liefert: 

*6.(*o)-  *o»Co»i)  —  ±  cos  )  cos  i(aa  —  M„)  ' 

-      rlsin,(M<—2MI +_«_«)  

*i>  (na)  +  *i» (oa)  —  +  cos  i         Mj)  cos       —  uo)  * 

r,sin£(2ttg  -"o—  Mi) 
*2>(*o)-*a»(i»*)  —  ±Cos,(m2  -  m„)  cos  - 

Die  vierte  Zeichen  -  Combination  liefert: 

_  roSin4(t/l-t-tta~2tt0)  

*Ö.(2»0)-*0.(0«l)  —  +COS.KM!  -ttj  COS  •}("*  —  ««)  ' 

_  _      rAsin8 2ma  -f  «0) 
*i>      +  *i>  (o»i)  —  +  cos£(ms  —  mJ  cos  i(M,  —  m„)  * 

 rasinl(M|—  "oj  

(2»o)  -  H*  (l »«)  -  +  C08  .  (1<2  _  „j  cos       —  «l )  * 

Also  ist  bloss  die  erste  Zeichen -Combination  möglich,  indem 
man  die  oberen  Zeichen  nimmt.    Daher  ist 

COSi(Mj— M0),     C0Si(«2  —  Ml)*     COS}(Ms  — M0), 

so  wie  auch 

tangi(»i  —"o),   tangU««  —  m,),   tang|(M,  — m„) 

respective 

positiv,    positiv,  positiv 

and  man  hat 


r0sini(M2  — 

•"i) 

cossCmj  — m„)cos. 

M0) 

rt  sin  i(w*  — 

M,.) 

COS  2  («Ij  —  M|)  COS  < 

«.,) 

r^sin^f/,  - 

«o=f 

»,=+ 

$2~~  +  C0S,(Ma  — M0)C08a(M4  —  M,)  ä 
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*o,(0,i)  =  +  r0  tangiCwj-nJ,  *0,(*,o)~  +  r0  tanga(«a  -  uö); 

=  +  r,  tang, («,-«,),  *M0,i)=  +  r1taiiglj:«1-«o); 

it,(«,0)  =  +  r*tanga(«Ä-ti0),  ,2>{lj2)  =  4.  ratang.!(«2—«,) 
211  setzen. 

Das  Product  1  » 

fang       —  «, )  tang  8(m,  —  «,)  fang       —  *„ ) 
ist  positiv,  also 

•  » 

/>=a6tangi(«u  —  k,)  (angi(te,  -t*a)  tang i 
Der  Zähler  von 

ist  •  i    .  ■  :.z 

sin      —  «, )  cos  i(«a )— 8in  J(i*s  — *  „)  00s  J(*, — 1*0) 
+  sin  l(ut  —  u0)  cos  4(2^  —  ti0) 

=  -  | { sin  (w0 — «jH  sin  (t^  —     +  sin  («,    *0) } 
=    2sinUMo~ «,)sinK«i-"a)sin  J(aa  -ti0), 
also:    •  .. 

Jr  +  ^ =  2 tang  4(«0  - ü,) tang  { («,  -ua) tang;(«a  -  «„) , 
und  folglich:  ,     ,  .  ,  .  .  .  . 

In  dem  Falle  HI.  müssen  die  folgenden  Gleichungen  erfüllt  se>\nj 

*o.(0,i)— #0.(2,0)  =  *0* 

11,(0,1)  ~«,(1,2)  =St> 
«2,(2,0)  +  #2,(1,2)  —St. 

Die  erste  Zeichen -Corabination  liefert:  •  i: 

_         r„  sin|(t£9  — tii ) 

*o,(o,i)  *o,(2,o)  =  +  cosi(«,-«0)co8;(«.-1ö ' 
«,(0,.,  - ± 5S__j)eoB,(jii_ii>) , 


1  rt 
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Die  zweite  Zeichen  •  Combination  liefert: 

Um  >  -  «o.  (sh>)  -  +     ±(uL — u^cö»  i(«a  -  «*) ' 

*i>  <o»i)  -  *i.  ü *> -  ±  co8  .  (Ma  _  tti )  C08  i  (l<1  _ t^)  * 

rgsinifo-ttp) 
*4.  too)  +  '*>  (i*) C08  ^(m,— «o)  cos       -  ih)  * 

Die  dritte  Zeichen  -  Combination  liefert: 


cos  «o)  cos  i(t/a  —  tto) 

—  .  nsin  |(tfa— 

*.fcw) -  ±cos  cos       -^«o) ' 

ra  sin  jfa  — tp 
%.  too) (i  *)  -  ±  C08 ,  (Ma     ^  C08  .  (tla  _  ^)  • 

Die  vierte  Zeichen- Combination  liefert: 

-«»<•«»=+  C08 ,  (tli  _  ^  C08  i     _  ^ '  * 

r^sinUMs— -«o)   

*i.(o»i)-*i?(i*>-±  C08  4^— Ml)  cos  ifo  -tto)  ' 

.  ^8^^(21^  —  110  — ttt) 

%.^)+^(i.2)«TC08 ^  C08 iftta_^)* 

Also  ist  bloss  die  dritte  Zeichen- Combination  zulässig,  indem 
man  die  unteren  Zeichen  nimmt.   Daher  ist 

s. 

*  p 

COS         —  Mo)»     COS  i(«2  -  «l)  .     COS  £(«2  ~  «o)  » 

«6*  ^rie 

tangi(tt,—  Ii«,),   tang4(«a— «0,   tangi(u,  -  «<>) 
respective 

negativ,   positiv,  negativ, 
und  man  hat  ..-.■> 

*  _  .         r0sinKMa— ti,) 

*»     "'"COS         —  WO)COS  U«2  -  «o)  * 


ffrsin       — «o) 
cosiCMa-^cdsitii,^»!) 
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und  . 

«o»(o^)=-«potang5(tt1  —  ti0),  iq,(«,p)=— r0tmigl(tt|— Mo); 

zu  setzen.  •»•••/ 
Das  Prodoct 

ist  positiv,  also 

D=ab  tang  K** — «, )  tan g      —  ««*)  tang  i(u* —  «<,).  " 

\  f  ■ 

Der  Zahler  ?on 

*o  +  fL  !» 

;  .':    ro     ri  rs 

ist 

sin  4(1%— cos  4(«t  —  "i)  ~  sin  K"e  —  «o)  W  K«*— Ho) 
4  <tfo  Ifa — «o)  eos  — «o) 
=—  i  {sin  (uq — «i)  vf  sin  (Mi  —     +  sin  («^  —  t*o) } 

. 

=    2  sin  i(«o  ~  «i)«in      —  «*)«in  ■(«■—  «o)» 

■> 

also: 

^  +    — ^  -  ?  tangKtto— ««,)  tang      — *t)Uig  Ji>,  -  «o), 
und  folglich 

bähe  ^ese  Discussion  rückskhtlicb  der  Vorseioben  vo\\r 
ÄtäJüdig  mügethpilt,  weli  ich  sie  ftlr  lehrreich  halte,  und  weil  lei- 
der in  dieser  Beziehung  noch  vielfach  gefehlt  wird,  indem  nan 
sich  häufig  mit  nnr  ganz  oberflächlichen  Anschauungsweisen  zu 
pflegt,  was  durchaus  nicht  zu  billigen  ist. 

Im  Allgemeinen  schliesst  man  aus  dem  Vprb  ergeh  enden,  das« 
Z^TaätaegHo*— ^UßgiiUi  -     tang  K«t— «o) 

ist,  mit  der  Bestimmung,  dose  man  in  dieser  jedenfalls  sehr  merk- 
würdigen Gleichung  4as  <*bere  od*r  untere  Zeichen  zu  nehmen 


v 
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hat,  jenachdem  Hie  Ellipse  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Drei« 
ecks  liegt,  von  dessen  drei  Seiten  sie  berührt  wird.  Leicht  sieht 
man  ein,  dass  der  obige  Ausdruck  auch  dann  noch  richtig  bleibt, 
wenn  die  Punkte  An,  A1t  A%  nur  so  auf  einander  folgen,  dass 
man  sich,  wenn  man  sie  in  der  vorstehenden  Ordnung  durchläuft, 
nach  der  Richtung  iieWegt,  nach  welcher  die  Anomalien  gezählt 
werden.  ..»-.*■. 

Auch  ist  im  ersten  Falle 

■  .  .  .  ,  >{ 

und  im  zweiten  Falle  ist 

jenachdem  die  Ellipse  und  das  Dreieck  auf  entgegengesetzten 
Seiten  der  die  Ellipse  in  A0 ,  oder  in  A, ,  oder  in  A%  berührenden 
Seite  des  Dreiecks  liegen,  was  in  Taf.  I.  Fig.  1. 1.  II.  III.  seine 
nähere  Erläuterung  findet. 

Setzt  man  wie  früher 

»1—110  =  «,   Ma  — m,  =tc,  «o  =  tJ  +  w; 

iso  ist 

0=  T  ab  taug  Jt>  tang \w  tang  \(v  +  w) , 

mit  derselben  Bestimmung  wegen  des  Vorzeichens  wie  oben. 

Dass  man  über  die  der  Ellipse  umschriebenen  Dreiecke  ähn- 
liche Betrachtungen  anstellen  könnte,  wie  über  die  derselben  ein- 
geschriebenen Dreiecke,  ist  klar,  bedarf  aber  einer  weiteren  Er- 
läuterung liier  nicht.  Dagegen  wollen  wir  jetzt  untersuchen,  ob 
auch  die  umschriebenen  Dreiecke  ein  Maximum  oder  ein  Minimum 
darbieten.  r  <    *  «.i 

Entwickeln  wir  zu  dem  Ende  die  partiellen  Differenti 
ten  von  D  in  Bezug  auf  v  und  w,  so  erhalten  wir: 

!   .   sin  ^ ig  sin  (v  -|-  {w) 
,  de  ""1_*a0cos4e*co84(e+"^' 


!  ,   sinittsin(tg^-|p)  a 

än,  —  T»o  coslw*cosi(e-f  to)*'  * 
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und  haben  also  als  gemeinschaftliche  Bedingungen  des  Maximums 
und  Minimums  die  Gleichungen: 

sin  \w  sin  (v  -f  iw)  =  0, 
sin  \v  sin  (w  +  £t>)  =  0 ; 

welche  ganz  die  nämliche  Auf losung  zulassen ,  wie  dieselben  Glei- 
chungen in  1.,  uud  daher  zu  den  folgenden  Werthen  von  v  und  w 
führen : 

v=.\n,    iß  =  \n,    t?  -f  tu  =  sTt. 


Vit  Rücksicht  darauf,  dass  die  vorstehenden  Gleichungen  er- 
füllt sind,  und  also  auch  nur  für  die  denselben  genügenden  Werths 
von  v  und  w,  erhält  man  ferner  leicht: 

d*!)  sin  |m?  cos  (r  -f- 

■gjä  =  +««6  cog  ,  c,cos  ^  +  w)2 > 

clD  _  _  t      sinjpcos(tc  +  |p) 


und 


oder 


9*/>  _  _  j  ,  sin(o-f-to)   

dvBlC  ""  +4a°C08iD»C08i(tJ  +  «>)* 


8*/)          j       -    sin  (o  -f  to) 

fo9*~  T*a6  cos  Jto*cos4(t> + 

Weil  nun 

,    siniv  =  ^v3}  cos£v  =  £;   sin£te  =  2V3,  cos£t0  =  i; 
cos(»  +  i?«)  =  —  lt  cos(w  +  it>)  =  — 1; 
sin(o  +  f©)=— iv3,  cosJ(t>+u>)==— i 
ist;  so  ist,  wie  mau  leicht  findet: 

B2D  8aZ) 


also 


/9*Z)V    9*Z)  9*Z) 


Nimmt  man  also  die  oberen  Zeichen,  so  sind  die  Grössen 
respective 

positiv,   positiv,  negativ, 
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i 

welches  die  Bedingungen  des  Minimums  sind;  nimmt  man  dage- 

gen  die  unteren  Zeichen,  so  sind  die  Grössen 

2r2  '   Bw*  '    \Btdw)  ~~  Bv*  '  Bw* 

respective 

negativ ,   negativ ,   negativ , 

welches  die  Bedingungen  des  Maximums  sind. 

Bestimmen  wir  nun  aber  den  kleinsten  oder  grössten  Werth 
von  ©  selbst,  so  erhalten  wir,  indem  des  bbere  Zettben  sich  auf 
den  erster«« ,  -des  entere  sich  auf  den  letzteren  bezieht : 

n         a  a 

also 

und  sehen  hieraus,  dass  das  untere  Zeichen,  also  auch  das  obige 
Maximum,  im  vorliegenden  Falle  Oberhaupt  gar  nicht  statthaft  ist. 

Uebrigens  aber  ersieht  man  auch  auf  der  Stelle,  dass  die  um 
die  Ellipse  beschriebenen  Dreiecke,  ausserhalb  welcher  die  Ellipse 
liegt,  bis  zum  Verschwinden  klein  werden  IcOnnen,  wobei  man 
zugleich  zu  bemerken  bat,  dass  die  Gleichungen 

sin  * tosin  (v  +  \w)  ~  0, 
sinio  sin(w-f- Jt>)  =0 

auch  durch  e=0,  fo=t)  erfüllt  werden,  was  zu  Z)=0  führt 
Noch  etwas  Weiteres  hierüber  zu  bemerken«  halten  wir  för  fiber- 
flüssig. 

Die  aus  dem  Vorhergebenden  sich  ergebende  höchst  merk- 
würdige Construct'ron  des  Maximums  tn  1.  -und  des  hier  in  II. 
Statt  findenden  Minimums  ist  nun  folgende,  lieber  der  Hauptaxe 
der  gegebenen  Ellipse  *)  als  Durchmesser  beschreibe  man  einen 
Kreis,  wie  Taf.  I.  Fig.  2.  zeigt,  und  theile  diesen  Kreis  in  den 
Punkten  A0' ,  Ax' ,  A&  in  drei  gleiche  The  He,  wo  immer  einer 
dieser  Punkte  beliebig  angenommen  werden  kann.  Von  diesen 
Punkten  fälle  man  auf  die  Hauptaxe  Perpendikel,  welche  die 
Ellipse  In  den  Punkten  An,  Al9  A%  schneiden,  verbinde  diese 
Punkte  durch  Sehnen  üer  EUipse  und  .ziehe  darch  dieselben  Be- 
rührende an  die  EUipse,,  so  bestimmen  .die  ersteren  das  Maximum 

*)  Man  könnte  auch  die  Nebenaxe  wählen,  in  welcher  Rücklicht 
Tbl.  X\IV.  S.  371.  und  tari  Taf.  XII.  »ig.  1.  mm  vergleichen  itt. 
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«er  fo  4e  Ellipse,  die  lefeteres  das  Minimum  der  um  «He  EMipse 
beschriebenen  Dreiecke  *). 


III. 

- 

Das  in  die  Ellipse  beschriebene  Viereck. 

Vier  Punkte  A&$  Ai,  A%t  A*  der  Ellipse,  die  in  dieser  Ord- 
nung auf  einander  folgen,  so  dass  Au  der  erste  ist,  auf  welchen 
man  trifft,  wenn  man  sich  von  dem  Halbmesser  der  Ellipse  an, 
von  welchem  an  die  Anomalien  nach  einer  gewissen  Richtung  hin 
von  0  bis  360°  gezählt  werden ,  nach  dieser  Richtung  bin  bewegt, 
seien  durch  die  Anomalien  uv+  u^9  u%i  uA  bestimmt;  so  ist,  wenn 
F*den  Flächeninhalt  des  in  die  Ellipse  beschriebenen  Vierecks 
A<>AXA%A%  bezeichnet,  nach  I.  offenbar: 

F—    2a6sin  U«o~  "i)*»n  i(ti,  — %)sin  »(i^— «o) 

*  •  • 

+2«6  sin|(tio — 1%)  sin  Ufr  —  «*8)  sin  £(t*s — n0) 
=2aasint(ti»-^)t*nU^— 

woraus  man  ferner  mittelst  einiger  leichten  goniometrischen  Trans- 
formationen den  folgenden  merkwürdigen  Ausdruck  erhält: 

F==2«6sin  K«2-«o)«rnU«i-«8>*in  i(«o— *i  +*%—  «»)• 
Bezeichnen  wir  die  Selten 

AiA&,   A2A3,  A3A0 
des  Vierecks  A0Ax^^z  durch 

So>i>  *j»s»  J»,a 

und  die  denselben  parallelen  Halbmesser  der  Ellipse  durch 

r0yi,  rt,%,   rJ)B,  r5,0; 

so  ist  nach  1.: 


^=2sini(«i-«öJ,    ^=2sin^-%),  ^=28^(1*,-^), 

^  =  2sini(«s-«0); 


•)  Ge**r  die  feiten ,  Winkel,  m.  v.  «e^r  natses  JMecke  lasten 
•ieh  noch  viele  interessante  Untersuchungen  anstellen,  und  manche  die- 
selben betreffende  merkwürdige  Relationen  finden,  <was  aber  Arle«  nach 
dem  Obigen  keiner  Schwierigkeit  unterlieg«  und  füflfch   dem  Leser 
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uod  durch  geeignete,  übrigens  sich  leicht  ergebende  gooiome  tri  sehe 
Transformationen  erhält  man: 

'l»*      r*'S      rs>o  ro»i 
=    2{sini(«,-tfl)+8ini(i£8  — tia)  +  sini(«B  —  «b)  — *»nJ("i  -  «o)l 
=  r-  8 cos  »(ti,  —  «o) sin —  iia)  cos i(«o  -«!+««—»,), 

*"0»1      r2»3      r3*0  ri»a 

=    2{ein|(ti1  —  tt0)  +  8ini(«3-tia)+8ini(W3-«o)-»ini(M«-««i)} 

■ 

= — 8  cos  \ (m2  -  «o)  cos  i(vx  —  Ma)  sin  i(«o  -  «i  +  ii,  —  Mt) , 

jpg  ^Hh*  

ro»i     ri»i     r»*o  r*»9 

= 2 { sin  i (tia  -  «o)  +  sin  l(u*  -  uj  +  sin  -  «o)  -  sin  i(«s  - 1^) } 
=8siq  J(u*— ao)cosi(t«i  — *s)cosUt<o— «i  +  «*  — «t), 

*o>i    ri*    r«»8  r»»o 
==  2  tsin  J(«i  —  «o)  +  8«      — "i)  +  8»D  >(«*—«*)—  sin  i(«3 — «o)  t 
r=  8  sin         «o)  sin      -  «•)  «'»n  i(«o  -  *i  +  *«  ~  «8>- 
Alto  ist: 

r2»S     r8»0  ro»i/ 

xWi  r3-o  w 

Wi   n*  *vo  ^3/ 

^  / *S!*l  J.  Ü£  4.  ^*   *3'p\ 

Vo>i     *i »»    r«*s     r3  0/ 
=  4«.    sinj(ti,—  tt0)*cosi(tta-Wo)* 
Xsin  J(«i  —  «s)2  cosi(«i  —  «•)* 
X  sin  i(t*o — «i  +  ««  -  «•)*  008  5  (Mo  —  «i  +  »» — 
=  4» .  I  sin  10.  —  «1)  sinKtij  -  «,)  sin  i(uo  -  in  +  «a  —  «1)  I* 


=  4».7-57-,  =  (rr)  » 


4a*6*"~  \a6 
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und  folgltcb: 

rl>*      »Vs      r3»0  r0»l/' 


X  / f0»l  _^  H*9  *8»0 


Für  den  Kreis  erhfilt  man  aus  dieser  merkwürdigen  Formel 
den  folgenden  längst  bekannten  Ausdruck: 


(*l»»  +  *«»8+*8>0 — *0»l) 
X(Jb»l  "l"'a>8  4"*3'0  — *!»») 
X(*0»1  +*8»0  —  *a»8) 

X(*0»1  +  *1 »»  "M»>8  ~~  *8>o) 


IV. 

Das  um  die  Ellipse  geschriebene  Viereck. 

» 

■  * 

Bezeichnen  wir  den  Inhalt  des  um  die  Ellipse  beschriebenen 
Vierecks  durch  S ,  so  ist  nach  II.,  wie  aus  Taf.  I  Fig.  3.  auf  der 
Stelle  ersichtlich  ist: 

> =  —  ab  tang  i(Mo — n, )  tang  \(ux  —  m,)  tang      — *0) 

\     •  *  ■  » 

—  ab  tang  Jfro  —  wa)  tang      — «s)  tang  J  (m, — w0) 
==— a6tangi(«a— t^) 
X|  tanglCi^  -  ul)  tang      -  «.)  —  tang  K«,  -  «a)  tangf  («, — Uo) }. 
Nun  ist  aber,  wie  man  leicht  findet: 

1 

s'ui  i{u0 — Kj)  sin  K«i  —  «*) .  cos      —  Wj)  cos      —  *0) 

cos  k(Uo^  «! )  cos  i(w,  —  w.) .  sin  J(m,  —  «,)  sin  — 

^{cosiCtto^iij+ttJ^osKWfl-^jlcosK^-S^+Wo)-^^«»«-««)^ 
and  die  Differenz  dieser  beiden  Grossen  ist  folglich: 
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■  ■  ■    .    t  ■  *  »        i  •  •     ! .    ,    ■  *  •*.  »  i 

f*     .  ■  -  >  ,  ,  ,  •'••i 


t  »  »  • 

'  •  u  1  I» '       ■  ' 

V 

.  *  •  ■   ■  /  • 

I  • 


I 

III. 

# 

Augu8tin  Louis  Cauchy  *). 

(BXTEAITS  d'üMB  LETTRE  DE  H.  B10T  A  M.  DE  FALLOCX«)  „. 

4 

Augustin  Cauchy  a  eu  le  bonheur  d'apparteuir  ä  cette  classe 
moyenne  de  la  social  qui  n'est  exposee,  ni  aux  souffraiices  de  la 
pauvreW,  ni  aux  dangers  de  la  richeese.  N<*  le  21  aoüt  1789  d  une 
Familie pieuse,  les dlsordres  qui  auivirent cette epoque o'atteignirent 
point  son  enfance.  Son.education  classique,  commencee  de  bonne 
heure  par  son  pere,  se  continua  plus  tard,  soqs  d'habiles  pro- 
fesseurs,  ä  1'eVole  centrale  du  Pantheon.  II  en  sortit  en  1804, 
a  l'Äge  de  quinze  ans,  apres  deux  anne'es  de  rb&oriqne,  rempor- 
tant  au  concours  ge'ne'ral  le  deuxieme  prix  de  discours  latin;  le 
premier  de  version  grecque;  le  premier  de  vers  latins,  Cette  eni- 
versalite  de  succes  lui  fit  decerner  par  l'Institut  la  couronne  t6- 
servee  ä  l'eleve  des  ecoles  centrales  qui  s  etait  le  ;plus  distingue 
en  humanites. 

Apres  avoir  suivi,  pendant  une  seule  annee,  le  cours  public 
de  mathematiques  d'uu  excellent  professeur,  Dinet,  le  jeune  Cauchy 
se  trouva  en  etat  de  se  präsenter  aux  examens  d'admission  de 
l'Ecole  polytechnique.  II  fut  regu  le  deuxieme  de  la  liste,  en,1605, 
a  seize  ans ;  et  ses  deux  anne'es  de  cours  4tant  terminees,  ü 
sortit  le  troisieme  en  1807.  En  quittant  l'Ecole,  il  cboisit  la  car- 
riere  des  ponts  et  chaussäes,  oü  il  entra  le  premier  de  sa  promotion. 
IL  en  parcourut  rapidenient  les  grades  inferieurs,  Tut  employe*  ä 
plusieurs  travaux  de construction,  et  devint  iugenieur  en  chef eo  1825. 

IN '  4  tan  t  encore  qu'aspirant  Ingenieur,  le  6  mai  1811,  ä  Tage  de 
vingt-deux  ans,  il  presenta  a  la  claase  des  sciences  mathema- 
tiques de  l'Institut  an  Memoire  sur  les  polyedresi  g^om&riques, 
qui  fut  extremement  reroarque.  II  y  geodralisait  un  theoreme 
d'Euler,  et  completait  la  theorie  d'une  nouvelle  espece  de  polye- 


*)  Gestorben  am  23.  Mai  1857. 
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drea  reguliers  decouverts  par  M.  Poinsot.  Legendre,  le  plus  aus- 
tere  de  nos  glometres,  regarda  ce  Memoire  „comme  la  produc 
Hon  d'an  talent  dejä  eieret,  et  qui  devait  par  la  suite,  obtenir  de 
plus  grands  succes."  II  engagea  le  jeune  auteur  ä  poursuivre  ce 
genre  de  recherches,  pour  tächer  d'etablir  im  theoreme  egalement 
relatif  aax  polyedres,  qae  supposent  certaines  dlfinitions  d'Euclide, 
et  dont  la  dämonstration  n'avait  pas  encore  e*te  obtenue.  Cauchy 
la  donna  en  1812.  Dans  le  rapport  que  Legend re  en  fit  a  l'Aca- 
de'mie,  il  expriraa  son  approbation  avec  un  entrainemeot  qui  lui 
etait  peu  ordinaire.  „Nous  n'avions  voulu,  dit-il,  que  donner  nne 
idee  de  cette  deraons'ration,  et  nous  l'avons  rapportee  presque 
tout  entiere.  Nous  avons  ainsi  fourni  une  nouvelle  preuve  de  la 
sagacite*  avec  laquelle  ce  jeune  g^ometre  est  parvenu  ä  vaincre  une 
difficulte  qui  avait  arrdte*  les  maitres  de  l'art,  et  qu'il  importait  de 
resoudre  pour  perfectionner  et  compläter  la  theorie  des  corps  solides." 

Ces  deux  premiers  memoire«  de  Cauchy  auraient  pu  faire 
pr&ager  une  aptitude  special«  et  exclusive  pour  les  probleraes  de 
g^ometrie  pure.  On  oe  tarda  pas  ä  s'apercevoir  que  la  capacite* 
de  ce  jeune  esprit  avait  une  etendue  bien  plus  grande.  Dans  les 
annees  1813  et  1814,  Cauchy  produisit  deux  reniarquables  me*- 
moires  de  haute  analyse;  et  en  1815,  il  presenta  un  Memoire  sur 
la  theorie  des  nombres,  oü  il  demontrait,  en  I  ntendant,  un  theo- 
reme e*nonce  par  Fermat,  the'oreme  dont  quelques  particularites 
sealement  avaient  pu  etre  jusqu'alors  etablies  par  les  matheraa- 
ticiens  les  plus  habiles  dans  ces  matieres,  Legendre  et  Gauss. 
Cette  mime  annee,  l'Academie  avait  propose,  comme  sujet  du 
grand  prix  de  matheinatiques,  d'etablir  la  theorie  de  la  propaga- 
tion  des  ondes  ä  la  snrface  d'un  fluide  pesant,  d'une  profondeur 
iodefinie.  Cauchy  resolut  completement  la  question.  Son  Memoire, 
qui  fut  couronne  en  1816,  est  imprime  au  tome  Ier  des  volumes 
de  prix.  II  porte  pour  epigraphe  ce  vers  de  Virgile : 

Nosse  quot  Unit  veniant  ad  littora  flttctns.  (Georg.  II.) 

application  litteraire  d'autant  plus  heureuse  que  ce  vers  renferme 
ftnonce*  complet  et  tout  ä  fait  exaet  du  probleme  propose*. 

Ces  döbuts  si  rapides  et  dejä  si  feconds  d'un  jeune  nomine 
de  vingt-sept  ans,  lui  assuraient  la  premiere  place  qui  deviendrait 
vacante  dans  les  sections  mathematiques  de  l'lnstitut.  Une  cir- 
constance  regrettable  poor  les  sciences  et  pour  lui -meine  l'intro- 
duisit  officiellement  parmi  eux.  A  la  suite  de  la  crise  passagere 
des  Cent  Jours,  une  ordonnance  royale,  date*e  du  21  mars  1816, 
rltablit  les  aoeiennes  academies  sous  leurs  de*nominations  primi- 
tives, d'Acaderoie  francaise,  des  sciences,  des  inscriptioos  et 
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belle» -lettres,  des  beaux~arts,  et  fixa  la  composition  des  acade* 
mtes  restaurees.  Dans  celles  des  sciences,  deux  noms  celebres, 
eeux  de  Carnot  et  de  Monge,  etaient  remplaeee>  par  deux  ooms 
nouveaux,  Breguet  et  Caueliy«  Vers  la  fin  de  1813  Caucby  fttt 
somni^  professeur  adjoint  danalyse  a  l'Ecole  polytecboique,  et 
devint  professeur  titulaire  en  1816.  IJ  etaii,  avant  toutes  choses. 
rbomme  du  devoir.  Appele  ä  engeigner,  il  tourna  toutes- se»  pen- 
see*  vers  t'enseignement.  De  1816  ä  1826,  il  publia  soo  cmira 
d'aoaJtyse  algebrique ,  de  calcul  differentiel,  d'applicatiorc  de  l  aoalyse 
infinitesimale  ä  la  thäorie  des  courbes:  trois  ouvrages  exceUents, 
bien  ordonnes,  procedant  par  des  dämonstrations  toujours  ri<?ou- 
leuses,  et  riches  de  dötatls  nouveaux;  oü  Ton  ne  saurait  deVirer 
qu'un  peu  de  condeseendaoce  a-  eclairer  les  abstractions  de  l'ana- 
lyse  par  les  considerations  geometriques.  Dans  cette  meme  periode 
de  terops,  il  publia  un  Memoire  sur  les  integrales  prises  entre 
des  limites  imaginaires ,  qui  a  6t6  pour  plusieurs  de  nos  jeuoes 
geonietres  f'origine  dlmportants  travaux.  Tout  cela  ne  suffisait 
pas  encore  ä  son  ardeur  infatipable.  II  entreprit  et  commenpa  de 
faire  paraitre,  en  18*26,  une  Sorte  de  revue  pe>iodique,  propre  ä 
Tu!,  qu*il  appela  Exercices  mathernatiques ,  oü  tontes  les  parties 
des  mathernatiques,  les  plus  elementaires  com  nie  les  plus  subli- 
mes, e'taient  abordees  avec  tant  de  g^neralite,  de  Teeondite,  de 
puissance  inventive,  qu'ä  la  lecture  de  ces  pubfications ,  Abel, 
an  des  plus  profonds  analystes  de  notre  temps,  ecrivait  ä  un  de 
ses  amis:  „Cauchy  est  actuellement  le  geometre  qui  comprend 
le  mieux  comment  les  mathematiques  doivent  £tre  etudiees."  En 
effet,  les  creations  de  methodes  et  les  apercus  de  voies  nouvelles, 
r^pamfus  dans  ces  exercices,  ont  e^e",  non-seulement  pour  Fau- 
teur,  mais  aussi  pour  beaucoup  d'autres  geometres,  les  initiatives 
fecondes  d'une  multitude  de  brillant»  travaux.  Cauchy  continua 
la  publicaflon  et  1'alimentation  de  ce  tresor  mathematique  jusqo'ä 
sa  mort. 

Son  existence  paisible,  toute  concentree  dans  les  joies  mora- 
les  et  res  purs  plaisirs  de  Pintelligence,  se  trouva  inopin^ment 
troublöe  et  brrsee  par  la  revolution  de  1830.  A  cette  e*poque,  il 
etait  marie*  et  pere  de  deux  filles.  11  s'etait  allie  a  une  famille 
bonorable,  dont  la  position  sociale,  les  goüts,  les  sentimental, 
e'taient  assortis  aux  siens.  Outre  son  emploi  de  professeur  ä  l'Elcole 
polytechnique,  il  occupait  une  cbaire  ä  la  Faculte  des  sciences  de 
Paris,  et  il  etait  suppleant  du  cours  de  physique  mathematique 
au  College  de  France.  Le  gouvernement  nouveau  jugea  necessaire 
de  legitimer  ses  titres  de  fait  par  an  serment  de  fidelite1  impose 
ä  tous  les  fonctionnaires  publics,  meme  a  ceux  qui  n'avaient 
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d'antre  charge  qua  d'eoseigner  les  sciences  physiques  ou  matbä- 
roatiqoes. 

Cauchy  se  refugia  en  Suisse  pour  garder  sa  foi.  La  präsente 
d'un  geometre  de  cet  ordre,  dans  la  patrie  des  Bernoulli  et  des 
Euler,  ne  pouvait  rester  longtemps  ignoree.  Le  roi  de  Sardaigne, 
informe*  de  son  exil  volontaire,  crea  pour  lui,  dans  l'universite  de 
Turin,,  une  chaire  speciale  de  mathlmatiques,  que  Cauchy  vint 
remplir  avec  e*clat,  tout  en  poursuivant  ses  autres  travaux.  La 
France  perdit  ainsi  un  de  ses  geometres  les  plus  illustres,  un  de 
ses  professeurs  les  plus  habiles. 

Dans  Kannte  1832,  Cauchy  quitta  cette* chaire  hospitaliere, 
e*tant  appele  ä  Prague  par  le  roi  Charles  X  pour  «jtre  attache  a 
l'4ducation  du  comte  de  Chambord.  Alors  il  fit  venir  pres  de  lui 
sa  femme  et  ses  deux  fifles,  suivit  avec  elles  les  princes  ä  Görz; 
et  pendant  les  six  annöes  que  dura  cette  honorable  täche,  son 
activite'  incessante  lui  fit  trouver  encore  assez  de  loisir  pour  corn- 
poser  sur  les  diverses  parties  des  mathematiques  une  multitude 
de  memoires  pre^cieux,  qui,  aujourd'hui  räpandus  en  Allemagne, 
sout  pour  nous  tres-difüciles  ä  rassembler.  Vers  la  fin  de  1838, 
les  fonctions  qu'il  avait  ä  remplir  e'tant  termin^es,  il  se  separa  de 
son  royal  eleve  dont  il  s'etait  acquis  laffection  et  l'estime ;  puis 
•ilrentra  en  France,  et  vint  reprendre  sa  place  parmi  les  roembres 
de  Tlnstltut,  sans  autre  condition  que  de  le  vouloir,  comnie  cela 
s'est  toujours  pratique.  Des  ce  moment  n'etant  plus  distrait,  je 
dirais  volontiere,  contenu  par  aucun  devoir  de  professorat,  ne 
sortant  de  ses  calculs  que  pour  s'occuper  d'oeuvres  morales  ou 
de  bienfaisance  que  sa  pi^tä  et  sa  genörosite"  lui  suggeraient, 
Cauchy  laissa  epancher  dans  nos  r^unions  l'intarissable  abon- 
dance  de  son  g^nie  mathematique.  Pendant  ces  dix-neuf  deruieres 
annees  de  sa  vie,  il  composa,  et  publia  dans  les  voluines  de  l'Aca« 
demie  ou  dans  les  comptes  rendus,  plus  de  cinq  cents  Memoires, 
outre  une  multitude  de  rapports  sur  les  Memoires  presentes  par 
des  Prangers.  Dans  cette  masse  immense  de  travaux,  rapidement 
produits,  beaucoup  ont  une  gratide  valeur  propre;  d'autres  pre 
sentent  des  initiatives  d'idees,  de  m&hodes,  qui  ont  etö  dejä  ou 
qui  seront  plus  tard  •fecondes.  Tous  portent  sur  les  sujets  les 
plus  eleves  des  mathematiques :  le  perfectionnement  et  l'exteusioii 
de  l'analyse  pure,  la  recheiche  et  la  determination  directe  des 
raouvements  plan&aires  et  de  leurs  inegalites  les  plus  complexes, 
la  theorie  du  mouveraent  ondulatoire  de  la  lumiere  conside>ö  dans 
son  entiere  generalis.  Je  me  hörne  ä  cette  indicatiou  somroaire. 
Malheureusement  sa  preVipitation  a  produire  ne  lui  laissait  pas  la 
patience  de  mürir  ses  travaux.   Chaque  voie  oouvelle  qui  se  pre- 
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sentait  ä  son  esprit  le  passionnait  exclusivement,  et,  pour  !a 
su i vre,  il  quittait  celle  qu'il  avait  commence*  d'explorer,  meme 
sans  avoir  pris  le  temps  de  reconnaitre  jusqu'oü  eile  pouvait  con. 
duire.  Pour  aller  plus  vite,  il  condensait  presque  toujours  ses 
nouveaux  apercus  dans  des  notations  inusitees,  qui  les  rendaient 
inintelligibles  ä  tout  autre  que  lui,  jusqu'ä  ce  qu'on  se  les  fdt  ap- 
propriees;  et  souvent  il  ne  s'apercut  pas  que  ces  innovations  ne 
faisaient  que  deguiser  sous  une  forme  etrange  des  resultats  dejä 
connus.  L'exube>ance  de  son  genie  n'aurait  pu  4tre  contenue 
qu'etant  dirigee  vers  un  but  marque  par  le  devoir.  II  se  presenta 
une  occasion  de  le  lui  offrir. 

* 

En  1840,  la  mort  de  Poisson  laissa  une  place  vacante  au  bureau 
des  longitudes.  Ce  corps  scientiflque,  de  meme  que  l'Institut,  se 
renouvelait  alors  par  l'election  libre  sous  l'approbation  du  chef 
de  l'Etat.  Nous  elümes  Cauchy  ä  l'unanimitl.  11  ötait  Evident 
pour  tout  le  monde  que  Cauchy  ne  preterait  pas  et  ne  pouvait 
pas  preter  serment ;  sa  nomination  ne  fut  pas  ratifie*e.  La  scieoce 
en  souffrit,  car,  engage*  des  lors  par  devoir  dans  les  travaux 
dastronomie,  il  s'y  serait  portö  avec  son  ardeur  accoutumee,  et 
la  mäcanique  Celeste  lui  auraif  du  tres  -  probablement  des  d4cou- 
vertes  dont  eile  sera  longtemps  privee. 

Ce  fut  en  effet  sa  lidelite  ä  remplir  un  devoir  pareil  qui  devint 
l  occasion  et  la  cause  du  grand  service  qu'il  rendit  ä  l'astronomie, 
en  lui  fournissaot  le  moyen  d'evaluer  directement ,  par  des  Tor- 
mules  analytiques  d'une  application  generale  et  stire,  les  inegali- 
t4s  ä  longues  p^riodes  des  mouvements  planötaires,  qui  rendent 
les'tables  de  ces  mouvements  progressivement  fautives  tant  qu'el- 
les  n'y  sont  pas  appreeides.  En  1843,  Cauchy  se  trouva  charge* 
par  l'Academie  de  verifier  la  d&ermination  d'une  inegalitö  de  cette 
nature,  que  M.  Le  Verrier  annoncait  avoir  dtfcouverte  dans  le 
mouvement  de  la  planete  Pallas,  et  dont  la  pe>iode  embrasse 
sept  cent  quatre- vingt- juinze  anne^es.  Elle  e*tait  fort  importante 
ä  connaitre,  son  effet,  sur  la  longitude  de  la  planete,  surpassant 
15  minutes  sexagesimales,  dans  son  maximum»,  d'apres  l'^valuation 
de  M.  Le  Verrier.  A  defaut  d'un  proc^de"  d'analyse  direct,  il 
en  avait  obtenu  la  mesure  par  une  Interpolation  numerique  extra1* 
mement  hardie  qui  avait  n&essite'  d 'immenses  calculs.  Pour  se 
soustraire  a  l'enorme  travail  de  patience  que  la  verification  de 
tant  de  nombres  aurait  exigä,  Cauchy  inventa  une  methode  analy- 
tique  par  laquelle  toutes  les  inegalites  de  ce  genre  se  d^terminent 
directement,  dans  tous  les  cas,  et  avec  d'autantplus  de  precislon 
qo'elles  sont  d'un  ordre  plus  4leve\    II  retrouva  ainsi  les  chiffres 
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de  M.  Le  Verrier;  et  desormais,  dans  ce*  problemes,  la  puissance 
de  la  science  abstraite  remplaca  l'effort  individuel. 

Eo  1848,  Cauchy  reprit,  a  la  Faculte  des  seien c es  de  Paris, 
sa  chaire  de  mathematiques ,  la  seule  de  ses  anciennes  places  qui 
ne  se  troavät  pas  occupee. 

Ed  1851,  Cauchy  cessa  de  nouveau  son  enseignement ;  roais 
an  peu  plus  tard,  le  rainistre  de  1'lnstruction  publique,  M.  Fortoni, 
obtint  facilement  de  l'Empereur  l'autorisation  de  le  renvoyer  tont 
simplement  ä  sa  chaire,  sans  condition  ni  exigence  politique,  lui 
laissant  ainsi  la  libertö  d'etre  reconnaissant.  11  le  fut  aussi  et  le 
t&noigna  de  la  roantere  la  plus  noble.  Tout  son  traitement  de  la 
Facults*  se  däpensait  en  oeuvres  de  bienfaisance  pour  la  commune 
de  Sceaux,  oü  il  residait.  Et,  une  fois  que  le  maire,  qui  Ctait 
l'intermediaire  eclaire*  de  ses  Charitas,  lui  tämoignait  quelque  hesi- 
tation  a  le  voir  si  prodigue:  „Allez,  lui  dit-il,  ne  craignez  rien. 
C e*t  TEmpereur  qui  paye. "  Je  ne  crains  pas  de  dire  que  cette 
parole  est  la  recompense  de  TEmpereur. 

L'expose*  que  je  viens  de  faire  des  circonstances  ex  t^ri  euren 
dans  lesquelies  Cauchy  a  väcu,  ne  nous  montre  pas  senlement 
ce  qu'il  a  e*te*,  mais  ce  qu'il  aurait  pu  dtre  pour  les  sciences  raa- 
thematiqnes.  Si  sa  vie,  comme  celle  d'Euler  et  de  Lagrange,  avait 
pu  s'ecouler  sans  trouble  dans  leurs  paisibles  spe'eulations ,  il 
aurait  6t6  une  de  leurs  plus  grandes  lurnieres.  Par  l'effet  de  Tin- 
constance  et  du  desordre  que  les  er^nements  ont  imprimes  ä  son 
göVie,  l'influence  qu'il  a  exerce'e  sur  elles  ne  sera  comple'tenient 
sentie  qu'apres  que  le  temps  en  aura  developpe*  toutes  les  conse- 
quences. 

J'ai  seulement  esquisse*  ici  le  portrait  du  savant  et  de  Thomme 
.  lettre.  Qui  pourra  peindre  dignement  Thomme  privö,  le  fils  affec- 
tionntf,  le  trere  de*voue,  le  bon  pere  de  famille,  le  citoyen  bien- 
faisant;  ponr  tout  dire  en  nn  mot,  le  vrai  cbre*Heu,  remplissant 
avec  foi  et  amour  tous  les  devoirs  de  loyaute*,  de  probitä,  de 
charite  affectueuse,  que  la  religion  nous  pre^crit  envers  nous-m£roes 
et  envers  les  autres!  On  l'a  vu  s'oecuper  a  faire  dn  bien  autout 
de  lui  jusqu'ä  ses  derniers  moments;  attendant,  aeeeptant  la  mort 
avec  la  serenite*  confiante  qu'une  foi  profonde  peut  seule  inspirer. 
Heureux  celni  en  qui  Dieu,  pour  notre  exemple,  a  voulu  ainsi 
reunir  les  dons  du  gtfoie  et  ceux  dn  coeur! 


Nachschrift  des  Herausgebers. 

Ich  kann  es  mir  nicht  versagen,  dem  Obigen  noch  die  schö- 
nen Worte  hinzuzufügen,  mit  denen  der  treffliche  Tortolini  den 
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Lesern  seiner  für  die  mathematische  Literatur  so  ungemein  wich, 
tigen  Annali  di  scienze  materaatiche  e  fisiche  Nachricht 
von  dem  unersetzlichen  Verluste  gegeben  hat,  welchen  die  mathe- 
matischen Wissenschaften  durch  Cauchy 's  Tod  erlitten  haben/ 
'  Worte,  die,  eben  so,  wie  alle  Schilderungen,  die  mir  über  Cauchy 
bekannt  geworden  sind,  darauf  deutlich  hinweisen,  dass  der  Grund- 
zug  seines  ganzen  Wesens  vor  Allem  wahrhaft  christliche  Gesin- 
nung, fortwährender  Hinblick  auf  das  Höchste  im  Leben,  das 
tiefste  Rechtsgefühl  und  die  aufopferndste  Hingebung  au  die  Wis- 
senschaft und  deren  Mitteilung  au  die  ihm  anvertrauten  Schüler 
waren.  Möge  Jeder  in  allen  diesen  Beziehungen  ihn  sich  zum 
Vorbilde  nehmen!  Wer  aber  soll  und  kann  ihn  ersetzen?  Friede 
seiner  Asche!  G. 


Necrologia. 

Nel  23  Maggio  1857  cesso  di  vivere  Agostino  Luigi 
Cauchy  Membro  deü'  Accademia  Imperiale  delle  Scienze  di 
Parigi.  II  gran  Geometra  si  trovava  nel  sessantottesimo  anno  di 
sua  vita  toltagli  da  brevissima  malattia.  L'Esercizio  piü  scrupo- 
loso  di  tutte  le  virtu  cristiane  specialmente  diretto  al  bene  del 
suo  prossimo,  le  grandi  scoperte  in  tutte  le  parti  delle  Matema- 
ticbe  pure,  ed  applicate  provenienti  dalla  sua  straordinaria  Intel- 
ligenza  resero  queste  uomo  amroirabile  a  tutta  I' Europa.  Le  Opere 
pubblicate  dal  medesimo  sono  cognite  ai  geometri  e  la  sua  car- 
riera  seien tifica  contava  piü  di  cinquantadue  anni.  Le  Memorie, 
le  note,  gli  articoli,  i  rapporti  sparsi  nelle  differenti  collezioni 
scientifiche,  e  specialmente  nei  Comptes  Rondus  sono  innumere- 
voli.  II  Cauchy  nei  scorsi  anni  ci  dava  una  speranza,  che  non 
si  e  realizzata,  cioe*  la  pubblicazione  d'un  Trattato  di  Meccanica 
molecolare:  a  fronte  di  questo  trattato  si  avea  da  porre  il  nume- 
roso  Catalogo  di  tutte  le  Opere,  Memorie,  note  da esso pubblicate *). 


*)  II  compitatore  di  questo  catalogo  e  il  P.  Jullien  della  Compagnia 
«Ii  Geaü.  giovane  geometra  aaaai  distinto,  ed  Autore  dcir  intercaaanto 
Ofiern  tanto  per  gli  allievi ,  qnnnto  i  prnfeaaort  aotlo  il  titolo  Problemen 
de  Mecaniqne  vol.  2.  in  8°.  Paria  1855.  Che»  Bachclier.  HP.  JuUien  e 
presenteniente  stndente  di  Sacra  l*enlogia  in  Collegio  Romano  ed  avanti 
la  eua  partenza  da  Parigi  avea  conaegnato  al  «ig.  Bachelicr  il  nnminato 
Catalogo  per  la  atampa.  Mi  aia  permeaao  qui  di  fare  un'oaaervazione 
relativa  alle  tre  diverse  Catedre  da  me  oectipate  per  l'inaeßnamento  In 
Roma.  Alcuni  dotti  atranieri  miei  amici  confondendo  forae  Universtta 
Romana  con  Collegio  Romano  creduno  che  io  aia  Profeaaore  in  queato. 
II  Collegio  Romano  ai  chiama  anche  Cnivenitä  (iregorianu:  le  pubbliche 
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II  Caocby  deve  aver  lasciato  un  gran  numero  di  Memoria 
tnedite,  ed  alcune  di  esse  presentate  giä  all'  Accademia  delle 
Scienze  da  molti  anoi  a  questa  parte,  lo  non  dabito  che  I' Acca- 
demia medesima  sempre  intenta  all'  avanzamento  dell©  scienze  vorrä 
presto  collocarle  fra  i  volumi  delle  sue  Memorie,  e  si  conoscera 
sempre  piü  quanto  grande,  ed  irreparabiie  sia  stata  la  perdita  di 
qoesto  uomo,  che  al  suo  alto  sapere  congiungeva  un'  esattissinia 
osservanza  di  tutti  i  suoi  doveri  Christiani.  Io  penso  di  non  poter 
termioar  nieglio  il  breve  cenno  dato  del  Cauchy  se  non  col  ripe- 
tere  le  Stesse  parole,  che  il  medesimo  diceva  di  Ampere  alla 
fine  di  una  sua  longa  Memoria  litografica  pubblicata  a  Praga  nell* 
Agosto  1836  sur  la  theorie  de  la  Lumiere,  qual  Memoria  io  con- 
servo  diligentemente  come  una  delle  prime  gentilmente  donatemi 
dall'  Autore,  da  che  fu  da  me  conosciuto  io  Roma  nel  1832.  II 
Cauchy  adunque  alla  pag.  06.  ed  ultima  di  qnesta  Memoria  dice 
che  alcuni  resultati  sulla  teoria  della  luce  erano  stati  giä  da  esso 
comunicati  a  Mr.  Ampere  „qui  apres  avoir  sur  la  terre  par  ses 
„tmportantes  decouvertes  dans  plusieurs  branches  des  connaissan- 
,ces  humaines,  moRtre'  jusqu'oü  peuvent  atteindre  les  ressources 
,de  l'analyse,  et  les  meditations  de  la  science,  est  alle*  dans  und 
„meilleure  patrie  conterapler  la  beaute  supreme  de  ce  Dieu  de- 
„vant  lequel  s'abaissait  son  puissant  genie,  et  se  plonger  avec 
„delices  dans  la  vive  et  douce  lumiere  de  l'Eternelle  VeVrteV* 

B.  T. 


■coole  di  questa  Unnreraitä  aono  affidate  ai  P.  Geauiti  ezclnaframente,  e 
non  tppartenendo  io  a  queito  Ordine  Reüginao  non  poaao  occopare  in 
qaella  alcuna  Catedra.  Io  aono  Professoie  nel  CollegiO  Vrbano  celebre 
Collegio  detto  di  Propaganda  •  Fide ,  e  fondato  da  Papa  Urbano  VIII  per 
le  Missioni  Catteliche  nei  paeai  eateri.  In  qualche  circostanza,  il  titolo 
di  Professore  al  Collegio  Urbano  di  Propaganda-Fide  6  atato  cangiato 
in  Collegio  Romano  della  Propagazione  della  Fede,  come  pure  per 
fUnivemta  Romana  della  Sapienzu,  ai  e  detto  Collegio  Romano  della 
Sapteuza.  Iniine  il  Pontificio  Seminario  Romano  nel  quäle  anche  aon 
Profeaaore  e  sotto  la  cura  immediata  dell '«Brno  Cardinal  Vicario  pro 
tempore.  Le  «cuole  di  queato  Seminario  aono  affidate  ad  Eccleeiaatict 
aecolari,  cioe  non  apettanti  a  cpeciali  Religiote  corporazioni. 


Digitized  by  Google 


54  Gruner t:   (Jeder  die  Auflösung 


IV. 

« 

Ueber  die  Auflosung  der  Gleichungen  durch  Näherung. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Bei  der  Auflösung  der  Gleichungen  durch  Näherung  hat  mir 
oft  eine,  auf  eine  einfache  Transformation  der  Gleichungen  sich 
gründende  Methode  sehr  gute  Dienste  geleistet,  die  ich  in  diesem 
Aufsatze  mittheilen  will.  Ich  werde  diese  Methode  zuerst  an  den 
Gleichungen  des  fünften  Grades  erläutern  und  dann  einiges  All- 
gemeinere über  dieselbe  beibringen. 

Die  aufzulösende  Gleichung  des  fünften  Grades  sei 
cur*  +  bx*  +  cx*  +  da,2  -fc  ex  +  f=z  0. 
Line  neue  unbekannte  Grösse  u  einführend,  setze  man 

u 


jc  =  — -p  r-=  » 

\fl-u* 

wo  x  und  «  immer  gleiche  Vorzeichen  haben,  so  ist,  wie  man 
leicht  findet: 


x 


woraus  man  sieht,  Hass  sich  die  erste  Gleichung,  insofern  sie 
überhaupt  reelle  Wurzeln  hat,  immer  durch  reelle  Werthe  von  u 
erfüllen  lässt,  die,  absolut  genommen,  nicht  grösser  als  die  Ein- 
heit sind  oder  zwischen  den  Gränzen  —  1  und  -f  1  liegen.  Führt 
man  nun  den  obigen  Ausdruck  von  x  durch  u  in  die  gegebene 
Gleichung  ein,  so  wird  dieselbe,  wie  man  leicht  findet: 

a«*  +  CM3(l  —  n*)  +  etc(l  —  u*)»  _o 
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oder,  weil 

ou»  +  cu»(l  — ii»)  +  eu{\  —u*)*=(a—c  +       +  (c— +  «u, 
6m* + -  Ma)  +  f( 1  -      =r.  (b  -    +  f)  u* + (d— 2/)  «*  r  /" 

ist,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

<P(ii)  =  (/i  —  c+  0«6-f^~2e)tt8+ett, 
<»,(«)  =  I  (o -  d  +f)u*  +  (d-2/) +  Vl-u* 

oder 

<&(«)  =  {(«  —  c  +  e)i*4  +  (c— 1e)u2  +  e\u, 
*i  («) = ( ( 6  -  d  +  f)  u*  +  (<i  -  2f)  u* + /• } 

v 

setzt : 

0>(tt)  +  ^i(")  =  0. 

Bestimmt  man  nun  aus  dieser  Gleichung  durch  Näherung  die 
Grösse  uf  wobei  man  den  grossen  Vortheil  hat,  dass  man  weiss, 
*   dass  «  zwischen  den  Gränzen  —  L  und  +  1  liegt,  oder  dass  der 
absolute  Werth  von  u  nicht  grösser  als  die  Einheit  ist,  so  kann, 
man  x  mittelst  der  Formel 

u 

berechnen,  d.  h.  für  jeden  der  Gleichung 

<D(«)  +  *i(«)  =  0 

genügenden  Werth  von  u  den  entsprechenden  Werth  von  x  finden. 

Zu  bemerken  hat  man  hierbei ,  dass ,  was  fär  die  Leichtigkeit 
der  Rechnung  ein  nicht  unwichtiger  Umstand  ist;  fär  absolut 
gleiche,  aber  entgegengesetzte  Werthe  von  u  die  Wertbe  von 
®(u)  absolut  gleich  und  entgegengesetzt,  die  Werthe  von  Ot(u) 
aber  einander  gleich  sind. 

Der  Kürze  wegen  werden  wir  im  Folgenden 

I  t 

setzen,  so  dass  also 
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h\u)  =  0 

die  aufzulösende  Gleichung  ist,  und  wollen  nun  diese  Methode 
durch  ein,  so  weit  es  hier  nttthig  ist,  vollständig  ausgerechnetes 
Beispiel  erläutern,  indem  wir  nur  noch  bemerken,  dass  man  die 
aufzulosende  Gleichung  auch  unter  der  Form 

(o  —  c  +  e)  ti4+ (c  -  2e)  Vi  —  ug  ft 

(&-e*  +  />4+(d-2/>M/+  u 

• 

darstellen  könnte,  was  manche  Vortheile,  aber  auch  manche  Nach- 
theile haben  würde,  hier  jedoch  jetzt  nicht  weiter  erläutert  werden  soll. 

Die  aufzulösende  Gleichung  sei  die  Gleichung 
x* — 3X4  _  24*  3  +  95^2 -46a;  — 101  =  0, 

welche  auch  Fourier  in  seinem  berühmten  Werke  mehrfach  als 
Beispiel  gebraucht  hat,  so  ist: 


1,   6  =  -3,   c=-24,   d=V5,   «=  —  46,        — 101; 

also:  "■..] 

a—  c  +  e=-21,    c-2e=  +  68,   e  =  -46; 
b—d  +  f=-m,  d— 2f=  +  297,/=— 101; 

folglich : 

.  .  ^  *(«)  =  -  21«»+ 68«»-46«, 

*,(«)  =— 199««  */I^-"u*+ 297u»  VT^u*—  101  Vi  —  «*; 
oder :  ; 

<I>(u) = (—  21w4  +  68t**—  46)  u , 
<&,(«)  =  (_ 199u«  +  297«»- 101)  VT^fi. 

Ich  habe  mir  nun  zuerst  die  folgenden  Tafeln  berechnet,  welche 
bei  allen  solchen  Rechnungen  Anwendung  finden,  und  also  nur 
ein  für  alle  Mal  berechnet  zu  werden  braueben,  wobei  ich  die 
weitere  Ausdehnung  dieser  Tafeln  für  sehr  wünschenswert!!  halte 
und  hierüber  weiter  unten  noch  Einiges  sagen  werde. 
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u 

M2 

tc4 

*• 

0,0 

A  AA 

U,ÜU 

A  An/\ 

0,0000 

0,00000 

A  AI 

U,UI 

U,UUJ 

A  41AA1 

U,IJUU1 

U,00UUI 

.  A  n 

A  A  J 

0,04 

A  AAQ 

0,008 

0,0016 

0,00032 

A  1 

A  Ail 

0,09 

A  Arv7  ' 

0,U27 

A  AAOI 

0,0081 

0,00243 

0,4 

0,16 

0,064 

00256 

001024 

V»V  ■  V*»*W 

A  K. 

0,8 

U,25 

0,0<r25 

0,03125 

0,6 

0,36 

0,216 

0,1296 

0,<CT776 

0,7 

0,49 

0,343 

0,2401 

0,16807 

0,8 

0,64 

0,512 

0,4096 

0,32768 

0,9 
1,0 

0,81 
1,00 

0,729 

0,6561 

0,59049 

1,000 

1,0000 

VT^2 


.1:1:111:1. 


H 

<M)  l, 

0,1  0,99499 

0,2  0,97980 

0,3  0,95394 

0,4  0,91652 

0,5  0,86603 

0,6  0,80000 

0,7  0,71414 

0,8  0,60000 

0,9  0,43589 

1,0  |  0,00000 


nST  1—  u*u*\T  l-i*2 \u*  Sf  i-u*u*\fT~u* 


0,00000 
0,09950 
0,19696 
0,28618 
0,36661 
0,43302 
0,48000 
0,49990 
0,48000 
0,39230 
0,( 


0,00000 
0,00995 
0,03919 
0,08585 
0,14664 
0,21651 
0,28800 
0,34993 
0,38400 
0,35307 
0,00000 


0,00000 
0,00099 
0,00784 
0,02576 
0,05866 
0,10825 
0,17280 
0,24495 
0,30720 
0,31776 
0,00000 


0,00000 
0,00010 
0,00157 
0,00773 
0,02346 
0,05413 
0,10368 
0,17147 
0,24576 
0,28599 
0,00000 


Ich  habe  diese  Tafeln  des  allgemeineren  Gebrauchs  wegen 
hier  mitget heilt,  bemecke  aber,  dass  die  fernere  Berechnung  des 
vorliegenden  Beispiels  nicht  mit  Hülfe  derselben,  sondern  auf 
andere  Weise  mittelst  der  Logarithmen  geführt  wor- 
den ist,  weshalb  ich  noch  besonders  hinzufüge,  dass  fiir 
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a  = 


=  0,0  resp.  log  V 1 

—  u»  =  0,0000000 

=  0,1 

=  0,9978176—1 

=  0,2 

=  0,9911366-1 

=  0,3 

=0,9795207-1 

=  0,4 

=  0,9621397—1 

=  0,5 

=  0,9375307-1 

—  06 

=0,9030900—1 

1  V»v  WVi' W  ■» 

=  0,7 

=  0,8537851-1 

=  0,8 

=  0,7781513—1 

=  0,9 

=0,6393768-1 

=  1,0 

=  —  00 

ist.  Da  an  den  Zahlen  der  zweiten  der  beiden  obigen  Tafeln  nach 
den  gewöhnlichen  Regein  mehrfache  Abkürzungen  angebracht  sind 
und  dieselben  nur  bis  zur  Häuften  Decimaie  richtig  sind,  so  kön- 
nen die  mittelst  dieser  Tafeln  berechneten  Resultate  nicht  ganz 
mit  den  im  Folgenden  angegebenen,  auf  andere  Weise  gefundenen 
Zahlen  fibereinstimmen ,  was  ich  hier  ausdrücklich  bemerke,  um 
jedem  Missverst&nduisse  vorzubeugen,  wenn  sich,  wie  dies 
wirklich  der  Fall  ist,  Abweichungen  der  im  Folgenden  ent- 
haltenen Zahlen  von  den  mittelst  der  obigen  Tabellen  erhaltenen 
Zahlen  zeigen.  Es  ist  und  soll  ja  Alles  hier  nur  beispiels- 
weise gegeben  sein.  Die  weiter  unten  folgenden  Beispiele  sind 
mittelst  der  obigen  Tafeln  berechnet. 

Für  die  Functionen  Q(u)  und  0%(u)  habe  ich  nun  die  in  der 
folgenden  Tafel  angegebenen  Werthe  erhalten: 

KK  W;  ij 


"**!'   ?•*«»'  ■       •  '• 

'hui  «Vi!/«. 

-  I    et  J  !  ii  ji'l  ^ 


u 

4U»  . 
<P(w) 

l\*t'.t    •  •  •     !  ' 

(mT 

+  0,00000 

-101,00000 

0,1 

—  4,53037 

-  97,55842 

.<  i.i 
»  i.  •  i 

0,2 

-  8,66272 

-  87,63136 

•  ■    •■'.;;)«  '»tiil 

0,3 

-12,01503 

—  72,38672 

i    j:*u,tr  "»ü^'i  f 

0,4 

—  14,26304 

—  53,68437 

-.i  .  '/     i.'ili  si  (i 

0,5 

—  15,15625 

—  33,93739 

>•',»■    .';    i  ff  *  !» 

0,6 

—  15,14496 

—  15,89632 

0,7 

-12,40547 

-  2,32089 

r 

0,8 

-  8,86528 

+  4,54176 

0,9 

—  4,22829 

+  3,92567 

i 

1,0 

+  1,00000 

±  0,00000 
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und  hieraus  haben  sich  mir.  ferner,  mit  Rücksicht  auf  die  oben 
gemachte  Bemerkung  über  die  Werthe,  welche  4>(u)  and  <Z>i(u) 
für  absolut  gleiche,  aber  entgegengesetzte  Werthe  von  u  erhal- 
ten, für  F(u)  die  folgenden  Werthe  ergeben: 


u 

Flu) 

-1,0 
-0,9 

+ 

—  j  —  ^— 

8,15396 

—0,8 

+ 

13,40704 

—0.7 

+  10,08458 

-0,6 

0,75136 

-0,5 

18,78114 

-0,4 

39,42133 

-0,3 

60,37169 

-0,2 

78,96864 

-0,1 

93,02805 

+0,0 

101,00000 

+0,1 

102,08879 

+0,2 

96,29408 

+0,3 

84,40175 

+0,4 

67,94741 

+0,5 

49,09364 

+0,6 

31,04128 

+0,7 

14,72636 

+0,8 

4,32352 

+0,9 

0,30262 

+  1,0 

+ 

1,00000 

Hieraus  sieht  man,  dass  ensere  Gleichung  zwei  reelle  nega- 
tive Wurzeln  und  eine  positive  Wurzel  zwischen 

-1,0  und  —0,9;  -0,7  und  -0,6;  4-0,9  und  +1,0  • 

hat;  und  da  man  nun  schon  so  enge  Gränzen  dieser  reellen  Wur- 
zeln kennt,  st>  hat  es  gar  keine  Schwierigkeit,  dieselben  selbst 
durch  die  einfachsten  nnd  elementarsten  Näherungsmethoden  mit 
jeder  beliebigen  Genauigkeit  zu  finden.  Sind  a  und  b  die  beiden 
G  ranz  werthe  von  u,  und  A  und  B  die  beiden  entsprechenden 
Werthe  von  F(u),  so  findet  man  einen  neuen  Näherungswerth  von 
«  mittelst  der  bekannten  Formeln: 


> 
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a — b    .     .      a  —  6  _ 


b  —  a  b  —  a  ,, 


Fourier,  der,  wie  gesagt,  dieses  Beispiel  auch  berechnet 
•  hat,  findet  nach  seiner  Methode  auch  drei  reelle  Wurzeln ;  unsere 
Methode  fuhrt  aber  immer  zugleich  auf  schon  sehr  enge  Gränzen  der 
Wurzeln,  von  denen  man  unmittelbar  mittelst  der  einfachsten  und 
leichterten  Methoden  zur  weiteren  Annäherung  Gebrauch  machen 
kann. 

Ueber  die  Art  der  beiden  anderen  Wurzeln,  welche  ausser 
den  drei  vorher  gefundenen  reellen  Wurzeln  die  Gleichung  noch 
hat,  lässt  sich  im  vorliegenden  Falle  auf  folgende  Weise  urtheilen. 

Die  Gleichung,  mittelst  welcher  u  gefunden  wird,  ist  nach 
dem  Obigen: 

\(a-c+e)u*+(c-2e)u*+e\u+{(t^+fivfi+(d-- 2/>«+/}VT^?=0 
oder,  wenn  man  diese  Gleichung  rational  macht: 

wo  nun  u*  die  unbekannte  Grosse  ist.  Entwickelt  man  diese 
Gleichung  nach  den  Potenzen  von  «,  beschrankt  sich  dabei  aber 
auf  die  beiden  Anfangsglieder  und  das  Endglied,  so  erhält  man 
die  Gleichung: 

_A  .  2|(cr-c-f  g)(c-2e)+(6-ri+/)(rf-2/1)),.. 
ul  +  (a-c+e)*  +  (6-d+/)*  U 

•  ••  -  (<l  _  c +  (0  _         =  0, 

deren  Wurzeln  wir  durch  «,  ß9  y,  6,  s  bezeichnen  wollen,  so 
dass  also 

.Ä,  aUa-c^f)(c-8t)-K6-rf-f/)(rf--V)> 

«  +      +   (a_c+tf)a+(6.d+/.),  . 

 p 

.  ■  •         •        *  ■ 

ist.    Nach  dem  Obigen  ist  also,  wie  man  leicht  findet: 
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121062  a  _  10201 

«-|-?  +  y  +  ^  +  f=  4ÖÖ42  '  a^y    ~  4ÖÖ42  ' 

oder: 

«+0  +  y+d  +  *  =  3,O23;  a/Jyde  =  0,255. 

Sind  nun  «,  ß,  y  die  drei  reellen  positiven  Wurzeln,  welche  nach 
dem  Obigen  die  vorstehende  Gleichung  hat,  so  ist  nach  der  obi- 
gen Rechnung: 

0,81^  o<  1,00 
0,36</3<0,49 
0,81<y<l,00; 

also  : 

l,D80<a  +  jS  +  y<2,490  . 

0,236  <  aßy  <  0,490. 

Die  beiden  anderen  Werthe  von  t*,  um  deren  nähere  Bestimmung 
es  sich  hier  bandelt,  sind  entweder  beide  reell  oder  beide 
imaginär.  Sollte  nun  das  Erste  der  Fall  sein,  so  würden  d  und  e, 
die  beiden  entsprechenden  Werthe  von  ua,  zwei  reelle  positive 
Grossen  sein;  und  nach  dem  Obigen  hätten  wir  offenbar  die  fol- 
genden Vergleichungen : 

1,980  +  d  +  «  <  3,023  <  2,490  +  d  + 1 , 

0,236. d«  < 0,255  < 0,490. dt; 

woraus  sich 

0,533  <d+t<  1,043, 

* 

0,520  <  de  <  1,081 
ergiebt    Weil  nun  hiernach 

d  +  t<  1,043 
und  nach  dem  Obigen  d  -f  e  positiv  ist,  so  ist 

(d+*)*<  1,088; 

and  weil 

de  >  0,520,  also  4de>  2,080 

ist,  so  ist 

_4d*  <  1,088-2,080; 

also: 

d*_  2dt  +  «*<—  0,992 
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■ 

oder 

<*-£)*<-  0,992, 

was  offenbar  ungereimt  ist,  da  (8  —  «)*  stets  eine  positive  Grösse 
ist.  Daher  ist  die  Annahme  falsch,  dass  die  Gleichung  ausser 
den  drei  oben  gefundenen  reellen  Wurzeln  noch  zwei  reelle  Wur- 
zeln habe,  und  diese  beiden  noch  übrigen  Wurzeln  sind  folglich 
imaginär,  so  dass  also  die  Gleichung  Oberhaupt  eine  negative 
Wurzel  zwischen  —  1,0  und  —  0,9 ;  eine  negative  Wurzel  zwischen 
—  0,7  und  — 0,6;  eine  positive  Wurzel  zwischen  +0,9  und  +1,0; 
und  zwei  imaginäre  Wurzeln  hat.  Dass  auch  x  zwei  reelle  nega- 
tive Werthe,  einen  reellen  positiven  Werth  und  zwei  imaginäre 
Werthe  hat,  versteht  sich  nach  dem  Obigen  von  selbst. 

Die  cubische  Gleichung 

ux*  +  bx*  +  cx  +  d  =  0 

führt  mittelst  der  obigen  Transformation  zu  der  Gleichung : 

\{a — c)  u*  +  c }  u  +  { (6— d)  *»+ d  \  \fT=u*=:Q9 
so  dass  also  hier: 

<P(ti)  ={(a-c)«t«  +  c)u, 

=  \ (b -d) u*+ d\  VT^ü* 

oder 

<!>(«)  =r(a-c)u«  +  cii, 
<P,(u)  =  (6— Sf\=u*  +  d  \TT=u* 
ist.    Auch  hier  setzen  wir  wie  früher  wieder 

F(u)  =  Q(u)  + 

Nehmen  wir  die  schon  so  oft  als  Beispiel  gebrauchte  Gleichung 

* 

a  =  1,   6  =  0,   c=~2,  d=-5; 
a  —  c  =  3 ,    6  —  rf  =  5; 

*)  Schon  Kew ton  hat  diese  Gteirhnug  alt  Beispiel  benutzt.  Die- 
ses und  das  folgende  Beispiel  sind  Drittelst  der  obigen  Tabellen  gerechnet. 


so  ist 
also 
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und  folglich: 

0(a)  =  (3«»  -  2)  u  =  3«»  -  2t# , 

<Pt(«)  =  (5m* -5)  Vl^TT*  =  5u» Vl^P  -5  Vf^H. 

Mit  Hülfe  der  beiden  obigen  Tabellen  erhält  man  mit  der  gröss- 
ten  Leichtigkeit: 

0>(m) 


u 

öj 

0,1 

a2 

0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 
1,0 


und  hieraus  ferner : 


T0,( 
-0,19700 

-  0,37600 
—0,51900 
-0,60800 

-  0,62500 
—0,55200 
—0,37100 
—0,06400 
+  0,38700 
+  1.00000 


<&i  (u) 


— 5,00000 
— 4,92520 

-  4,70305 
—4,34045 
-3,84940 
-3,24760 

—  2,56000 
— 1,82  J  05 
-1,08000 
—0,41410 
+  0,00000 


— 1,00000 
—0,80110 
-1,01600 

—  1,45005 
-2,00800 
—2,62260 
-3,24140 
—3,82145 
—4,32705 

—  4,72820 
-5,00000 

—  5,12220 

—  5,07905 
-4,85945 
-4,45740 
—3,87260 
-3,11200 
-2,19205 
-1,14400 
-0,02710 
+  1.00000 


•4  "f.  .  • 
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Also  hat  die  Gleichung  eine  reelle  positive  Wurzel  zwischen 
4-0,9  und  1,0;  und  die  weitere  annähernde  Bestimmung  dieser 
Wurzel  unterliegt  nun  nicht  der  geringsten  Schwierigkeit. 

Ueber  die  Art  der  beiden  anderen  Wrurzeln  kann  man  auf 
folgende  Weise  urtheilen. 

Die  Gleichung,  aus  welcher  u  bestimmt  werden  muss,  ist 
nach  dem  Obigen: 

|(a  —  c)«*+  c}u  +  {(6—  +  d\  VT^i?  =  0, 
oder,  wenn  man  diese  Gleichung  rational  macht: 

{(„_  c)u2  +  c|att*  +  !(6-c0  «*+<*}*(«**— 1)  =  0; 
folglich,  wenn  man  nach  Potenzen  von  u  ordnet: 

.  2\(a—c)c  +  (t>-d)d\ ^  .  d*   _ft 

+     (a-c)*f(6-rf)«    U  (a-c)»  +  (6-rf)•-"V, 

und  daher  in  dem  vorliegenden  speciellen  Falle: 


6^  2~ 
tt6-34»4  •  •  -  34=°> 

oder 

««-  1,824. u*....- 0,735  =  0» 

so  dass  also,  wenn  wir  uns  ähnlicher  Bezeichnungen  wie  oben 
bedienen, 

* 

u  +  ß  +  y=  1,824;  a/Jy  =  0,735 

ist. 

Nach  dem  Obigen  ist 

0,81  <  «  <  1,00; 

also : 

0,81  +  |5  +  y<l,824<l,00  +  P  +  y; 
0,81.  0y  <  0,736  <  1,00.  ßy\ 

und  folglich: 

0,824  </J  +  y<  1,014; 

0,735  <0y<  0,907. 

Wären  nun  die  beiden  anderen  Wurzeln  unserer  obigen  Gleichung 
auch  reell  und  folglich  ß  und  y  reelle  positive  Grossen,  so  wäre 
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OJ+y)»<  1,028; 
ißy*>  2,940; 

tf  +  y)"-4ftr<- 1,912;  \ 


folglich 


^~2ftr  +  y*<- 1,912  oder  <- 1,912, 

was  ungereimt  ist.  Daher  sind  die  beiden  anderen  Wurzeln 
imaginär. 

Dieser  Weg,  über  die  Art  der  noch  übrigen  Wurzeln  zu  ur- 
theilen,  fahrt  bei  dieser  Methode  der  Auflösung  numerischer  Glei- 
chungen meistens  zum  Zweck.  Indess  sind  die  obigen  Naherungs- 
rechnungen  gewöhnlich  schon  so  genau,  und  geben  einen  so 
deutlichen  Aufschluss  über  die  Natur  aller  Wurzeln,  dass  dergleichen 
besondere  Beurteilungen  über  die  Art  der  noch  übrigen  Wurzeln, 
wie  die  vorhergehenden,  die  wir  nur  deshalb  mitgethetlt  haben, 
weil  wir  sie  an  sieb  für  lehrreich  halten,  nur  selten  erforderlich  sind. 

Da  die  hier  bebandelte  Gleichung  also  nur  eine  reelle  Wur- 
zel hat,  so  will  ich  zum  Ueberfluss  noch  zeigen,  wie  man  die- 
selbe mittelst  der  im  Obigen  angegebenen  Formeln: 

darch  weitere  Annäherung  finden  kann. 

Nach  dem  Obigen  sind  die  Gränzen  der  zu  findenden  Wurzel : 
+  0,90000  und  +  1,00000; 
und  die  entsprechenden  Werthe  der  Function  F(u)  sind : 

—  0,02710  und  +1,00000. 
Man  wird  also  zuerst  setzen:  ,„;,  (1.  j 

o=0,90000  4 =-0,02710 

o=1,00000  #=+1,00000 
6-o=0,10000  B-A=  1,02710 

log  (6 -a)  =0,0000000-1 
log  ^=0,4329093 


log(Ä— 4)=0,0116127 

Qtffl$mrrß»         Iii  .im  «4^000204 


Th*il  XXX. 


» 
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a=  0,90000 
+0,00264 
«=  0,90264 
logti=  0,9555146^-1 
log.tt«=  0,9110292-1 
log.u»=  0,6665438-1 


log  3 =0,4771213 
log.  t*8  =  0,8665438— 1 
0,3436651 

log  5 =0,6989700 
log.*»=0,9110292-l 
logVT^5=0,6338674-l 


«»=0,81476 
l-u*=0,18624 
log  (1 — «») =0,2677348— 
log  VT=tt*=0,6338674-l 

3a'  =  2,20630 
2« =-1,80628 
<P(u)=  +  0,40102 


0,2438566 


log5  =  0,6989700, 
log  VTZ^ä=0,6338674-l 
0,3328374. 

Man  wird  also  non  ferner  setzen: 

«  =  0,90000  ^  =  -0,02710 

6  =  0,90264  B=  +  0,00234 

ood  findet  hieraus  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher: 


1,75330 
—2,15198 
0t(n)=c-  0,39868 
<p(«)  =  +  0,40102 
F(u) -  +  0.00234 


it  =  0,90243 

Setzt  man  jetzt  also: 

0  =  0,90000 
6  =  0,90243 

so  findet  man  wieder 


F(m)  =  + 0,00004. 

A  =  —  0,02710 
B=  +0,00004, 


u  =  0,90243, 

and  ist  also  jetzt,  nur  fünf  Decimalstellen  berücksichtigend,  mit 
der  in  dieser  Weise  geführten  Rechnung  zu  Ende. 
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> 

Nun  ist  x  mittelst  der  Formel 


x  U 


zu  berechnen.   Es  ist  zu  dem  Ende  s 

11=  0,90243 
1-«=  0,09757 
1  +  «=  1,90243 
log  (]—«)=  0,9893163-2 
.  •       .       '  1 0,2793018 

log(l  +  «)=J 


.  log(l-ti«)  =  0/2686250-1 
logVl— 0,6343125—1 
logii=  0,9554135-1 

log*  =  0,3211010 
ar=a  2,09459. 

Caacby,  der  dieses  Beispiel  im  Gours  d'Analyse  alg4« 
brique.  p.  505.  nach  seiner  Metbode  behandelt  hat,  findet: 

x  =  2,0945515. 

Die  Berücksichtigung  einer  grosseren  Anzahl  von  Decimal- 
stellen  nach  meiner  obigen  Metbode  macht  die  Arbeit  nicht  sehr 
beträchtlich  beschwerlicher.  ^ 

Wir  wollen  auch  noch  die  gleichfalls  häufig  als  Beispiel  ge- 
brauchte cubische  Gleichung 

*»  —  7ar  +  7=0*) 

betrachten. 

In  diesem  Falle  ist 

a  =  l,   o  =  0,   c  =  — 7.  d=7; 

also: 

a—c  =  8,   6-rf  =  -7, 

and  folglich 

m 

0(u)  =(8tf*-7)«  =  «sj*-7ti, 


*)  Diese  Gleichung  hat,  «o  wie  auch  die  obige  schon  von  New- 
ton benotete  Gleichung,  insbesondere  Lag  ränge  gebraucht 

5» 
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Mittelst  der  beiden  Tabellen  erhält  man :  , 


u 

<P(m) 

0,0 

+  0,00000 

H  7,00000 

0,1 

—0,69200 

+  6,89528 

0,2 

—  1,33600 

+  6,58427 

0,3 

—  1,88400 

+  6,07663 

0,4 

—2,28800 

+  5,38916 

0,5 

-2,50000 

+  4,54664 

0,6 

-2,47200 

+  3,58400 

0,7 

-2,15600 

+  2,54947 

0,8 

—  1,50400 

+ 1,51200 

0,9 

-0,46800 

+  0,57974 

1,0 

+%00000 

±0,00000 

und  hieraus  ferner: 


F(u) 

-1,0 

—  1,00000 

-0,9 

+ 1,04774 

—0,8 

+  3,01600 

-0,7 
-0,6 

+  4,70547 
+  6,05600 

-0,5 

+  7,04664 

-0,4 

+  7,67716 

-0,3 

+  7,96063 

-0,2 

+  7,92027 

-0,1 

+  7,58728 

+0,0 

+  7,00000 

+0,1 

+  6,20328 

+0,2 

+  5,24827 

+0,3 

+  4,19263 

+0,4 

+  3,10116 

+0,5 

+  2,04664 

+0,6 

+  1,11200 

+0,7 

+  0,39347 

+0,8 

+  0,00800 

+0,9 
+1,0 

+  0,11174 
+  1,00000 

I 


1 

*• 
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Aus  diesen  Zahlen,  die  sich  mittelst  der  obigen  Tafeln  in 
ungemein  kurzer  Zeit  berechnen  lassen,  schliesst  man,  dass  die 
gegebene  Gleichung  jedenfalls  eine  reelle  negative  Wurzel  zwi- 
schen —  1,0  und  —  0,9  hat.   Weil  ferner 

F<+  0,8)  =  +  0,00800 

ist,  so  hat  die  Gleichung  offenbar  eine  reelle  positive  Wurzel, 
die  sehr  nahe  +  0,8  ist,  und  da  eine  cubische  Gleichung  nie  zwei 
reelle  und  eine  imaginäre  Wurzel  haben  kann,  so  muss  unsere 
Gleichung  nothwendig  noch  eine  dritte  reelle  Wurzel  haben.  Da 
das  letzte  Glied  der  cubischen  Gleichung 

x*  —  7x  +  7  =  0 

positiv  ist,  so  ist  das  Product  der  drei  Wurzeln  negativ,  und  die 
dritte  reelle  Wurzel ,  welche  die  Gleichung  nothwendig  noch  haben 
muss,  muss  folglich  positiv  sein,  so*  dass  also  die  Gleichung 
eine  negative  und  zwei  positive  Wurzeln  hat,  was  auch  ganz  mit 
den  anderweitig  gefundenen  Resultaten  übereinstimmt.  Wo  man 
die  beiden  positiven  Wurzeln  zu  suchen  hat,  ergiebt  sich  aus  dem 
Obigen  auf  der  Stelle ;  dieselben  können  aber  nur  durch  weitere 
Tbeilung  der  betreffenden  Intervalle  und  die  bekannten  Näherungs- 
niethoden gefunden  werden,  was  einer  weiteren  Erläuterung  nicht 
mehr  bedarf.  Im  vorliegenden  Falle  fallt  übrigens  sehr  leicht  in 
die  Augen,  wie  man  sich  zu  verhalten  bat;  denn  da  die  den 
Werthen  +0,8  und   +0,9  von  u  entsprechenden  Werthe  von 

F(u)  =  <!>(«)  +  0>!(tO  der  Null  am  nächsten  kommen,  so  setze  man 

einmal 

«  =  +  0,85; 

dann  ist: 

♦ 

u*  =  0,7226 
l-t,*  =  0,2775 

und  berechnet  man  nun,  was  sehr  leicht  ist,  die  entsprechenden 
Werthe  von  0(u)  und  ^(tr)  mittelst  der  Formeln : 

<1>(k)  =  8us— 7«,    <&,(«)  =  7(1  -u*)1; 
so  erhält  man : 

<!>(«)  =  - 1,03700 
^(11)  =  + 1,02328 
F\u)  =-0,01372 

und  es  ist  also : 
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■  1 

+  0,80 

+  0,00600 

+  0,85 

-0,0137-2 

+  0,90 

+  0,11174 

Als*  Hegen  die  beiden  positiven  Wurzeln  der  Gleichung  zwischen 
+0,80  und  +0,86  nnd  zwischen  +0,86  nnd  +0,90.  Dieselbe 
hat  also  drei  reelle  Wurzeln 

zwischen  —1,00  und  -0,90; 
„  +0,80  „  +0,86; 
.,      +0,85    „  +0,90.  % 

Setzt  man ,  um  wenigstens  eine  der  drei  Wurzeln  der  gegebe- 
nen Gleichung  zu  berechnen,  nämlich  die  zwischen  0,80  und  0,85 
liegende, 

u  =  0,80500, 


'•>...i 


weil  aus  dem  Obigen  erhellet,  dass  die  Wurzel  sehr  nahe  bei 
0,80  liegen  muss ;  so  hat  man  folgende  Rechnung : 

«=0,80500 
l-**  2=0,19500 
l  +  tn=I,80500 

log  ii  =0,9057959—  1 
log.  =0,8115918-1 

log.«»  =0,7173877-1 


log  (1  —  u)  =  0,2900346- 1 
|og(l  +  tt)  =  0,2564772 
log(l-u*)  =  05465118-1 
log  VrIztt*=0,7732559- 1 


log  8 =0,9030900 
log.«8  =  0,7173877-1 

0,6204777 


+  4,17328 
-5,63500 

O(u)  =  —T46172 


log  7 =0,8450980 
log.tt*=0,8115918—  l 

log  VFifr  =  0,7732559  - 1 
0,4299457 


-2,69120 
+  4,1529-2 

<&,(«)  ==+M6172 
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Iog7=0,8450980 

log  V*l^«5"=  0,7732559  —  1 

0,6183539  <!>(")  =  - 1,46172 

^(ti)^ +  1,46172 

=  0,00000 

logu  =  0,9057959-1 

log  V  I^P  =  0,7732559  -.1 

log  *  =  0.1325400 
x  — 1,35688. 

Cauchy  a.  a.  O.  findet  diese  Wurzel  auf  vier  Decimalstellen 
nacb  seiner  Metbode  =  1,3569,.  übereinstimmend  mit  dem  obigen 
Resultat. 

Mittelst  der  obigen  Tafeln  werden  alle  hierher  gehörenden 
Rechnongen  mit  grosser  Leichtigkeit  ausgeführt.  Für  den  prak- 
tischen Gebrauch  wurde  es  aber  von  grosser  Wichtigkeit  sein,  die 
obigen  Tafeln,  die  hier  eigentlich  nur  als  Beispiel  mitgetheilt 
sind,  in  grosserer  Ausdehnung  zu  besitzen,  so  dass  das  Argu- 
ment u  wenigstens  durch  die  einzelnen  Tausendtheile  von  0,000 
bis  1,000  fortschritte  und  die  Genauigkeit  bis  zur  siebenten  Deci- 
roalstelle  ginge ;  auch  müsete  man  natürlich  noch  höhere  Potenzen 
ron  «  als  die  fünfte  berücksichtigen,  wenn  die  Tafeln  zur  Erleich- 
terung der  Auflösung  der  Gleichungen  von  noch  höheren  Graden 
als  dem  fünften  dienen  sollen.  Besässe  man  aber  eine  solche 
Tafel  in  möglichster  Ausdehnungjind  zweckmässiger  Einrichtung, 
so  wurde  dieselbe  jedenfalls  bei  der  Auflösung  der  numerischen 
Gleichungen  in  vielen  Fällen  die  vortrefflichsten  Dienste  leisten 
können. 

Hat  man  die  Gleichung  eines  geraden  Grades 

tf  o*2"  +  Oj  x**-1  +  a2xiH-i  +  ...+  at9-\x  +  o2» = 0 
aufzulösen,  so  erhält  man,  wenn 

I 

w 

und  der  Kürze  wegen 

P  =  a0U*»  +  fljM*«-*  ( 1  -  «*)  +  </4M^"*  (1  -  tt»)* 

u  s.  w. 
+  «1,(1 -«*)«, 
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■  ■ 

O.   *.  W. 

'    '    '  :\  +«2„-i«(i-ti»)« 

gesetzt  wird,  die  folgende  transformirte  Gleichung: 

wo  es  nun  leicht  nein  wCrde,  die  Grossen  P  und  Q  mittelst  des 
binomischen  Lehrsatzes  nach  Potenzen  von  u  zu  entwickeln. 

Hat  man  die  Gleichung  eines  ungeraden  Grades 

ao*4"-1  +  ai.*ai-a+«**a"-8  +  ..   +       2.T-M2»»-,  =0 


aufzulösen,  so  erhält  man,  wenn 


« 


\T\-u* 

und  der  Kurze  wegen 

+  <iÄtta"-J'(l-u*)3 

u.  s.  w. 
+  </2n-ütt(l—  w*)—1. 

I 

I  » 

<J'  =  ci,  u*»-*  +  o,u«— *(1  —  u«)  +  aÄt<»»-«  (1  —  u*)* 

■ 

+  öytt«»-8(l—  tt*)s 

U.  8.  W. 

gesetzt  wird,  die  I:  nsibrinirte  Gleichung: 

/>  +  Q>  \T\Z^t*  =  0, 
wo  man     und     wieder  leicht  nach  Potenzen  von  u  entwickeln  kann. 

Wie  man  sich  aber  bei  der  Auflosung  dieser  transferierten 
Gleichungen  zu  verhalten  hat,  unterliegt  nach  dem  Obigen  kei- 
nem Zweifeln  und  ich  will  nur  auch  noch  zu  bemerken  nicht  un- 
terlassen, dass  man  immer  «  mit  hinreichender  Genauigkeit  be- 
stimmen muss,  wenn  man  versichert  sein  will,  x  mittelst  der  Formel 
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» 

•"         '  !f  u 

mit  einer  gewissen  verlangten  Genauigkeit  zn  erhalten,  was 
natürlich  besondere  Vorsicht  erfordert,  woröber  sieb  im  Allge- 
meinen natürlich  hier  ohne  grosse  Weitläufigkeit  nichts  Weiteres 
sagen  lässt. 

* 

Die  Berechnung  und  Herausgabe  solcher  Tafeln ,  wie  ich  die- 
selben oben  näher  cbarakterisirt  habe ,  würde  nach  meiner  Ueber- 
zeugung  ein  sehr  verdienstliches  Unternehmen  sein  und  der  Wis- 
senschaft damit  gewiss  ein  sehr  angenehmes  und  wichtiges  Geschenk 
gemacht  werden,  da  dieselben  in  sehr  vielen  Fällen  bei  der  Auf- 
losung der  Gleichungen  die  wesentlichsten  Dienste  leisten  können. 
Mochte  doch  einmal  eine  Akademie  der  Wissenschaften  die  Publi- 
cation  solcher  Tafeln  zum  Gegenstande  einer  Preisaufgabe  machen! 


V. 

Vergleichung  der  drei  Sommer  von  1842,  1846  und 

1857  in  Berlin. 

Von 

* 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Ph.  Wolfers 

zu  Berlin. 


Ueber  den  letzten  Sommer  vernahm  man  die  Aeusserung, 
welche  häufig  bei  besondern  Witterungs-  Erscheinungen  gemacht 
za  werden  pflegt,  dass  die  ältesten  Leute  sich  keines  ähnlichen 
erinnern.  Diess  war  die  äussere  Veranlassung,  dass  ich  die  drei 
oben  angeführten  Sommer  mit  einander  verglichen  habe,  und  ich 

v 


Digitized  by  Google 


74  Wolfer$:   Vergleickung  der  drei  Sommer 

erlaube  mir,  über  da«  beifolgende  Tableau  einige  Bemerkungen 
xu  machen. 

Aebnlicb  wie  bei  meinen  Untersuchungen  der  Winter  in  Ber- 
fa habe  ich  mich  nicht  an  die  bekannten  Grenzen  der  drei 
Monate  Juni,  Juli  und  August  gebunden,  sondern  als  einen  Som- 
mertag  einen  solchen  angesehen,  an  welchem  die  mittlere  Tem- 
peratur wenigstens  15°  R.  betrug.  Hiernach  war  die  Dauer  der 
drei  Sommer 

1842  Mai  28.  -  Sept  9.   105  Tage  mit  63  Sommertagen. 

i 

1846  Mai  22.— Sept  12.  114    „     „  67 

1857  Mai  21 -Sept.  ia  121    „     „  74  „ 

Um  nuu  bestimmter  einen  Vergleich  anstellen  zn  können ,  habe 
ich  die  letzte  iSngste  Dauer  für  alle  drei  Sommer  angenommen 
und  für  die  einzelnen  Zivischenräume  von  8  bis  11  Tagen  die 
mittlem  und  absoluten  Werthe  so  dargestellt,  wie  das  Tableau 
sie  zeigt.  Aus  demselben  ersiebt  man  sogleich,  dass  der  letzte 
Sommer  allerdings  die  beiden  andern  in  der  mittlem  Temperatur 
überragt  und  dass  auch  das  Maximum  innerhalb  der  ersten  10  Tage 
des  August  das  im  zweiten  Drittel  1842  uro  l°,4  und  das  im  ersten 
Drittel  1846  um  2°,3  ubertrifft.  In  allen  drei  Jahren  ist  der  August 
hervorragend : 

1.  durch  die  höchste  mittlere  Temperatur, 

2.  durch  die  Hohe  der  grössten  Temperatur, 

3.  durch  die  Zahl  der  Somraertage. 

Man  sieht,  dass  dem  Extrem  der  Temperatur  keineswegs  ein 
Werth  der  mittlem  Temperatsr  entspricht,  namentlich  zeigt  sich 
diess  in  dem  Zwischenraum  Aug.  1—10.,  und  betrachtet  man  die 
entsprechende  Curve,  so  stellt  sich  dieselbe  1857  als  der  Durch- 
schnitt eines  auf  beiden  Seiten  steil  abfallenden  hohen  Berges, 
1846  hingegen  als  der  Durchschnitt  einer  Hochebene  dar;  diess 
zeigen  auch  die  Zahlenwerthe.  Der  letzte  Sommer  (ibertrifft  die 
beiden  andern  hauptsächlich  durch  seine  hohe  Temperatur  im 
Mai  und  September;  Hesse  man  diese  nach  der  in  der  Meteoro- 
logie gewöhnlichen  Weise  fort,  so  würde 

1842  1846  1857 

die  mittlere  Temperatur      15°,1  15°,9  15°,6 

die  Zahl  der  Sommertage     46  59  57 

betragen. 
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Was  die  anhaltende  Dürre  betrifft,  so  sieht  man,  dass  1857 
sowohl  überhaupt  mehr  Regentage,  als  auch  eine  gleichförmigere 
Vertheilung  derselben  als  in  den  beiden  andern  Jahren  stattge- 
funden hat.    1867  kommt  nur  ein  Zwischenraum  von  lü  Tagen 
vor,  während  dessen  kein  Regen  gefallen  ist,  1846  deren  zwei, 
1842  aber  einer  von  2Q  und  ein  zweiter  von  8  Tagen.   Im  letztern 
Sommer  hat  aber  in  Wirklichkeit  ein  Zwischenraum  von  30  Tagen 
stattgefunden,  innerhalb  dessen  in  Berlin  kein  Tropfen  Regen 
gefallen  ist. 

> 

Vergleicbung  der  drei  Sommer  von  1842,  1846  und  1857 

t 

in  Berlin.  '.  u 


Mai 

•21-31 


Juni 
1-10113,2 
11=23  IM 


-21-3(1 


Juli 

i=ut 


Mittlere 
tägliche  Tempe- 
ratur. 


18£ 

14°.6 


1840 


IM 


11-2Ü 
21-31 


15,1 


£3o 


JJ-:>o 


21-31 


Sept. 
KJDI13.8 


14,4 


11°,0 

13.3 
15,4 
15/2 


lt>,5 


18,4 


17,8 


11 — 18113,1 


16,0 
UL5 
16,0 

19.7 
16,7 
114,0 

15.  \ 
12,0 


1857 


15°,6 


IM 


11,8 


16,6 
15.9 


15,5 
15.5 


18.7 


17.3 
15,3 


Ii), 7 


Maxi  tu  um 
der 
Temperatur. 

1842  1846  1857 


22°  *> 
—  t- 


•20,8 
•2-2.1 
20,6 


•25.6 
22,0 


19,0 


25^8 


23,2 


•22,6 
17,0 


19°,3 


20,0 
24,2 
22,0 


22,8 
23,9 
24.6 


24.9 


22,0 


23,9 


21.4 

24,9 


24,3 


23,6 
22,7 


27,2 


>>  9 


20.0  22,2 


21,6  21,2 


20.8  j21,3 


Sommertage. 
184218461857 


2 

3 

4 

4 
4 
1 

8 
ü 
11 


3 
4 
6 

6 
8 
2 

lü 
10 

5 
2 


4 

2 
8 

6 
5 
6 

10 
lü 

Ü 

6 
4 


Gewitter 

und 
Regen. 


\H\2 


4 
1 

5 


2 

2 
1 
1 

2 


1846  1857 


2 
1 

1 

3 
2 

1 

2 
3 


2 
3 
2 

2 

3 

3 
3 
1 

a 

2 


TIäT 

Juni 
Juli 
Aue. 
21-31 
Sept. 
1-ld 


immer 


1842 

m$ 

13,4 
14,2 
17,6 


1^5 


1846 

14,6 
16,2 


16,8 


1857 
14,2 


1842 


13J 


15,6 
17,1 


15,3 


22ü,2 
22,1 
25,6 
25^ 


22,6 


!5^?)l25(\8 


1846 

19^3 

24,2 
»24.6 
24,9 


21.6 


1857 
51^2 


24.9 


24,3 


4 
9 
9 


27,2  |  28 


1 3421846  185: 

TiT 

13  14 
21  12 

25  26 


21,3 


3 


2 

"BT 


lü 


1842  1846 


lü 

2 
4 


3 
6 
6 


TT  TT 


2  3 

ITT 


1857 


7 
5 
2 


5 
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vi. 

< 

Note  zur  Integration  der  linearen  Differentialgleichung 

y(")  =  Ax«*y"  +  Är»-y  +  Of1^.  (1) 

Von  < 

Herrn  Simon  Spitzer 
zu  Wien. 


Ich  setzte  in  meinem  frühern  Memoire  Aber  diesen  Gegen- 
stand (Tbl.  XXIX.  S.403.): 


f=y,,t^(tur)Frfii,  (2) 


und  kam  dabei  auf  folgende  zwei  Gleichungen  zur  Bestimmung 
von  ^  und  Vi 

Au*l£  +{iA"B)uf^  +  0^-  #  +  F  =  a  (3) 

Seien  die  Integrale  dieser  Gleichungen: 

y(x)  =  Ci^i  (a?)  +  C%H>i(x)  +••••  +  Cntyn{x) , 

so  bat  man  endlich  diese  Werthe  in  folgende  gleichzeitig  statt- 
findende Gleichungen 

tt«FV(tur)  =  0, 
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zu  substituiren ,  und  zu  sehen,  ob  man  ihnen  durch  zwei  solche 
constaote  Zahlen  genügen  kann  (in  der  Regel  wird  eine  schick- 

A 

Hebe  Wahl  von  ~  zu  einer  solchen  Zahl  fuhren),  die  als  Inte- 
grationsgrenzen  för  das  Integral  (2)  gebraucht  werden  können. 

Führt  man  nun  in  (3)  eine  neue  unabhängige  Variable  I  in 
Rechnung  ein,  mittelst  der  Substitution 


=  1. 
wodurch 

dV     ,    ,       ^     .  \dV 


•  i  1 


jp- = (m  +  n  -  2)  r  (m  +  n  -  3)  ««»+»-^+(«+»  -»^  3 1  ^] 

wird,  so  erhält  man: 

d2V  dV 

.  Die  Einführung  einer  neuen  abhängig  Variablen  z  mittelst 
der  Substitution 


gibt,  da 


ist,4  Folgendes : 

+(m+«-2)[^(m  +n-2)(l  +2A)  +  34- 

+i[i«»(m+n-2)»+A(3^-Ä)(m+»-2)+2^-Ä+C-<]=0, 

nnd  diess  vereinfacht  sich,  wenn  man  k  so  wählt,  auf  das«! 

A& (m  +         + k&A  -  B)  (m  +  w—  2)  +2A - Ä + C=  0 

wird,  denn  obige  Gleichung  wird  dann  durch  t  abkürzbar  und  nimmt 
somit  folgende  Form  an: 
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(4) 


rl(J 


^(»  +  "  -3)«^  +  (m  +  »-2)M(m+„_5!)  (1  +2*)  +3A -  ß]  ^ 

 2  r=s  0. 

Für  das  Integral  der  Gleichung 


fand  ich  (siehe  das  Juniheft  des  Jahrgangs  1857  der  Sitzungsbe- 
richte der  roathem.  naturw.  Classe  der  kais.  Akademie  der  Wis- 
senschaften zu  Wien): 


fo 


./  //— |     


der  Gleichung  (4) 


.inj**, 


-   * .  i  ■ 

z  =  e+  VI  +  Atf~  Vi] , 


3^4— -  Z? 

unter  l  die  Zahl  }  +  2k  +  ^(ffl  +  w_2j  und  unter  A*  und  ^»  wUI" 
kührliche  Constanten  verstanden. 

■ 


k  AI. 
•*    I  » 


L  i 

>  i 


1  '1^1 


t.i  Inn» 


<  i 


■  *  i 

■  •  i '. 


■  \ : 
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V, 


m 

Entwickelung  des  fden  Differentialquotienten  \om/~emx\ 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer 
zn  Wien. 


Wir  geben  aus  von  folgender  Formel,  die  Liouville  im 
15ten  Bande  des  Journal  de  I'öcole  polytechnique  aufstellte: 


dl* 


und  setzen  in  selbe : 

y  =  em*; 

alsdann  ist: 


■ 


dz» 

und  diese  gebt  für 


über  in: 


-^-(im)  x  5  

dz* 
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Man  hat  daher  behufs  der  Entwicklung  von  den  ^ten 

Differentialquotienten  von  dem  Produkte  z  2  ens  zu  bilden,  als- 
dann hierein  z  =  x*  zu  setzen  und  das  erhaltene  Resultat  mit 

{Am)*x  zu  multipliziren. 

Fährt  man  in  die  bekannte  Formel 

die  Substitutionen 

r-f. 

fi—l 

P=:ema,  Q  — z  2 
ein,  so  erhalt  man,  die  angezeigten  Operationen  verrichtend: 

-rfJüT  «     l1  +    4m:rs   +  -  2!(4ma*)* 

.  f»(fi-l)(f»-2)fr-3)fr-4)fr.-S)  .  1 
+  3!(4m*2)»  +--J 

und  diese  Reihe  bricht  für  jede«  ganze  positive  p  ab.  Ist  p  eine 
andere  als  eine  ganze  und  positive  Zahl,  so  wird  diese  Reihe 
eine  divergente. 

Gleichwohl  ist  es  leicht,  auch  für  andere,  als  ganze  positive 
Werthe  von  p  den  fiten  Differentialquotienten  von  e"***  in  conver- 
gente  Reihen  zu  entwickeln,  und  zwar  wieder  mit  Benutzung, derT 

dr(PQ) 

selben  Formel  von     ^   ;  nur  setzen  wir  jetzt  in  dieselbe 

•  •  ••  • 

£-1 

P=z  2  ,   Q  =  (***. 

Da  aber  die  weitere  Rechnung  keine  Schwierigkeit  darbietet , 1  so 
unterlassen  wir  die  weitere  Ausführung  derselben. 

n  ■  ni  i 
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v" 

* 


%%:> 


f   :  ..' 


r  i  r 


"-ilSU  (Vi 


VIII. 

<Ies  unendlichen  Kettenbruchs 


1 





in  ge 


mer  Form,  nebst  anderen  Bemerkungen. 

Von  s 

♦  .    - .  . 


i»  ». :  i 


Aus  Legendre's  Geometrie  folgt  für  <len  Werth  des  obi- 

Broches:  (gr 

ffl/r  ■  f  \ » 

91        '  :..>t  Ufe.*!..!! 


1 


tat  Nun  lasst  sieb  g>(a:)  anch  so  darstellen : 


j|.fW-C-l)l  jjjijj  +  1  +  g-L-jj,  +  5r_L_^!  +....  |  . 


obiger  Kettenbroch 


(*  -  f)l  ^  11*!  +  21  (x  -Hj.  *  + 

r:    I    ;    i  — r~ 


i 


"4"  •  •  •  • 


I       J5     t,  >V« 


x\  + 1!  (ar + 1)!    2!  (*  +  2)1  +  3!(*+ 3)! 


r 
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Vr  Pn                                   r2       rs  r4 
-J      co*  «,e*vr«.-rf(0  =  r  +  _  +  _  +  _+  


die  ich  bei  Gelegenheit  der  Integration  der  Gleichung  xyW  —  y=0 
(Thl.  XXVI.  S.  57.)  entwickelte,  so  hat  man,  dieselbe  arraal  diflfe- 
reozirend: 


d*  t~Vr  Pn  ~l 

o 


i  r  i  r 


somit  hat  mao  als  Werth  des  vorgelebten  Kettenbrnches  : 


[Vr J*  cn»toe2^rr9ttod(a] 


.11 


Vll  i;  ,*t*! 


L  /»  7» 

,  [Vr  /  coscoe^rco.o),/^ 


» 

II« » 


wenn  nach  vollendeter  Differentiation  r  =  I  gesetzt  wird.  Es  er- 
scheint also  dieser  unendliche  Kettenbruch  in  der  merkwürdigen 
Form  eines  Bruches,  dessen  Zähler  und  Nenner  Differentialquo- 
tienten sind  mit  veränderlichem  Differentiationsindex. 


Ich  fuge  hier  poch  einige  Bemerkungen  bei,  die  Bezug  auf 
früher  von  mir  gelieferte  Arbeiten  haben.  Das  Integral  der  Gleichung 


jfW  =s  Axmy'  \  Bxm~ly 


ist 


m+n-l 


y=  I       y(ux)u      e  du, 

■ 

wo  .t  und  /?  positiv  und  w+n>  1  ist«  sonst  aber  beliebig,  und 
y\>{x)  ergibt  sieb  aus  der  Gleichung 


Spitzer:  Bemerk,  z.  Integr.  d.  Gleich,  xxdx+x%äxx+x%dx%\xdx%?=Q.  83 


Bemerkung  zur  Integration  der  Gleichung 

xxdx  -f  x%dxx  +  x%dx%  \  xdx3  =  0. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer 

zn  Wien. 

i 


Die  Gleichung 


xxdx\  x%dxx  + &*dx%  +  x+dxi  -f  x6dx4  +  xdxt  =  0 
lässt  sich  folgendermassen  schreiben: 

{xt — x)  d (xx  —  xz)  -f  (ar4 —  x)  d  (:r8  —  ar6)  +  +  x*x%  +  x4:ra) = 0, 


ferner  die  Gleichung 


! 


; 


xxdx  +  Xgc^!  -f  x9dxt  -f  x4r£r3  +  ^6rfa4  -f  x6dx6  +  a>d.TÄ  +  xdx7  =  0 

(ara— x)  d(xx  —  j-8)+  (#4— ar)  d(x8  —  arft) 
+  (x6 — x)  d  ( jt5  —  ary)  +  rf  (x xx  \  x%xz  +  x&h  +  jrfla:7)  =  0, 

u.  s.  f.  Mittelst  der  Pfa  ff  'sehen  Methode  sied  die  hier  gewon- 
nenen Formeln  nicht  zu  bestimmen. 

mnhl.  »  i  1  .  .Tbl 
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Merkwürdige  Construction  des  grössten  in,  und  des 
kleinsten  um  eine  Ellipse  beschriebenen  Vielecks  von 

gegebener  Seitenzahl. 

Von 

dem  Herausgeber. 

 .   « 

In  der  Abhandlung  No.  II.  habe  ich  gezeigt,  wie  sich  das 
grösste  Dreieck  in,  das  kleinste  Dreieck  um  eine  Ellipse  beschrei- 
ben lässt.  In  der  vorliegenden  Abhandlung  will  ich  jetzt  diese 
Betrachtungen  auf  in  und  um  die  Ellipse  beschriebene  Vielecke 
von  gegebener  Seitenzahl  überhaupt  erweitern,  was  zu  einer,  wie 
ich  glaube,  sehr  bemerkenswerten  allgemeinen  Construction  sol- 
cher Vielecke  fuhren,  und  die  Lehre  vom  Grössten  und  Kleinsten 
nicht  unwesentlich  erweitern  wird. 

Zuerst  wollen  wir  die  folgende  Aufgabe  auflosen: 

In  ein  durch  eine  Sehne  abgeschnittenes  Seg- 
ment einer  Ellipse  das  grösste  Dreieck  zu  be- 
schreiben. 

Die  Anomalien  der  Endpunkte  der  gegebenen  Sehne  seien 
Uq  und  u%,  wobei  wir,  was  offenbar  verstattet  ist,  grösserer  Ein- 
fachheit und  Bestimmtheit  wegen  annehmen  wollen,  dass  u0  klei- 
ner als  iia  sei.  Da  dieselbe  Sehne  nun  aber  immer  zwei  Seg- 
mente der  Ellipse  abschneidet,  so  ist  es  nothig,  dass  wir  uns 
vereinigen,  welches  dieser  beiden  Segmente  wir  im  Folgenden 
betrachten  wollen.  Wir  wollen  aber  immer  dasjenige  dieser  beiden 
Segmente  in's  Auge  fassen,  dessen  elliptischen  Bogen  man  durch- 
läuft, wenn  man  sich  von  dem  durch  die  Anomalie  u0  bestimmten 
Endpunkte  der  Sehne  an  nach  dem  durch  die  Anomalie  u,  be- 
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stimmten  Endpunkte  derselben  hin  in  der  Richtung  bewegt,  nach 
welcher  hin  die  Anomalien  von  0  bis  360°  gezählt  werden.  Ist 
nun  m,  die  Anomalie  irgend  eines  Punktes  in  dem  das  auf  diese 
Weise  bestimmte  Segment  begränzenden  elliptischen  Bogen,  so 
ziehe  man  nach  diesem  Punkte  von  den  Endpunkten  der  Sehne 
gerade  Linien,  welche  in  Verbindung  mit  der  Sehne  ein  in  das 
Segment  beschriebenes  Dreieck  begränzen  werden ,  dessen  Flächen- 
inhalt wir  durch  A  bezeichnen  wollen.  Unter  den  gemachten  Vor- 
aussetzungen ist  bekanntlich*):  »i  vi 

A  =  2<z6sin       —  «0)sin       —  ux)  sin  «<>)» 

und  es  ist  nun  unsere  Aufgabe,  die  Anomalie  ul  so  zu  bestim- 
men, dass  A  ein  Maximum  wird,  wobei  natürlich  m0  und  u2  als 
constant  zu  betrachten  sind.  Durch  Differentiation  nach  ul  erhält 
man  sogleich : 


J  !  hl 


v  i 
also: 

ag-  =  ab  sin  i(u^  —  w0)  sin  {(k,  -  2m,  +  u0) , 
und  hieraus  ferner : 

=  —  ab  sin  J(wa  —  nj  cos  ^(w,  -  2at.  +  m0). 


2 


Folglich  ist  die  gemeinschaftliche  Bedingung  des  Maximums  und 
Minimums : 

«oJ(i%—  2m,  +  ^  =  0, 

woraus  sich,  wenn  A  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze 
Zahl  bezeichnet, 

i(Ma-2M,  |m0)  =  ^, 

also 

«l = mV«  4 — 

ergiebt. 

Weil  i(M„  -f  Mj)  nicht  grösser  als  2n  ist,  so  kann  man,  inso- 
fern ux  positiv  sein  und  2?r  nicht  übersteigen  soll,  offenbar  nur 
k  =  0  und  k  =  ±l,  also  bloss 

M,  =  '  (M„  +  M^) ,     M,  =  i(tlu  +  Mg)  +  7t,     Mt  SS  i("o  +       —  * 

setzen. 


*)  lM.  ».  S.  14.  in  diesem  Bande. 
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Offenbar  entspricht  die  Anemul!* 

«i  =  ;("o+«2) 

dem  Segment,  welches  wir  Wer  betrachten. 

Wenn  l(u- ist,  so  kann  man,  da  positiv  sein 
juus6,  nicht 

sondern  nrnss 

setzen.  Weil 

■ 

und  offenbar  \{u^—un)  nie  grösser  als  «*),  also  auch  i^—  i("o+**j^ 
nicht  grösser  als  »  sein  kann,  so  gehört  der  durch  die  Anomalie 
ti|  bestimmte  Punkt  im  Allgemeinen  augenscheinlich  immer  dem 
das  gegebene  Segment  zur  ganzen  Ellipse  ergänzenden  Segment  an. 

Wenn  J("«>  +  «*)  >  *  ist,  so  kann  man,  da  14  nicht  grösser 
als  2?r  sein  darf,  nicht 

«l  =  -i(«o  + 

sondern  muss 

«i  =  J(»o+«*)  —  * 

setzen.  Weil 

1-  «t)  — »ü  =  4<«S  -  *o)  . 

I 

also  wie  vorher  J(tto+«a)  — Mo  n>cht  grösser  als  «  ist,  so  gehört 
der  durch  die  Anomalie  u,  bestimmte  Punkt  im  Allgemeinen  augen- 
scheinlich wieder  dem  das  gegebene  Segment  zur  ganzen  Ellipse 
ergänzenden  Segment  an. 

Hiernach  kann  man  also  nur  % 

«i  =  l(tto  +  «t) 

setzen,  und  es  ergieht  'sieb  nun  hieraus  unmittelbar  die  folgende 
merkwürdige  Cofisiruction  des  gröbsten  Dreiecks,  welches  «ich  in 
das  gegebene  Segment  beschreiben  lässt,  da  cosi(u,— 2w,  -f-uJ^J,, 
und    folglich    der   Werth    des   zweiten   Differential  -  Quotienten 

—  oÄsiniCtia  — u0),  also  negativ  ist. 

.  ,.\\ 

Uebef  der  Hauptaxe  der  Ellipse  als  Durchmesser  beschreibe 


•)  Ware  U"»  — «°  W|>&Tfoi         Wt>2»,  *« 

unzaläactg  Ut. 
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- 

man,  wie  Taf.  L  Fig.  6.  zeigt,  einen  Kreis.  Von  de» Endpunkten 
A0  und  der  gegebenen  Sehne  A^A^  fälle  man  auf  die  Haupt* 
axe  Perpendikel  nnd  verlängere  dieselben ,  bis  von*  ihnen  der  be- 
schriebene Kreis  in  A0'  und  A%  geschnitten  wird.  Nun  halbire 
man  den  Kreisbogen  AJAJ  in  Ai'  und  (alle  von  At'  auf  #ie 
Hauptaxe  ein  Perpendikel ,  welches  die  Ellipse  in  Ax  schneidet 
Zieht  man  dann  die  Linien  A0At ,  A*AX ,  so  ist  A0^i^%  das 
gtrusste  Dreieck,  welches  sich  in  das  elliptische  Segment ,  in  dem 
es  liegt,  beschreiben  lüsst. 

Die  Gleichung  der  durch  die  Anomalien  u0  und  %  bestimm- 
ten Sehne  ist  bekanntlich : 

oarcos  i(«0  +     +  ay  sin « (u»  +  tr4)  3=  ab  cos  J("o — «a)  *) » 

und  die  Gleichung  der  die  Ellipse  in  dem  durch  die  Anomalie 
*(uo  +  *t)  bestimmten  Punkte  Berührenden  ist: 

f  cos  4(ti0  +  «a)  +  |  sin  iK-f  1^  =  1  **) :  • 

* 

also  ist  diese  Berührende  offenbar  der  Sehne  parallel,  woraus  das 
im  Obigen  Bewiesene  noch  unmittelbarer  folgt,  als  durch  die 
obige  Darstellung,  die  wir  jedoch  nicht  ohne  Absicht  hier  mitgn- 
theüt  haben. 

Die  Construction  des  grüssten  Vielecks  von  gegebener  Seiten« 
»ahl,  welches,  sich  in  eine  Ellipse  beschreiben  lässt,  ist  nun  leicht 
auf  folgende  Art  zu  geben : 

Ueber  der  Hauptaxe  der  gegebenen  Ellipse  als  Durchmesser 
beschreibe  man,  wie  Taf.  I.  Fig.  7.  zeigt,  einen  Kreis.  Soll  nun 
beispielsweise  das  grösste  Siebeneck  in  die  Ellipse  beschrieben 
werden,  so  theile  man  den  beschriebenen  Kreis  von  einem  belie* 
bigen  Punkte  A<f  an  in  den  Punkten  A0' ,  Ax  *  A% AJ ,  A4', 
AJ ,  in  sieben  gleiche  Theile  ein,  und  fölle  von  diesen  Theil- 
punkten  auf  die  Hauptaxe  der  Ellipse  Perpendikel,  welche  die 
Ellipse  in  den  Punkten  A0,  Alt  A2,  A3,  A±>  A6,  A6  schneiden; 
diene  Punkte  sind  die  Ecken  des  zu  beschreibenden  grössten 
Siebenecks,  und  geben  dasselbe,  ueno  man  sie  durch  Sehnen 
der  Ellipse  mit  einander  verbindet. 

Der  Beweis  für  die  Richtigkeit  dieser  Construction  kann  mit- 
telst des  Obigen  leicht  auf  folgende  Art  geführt  werden. 


•)  Tbl.  XXIV.  S.  373. 
••)  A.  a.  0.  S.  375. 
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Wir  wollen  annehmen,  dass  A0 Ax AtA9A4AaA6  ein  mit  belie- 
bigen Anomalien  in   die  Ellipse  beschriebenes   Siebeneck  sei. 
Theilen  nun  die  Punkte  A0',  Ax't  A2',  A3',  AA' ,  Ab\         den  öber 
der  Haoptaxe  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreis  nicht  in  sieben 
gleiche  Theile  ein,  und  ist  demzufolge  etwa  nicht  A0'Al'=Al'A2\ 
so  denke  man  sich  den  Kreisbogen  A0'AJ  in  dem  Punkte  if/ 
in  zwei  gleiche  Theile  getheilt,  von  diesem  Punkte  auf  die  Haupt- 
axe  ein  die  Ellipse  in  Üt  schneidendes  Perpendikel  gefällt,  und 
die  Sehnen  Aq^  ,  &tA%  und  A0A2  der  Ellipse  gezogen.  Dann 
ist  nach  dem  Obigen  das  Dreieck  AJAXA2  grösser  als  das  Drei- 
eck A0AxA2f  folglich  das  Siebeneck  A0SHXA2A3A^A5A9  grosser 
als  das  Siebeneck  A0AiA2A3A4A;>A6.   Hieraus  schliefst  man  aber 
nun  ferner  leicht,  dass  das  grösste  Siebeneck,  welches  sich  in 
die  Ellipse  beschreiben  la'sst,  nur  das  sein  kann,   bei  welchem 
die  Punkte  A0',  Ax',  A*',  Az't  A4',  A5',  A6'  den  über  der  Haupt- 
axe  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreis  in  sieben  gleiche  Theile 
theilen.  # 

Wir  gehen  nun,  indem  wir  alle  vorher  gemachten  Festsetzuo» 
gen  beibehalten,  zu  der  Auflösung  der  folgenden  Aufgabe  über: 

* 

Wenn  in  Taf.  I.  Fig.  8.  durch  die  Punkte  A0  und  A%  *) 
Berührende  an  die  Ellipse  gezogen  sind,  so  soll  man 
den  Punkt  Ax  so  bestimmen,  dass,  wenn  man  durch  den- 
selben eine  dritte  Berührende  an  *die  Ellipse  zieht, 
das  von  diesen  drei  Berührenden  und  der  Sehne  AqA% 
eingeschlossene  Viereck,  dessen  Flächeninhalt  wir 
durch  F  bezeichnen  wollen,  ein  Minimum  wird. 

Behatten  wir  die  in  der  Abhandlung  Nr.  II.  eingeführten  Be- 
zeichnungen hei,  so  ist  in  dem  ersten  der  beiden  in  der  Figur 
dargestellten  Fälle: 

_  r0sinj(tt»-tt|) 

0      COS  ifa  -110)008  4(11«  -  tt0)  ' 

und 

*o,(*o)  =  »o  *ang  ±(u2 — k0)  , 

*t,(*o)  =  rt  tang      -  «o)  ***) ;  1 

•)  In  der  Figur  finden  sich  überall,  der  Einfachheit  und  der  Con-  ' 
fortnität  mit  der  Abhandlung  Nr.  II.  wegen,  nur  die  an  den  Buchstaben 
Aot  Alt  A%,  o.a.  w.  stehenden  unteren  Indice«. 

**)  M*  •.  S.  34.  in  diesem  Bande. 
••*)  M.  s.  S.  35.  in  dienen»  Bande. 
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00  wie 

ein       =  £  sin  (wa_  *o)  *) , 

wobei  man  nur  zu  beachten  hat,  dass  tangJC«,— ti0)  «regen  der 
vorhergehenden  Ausdrücke  von  Jo,(2»o)  un<*  *s>(s  o)  positiv,  also 

0  <i(wa-t£o)  <90°, 

folglich 

0<ua-«0  <180°, 

» 

und  daher  sin(M1  — tt0)  positiv  ist. 

In  dem  zweiten  der  beiden  in  der  Figur  dargestellten  Fälle  ist: 
 r0sinU«a~«i) 

0  COS  U»l  —  «*o)  c°8  J  (W*  ~  Wo)  ' 


COS»(W,  —  W0)  COS  4(1*3-11,)  #) 


und 


«o»<Sh»)  =  -  r0tangi(^— Wo), 
*a»(s»o)  =  —    teng  «(»2 — Wo)  ***) ; 
so  wie  auf  dieselbe  Weise  wie  vorher: 

sin  A^q  =—  j~  sin (iij — Uq) , 

wobei  man  nur  zu  beachten  hat,  dass  tang^u,— t^)  wegen  der 
vorhergehenden  Ausdrücke  von  *0»(*»o)  nDd  *a»(a»o)  negativ,  also 

W°<i(w,-tio)<18(K>, 

folglich 

180«        — tfo<360°, 

und  daher  sin  (w,— «o)  negativ  ist. 

Nun  ist  aber,  wenn  man  im  ersten  Falle  das  obere,  im  twei- 
ten  Falle  das  untere  Zeichen  nimmt,  offenbar: 

±  i  t*o» (s*o)*i»(*o>  —  *o*a I  sin  A*t0 ; 
also  nach  dem  Vorhergehenden  in  völliger  Allgemeinheit: 

•)  M.  •.  S.  24.  und  S.  34.  in  diesem 
**)  M.  «.  S.  30.  in  diesem  Bande. 
)  M.  g.  S.  30.  in  dietem  Bande. 
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tong      -  «o)  tang  - 

 sinU«»—  M|)  

2F  =  a6  ^     "  cos  i(a,  —  n0)  cos  l(Ka  —  "o)  )  sio  ("*  —  "o)» 

8in»(«i—  «o)  ' 

COS  {(«t  —  «*0>  COS  «,) 

«der,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

F=  afttang  4(0,— k0)  { sin  4(11,— «„)»— fang      — *o)  tang        *i)  }• 
Setzen  wir  der  Kurze  wegen 

■ 

Üzb  sin  !(«•  ~  «o)*  -  tang  4(tf,  —  «<>)  tang  i(u»  —  IH) . 

so  ist,  wenn  man,       und      als  constant  betrachtend,  nach 
als  veränderliche  Grösse  differentfirt  : 

adü    tangKtti— «o)    tang4(«a— «t) 
£<*ux -cos  ;(*»-«,)* -"costfK,  - 1*0)•, 

und  folglich  die  gemeinschaftliche  Bedingung  des  Maximums  und 
Minimums  offenbar: 

tangKttt—  «o)      tang  j(tia~tt1)_0 
COS  4(1«,  -  ttj  )*       cos  4(»!  —  tt0)* 

welche  Gleichung  man  leicht  auf  die  Form 

sin Kt^  —  «0)cos4(»1—  «0)  cr^iniCM«  —  «0  cosiC«,— «i), 

»Iso  auf  die  Form 

sin  («!  ^  «o)  «=  sin  («,  —  tej ) , 

oder  auf  die  Form 

sin  (u, — ti, )  —  sin  (ut  —  u0)  =  0 , 
folglich  auf  die  Form 

cos^i^^^sini^-Sti,  -f«p)  =  0 
bringt,  woraus  sich 

sln^tta-aih+^^O 
ergiebt,  welche  Gleichung  ganz  auf  dieselbe  Weise  wie  oben  au 

«i  =  4(«o  +  «*) 

führt. 

•      •  ■ 

Nun  ist  nach  dem  Obigen: 


I 
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kW: 


oder : 


dü        sin     —        sin     —  ttp) 

99t7^      cos  l(tia  —  Up)  sin  l(ut  — 2^  +  tip) 
cosiJUi—  tto)^cosi(tt,—  Wi)* 

Lässt  man  nan,  wie  es  hier  vemUttet  ist,  der  Kürze  wegen  das 
Glied  weg,  welches*  verschwindet,  wenn  man  i#i  =  «(«o  + "«) 
setzt,  so  ist 


1     * ~  cosUtti-^cosUti.-tt,)2 


a  &  ü  _  COS  Ktlj  —  Up)  COS \(U2  —  2«!  -htlo)  . 

v 

and  weil 

F  =  a6 17 tang  £(ti*  - t^) , 


also  offenbar: 


a*F     .t    u  .pü 

^  =  a6tang  i(u,-«o)^ 


ist,  so  ist 


a*F  _  <i6sh>Ktt»—  Ht>)cosUtt»—  2*i  -f-^o) 
awi2""    2cosi(«i-iio)acosi(«i.-iii)a  ' 

natürlich  immer  bloss  anter  der  Voraussetzung,  dass  man 

t#i=5(«o  +  «0 

setzt  Für  diesen  Werth  von  «i  erhält  man  aber  auf  der  Stelle: 
ö*F     oosin^««  —  t*p)      a6  tang  Kti,—  Uq) 

du?  """ScOsKtl,—  "o)4  ~~     COSi(tta— Üo)*  ' 

und  sieht  also,  dass  dieser  zweite  Differentialquotient,  weil 
sinJCtii-tio)  stets  positiv  ist,  gleichfalls  stets  positiv  ist,  die 
Bedingung  des  Minimums  sich  also  erfüllt  zeigt. 

Wollte  man  also  um  eine  Ellipse  das  kleinste  Viel- 
eck von  gegebener  Seitenzahl,  etwa  das  kleinste  Sie- 
beneck, beschreiben,  so  würde  man  im  Wesemtl  t€hewi 
ganz  eben  so  verfahren  wie  oben  hei  «der  Beschreibung 
des  grSssten  Vielecks  von  gegebener  Seitenzahl  in 
die  Ellipse,  nur  jait  dem  einzigen  Unterschiede,  das« 
«an  ^He   auf  die   ob4ge  Weist»   bestimmten  Punkte 
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A0,  Alt  A%>  At9  i44,  Aht  At  nicht  durch  Sehnen  mit  ein- 
ander zn  verbinden,  sondern  durch  alle  diese  Punkte 
Berührende  an  die  Ellipse  zu  legen  hätte. 

Von  der  Richtigkeit  dieser  Construction  überzeugt  man  sich 
mittelst  des  vorher  Bewiesenen  durch  ganz  ähnliche  Schlösse  wie 
von  der  oben  gelehrten  Construction  des  grossten  Vielecks  von 
gegebener  Seitenzahl  in  die  Ellipse. 

Ich  hoffe,  dass  auch  diese  Construetionen  die  Wichtigkeit 
des  Gebrauchs  der  Anomalien  in  der  Theorie  der  Ellipse  sehr 
deutlich  zu  zeigen  geeignet  sein  werden. 


XI. 

Zur  Theorie  der  Beugungserscheinungen. 

Von 

Herrn  Dr.  Zehfuss, 

provisorischem  Lehrer  der  höheren  Mathematik  und  höheren  Mechanik 
an  der  höheren  Gewerbeschule  so  Darmstadt. 


Vorbemerkungen. 

1)  Es  erhellet  leicht  aas  dem  Princip  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten, dass,  wenn  auf  drei  in  A'  zusamraenstosaende  Geradeo 
P,  Q,  R  (Tat.  II.  Fig.  1.),  welche  als  Kräfte  betrachtet  sich  das 
Gleichgewicht  halten  würden,  von  einem  Punkte  M  aus  Perpen- 
dikel gefällt  werden  und  die  Entfernungen  der  Fusspuokte  der- 
selben von  A'  =p,  q,  r  heissen,  immer  Pp  -f  Qq  -f  Rr  =  0  sei, 
wobei  ein  solcher  Abstand  p,  q,  r  als  positiv  oder  negativ  zu 


♦ 
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betrachten  ist,  jeuachdem  derselbe  mit  P,  Q,  R  auf  einerlei  oder 
auf  entgegengesetzte  Seite  fällt.  Diess  ergibt  sieb,  wenn  man 
MA'  als  zurückgelegten  Weg  des  Angriffspunktes  A'  betrachtet, 
kann  aber  aueb  leicht  rein  geometrisch  bewiesen  werden. 

2)  Sollen  zwei  Aasdrücke  :cos(tr  —  ß),  z'  cos  (tu— ß')  filr 
jeden  Werth  von  to  einander  gleich  sein,  so  mnss  z  =  z/,  ß  —  ß* 
sein,  wenn,  wie  in  der  Theorie  der  Beugungserscheinungen,  z  die 
immer  positive  Amplitude,  ß  die  Wegdifferenz  ist.   Denn  aus 

2  cos  w  cos  ß  -f  z  sin  w  sin  ß  =  z'  cos  to  cos  ß'  -f  z'  sin  to  sin  ß1 

folgt,  wenn  man  durch  costo  dividirt,  wegen  der  Willkührlichkeit 
von  tgto: 

2CO80  =  2#  cos/S',  tB\nß~2*Bmß'. 

Die  Summe  der  Quadrate  dieser  Gleichungen  liefert  z=z',  ihr 
Quotient  tgj?=:tg0',  also  ß'  =  ß  -f-  nn.  Nun  kann  aber  sin/? 
nicht  =8iüß'  sein,  wenn  nicht  n  eine  gerade  Zahl  ist,  also  ist 
ß  =  ß't  weil  eine  Phasendifferenz  von  2n  keinen  Einfluss  hat 

3)  Wenn  ein  Aethertheilchen  in  Folge  der  Einwirkungen  meh- 
rerer Lichtquellen  die  Ausweichungen  ax  sin  («?—&),  a2sin  (u>-|32).... 
aus  der  Gleichgewichtslage  auszuführen  hätte,  wo  aif  a9....  die 

Amplituden,   to  =  np->  /3=^jp,   T  die  Oscillationsdauer,  iL  die 

Wellenlänge,  *  die  Wegdifferenz  vorstellen,  so  ist  sein  eigent- 
licher Stand  durch 

ax  sin (to  —  ßk)  +  at  sin  (to  -/?,)  +  ....  =  Sa  sin  (t©  —  ß)  =  z sin  (ic  —  y) 
ausgedrückt,  wo 

I»  =  [Sa8iDfl«+[Sacosfl»,  tg«,=  — 

Es  folgt  hieraus,  da  i  von  to  unabhängig  ist,  dass,  wenn  man 
ein  anderes  Aethertheilchen  betrachtet,  welches  um  d  weiter  von 
sämmtlichen  Erschätterungsmittelpunkten  entfernt  ist,  seine  Am- 

2wd 

plitude  z  dieselbe  bleiben,  seine  Phase  aber  um  -j- 

kleiner  sein  wird;  denn  es  vertauscht  sich  alsdann  in  obigen 

Ausdrucken  nur  fiberall  to  mit  to  Es  folgt  ferner,  dass, 

wenn  ein  zu  einer  Beugungserscbeinung  gehöriges  Aethertheilchen 
M  von  mehreren  in  beliebig  gestalteten  Oeffnungen  eines  Schir- 
met) enthaltenen  Lichtquellen  Erschütterungen  empfängt,  welche 
»o  nahe  parallel  sind,  dass  sie  sich  addiren,  seine  Ausweichung 
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stets  von  der  Form  «ein  wird:  zsin(t0  —  y)  oder  zsin^-yr  —  y^ 

Dies«  ist  folglich  der  allgemeine  Ausdruck  für  die  Aus 
weichung  eines   beliebigen  Aetbertheilchen*  jeder 
Beugungserscheinung.    Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass 
swei  Ausweichungen  von  der  Form  a, sin (w—ft)— a, sin 
eine  Amplitude  geben ,  deren  Quadrat  =  a1a+a**-2a1a,cos(ft  _ 


Beugungserscbeinungen. 

1.   Wirkung  eine*  unendlich  schmalen  Parallelogramme«. 

Der  Punkt  M  (Taf.  IL  Fig.  2.) ,  welcher  der  Wirkung  des  un- 
endlich schmalen  leuchtenden  Parallelogramme»  ausgesetzt  werden 
soll,  dessen  Seiten  AA'  —  P  und  ACz=n  seien,  und  dessen 
sammtüche  Aetbertheilchen  in  gleichem  Phasenzustände  angenom- 
men werden,  sei  so  gelegen,  dass  seine  Entfernung  von  A  mit 
AA'  den  Winkel  Pj  bilde,  und  soweit  entfernt,  dass  seine  Ab* 
stände  von  den  einzelnen  in  AA'  enthaltenen  Aetbertheilchen  als 
parallel  gelten  können.  —  Es  sei  nun  die  Wirkung,  welche  eine 
der  Flächeneinheit  entsprechende  und  in  A  vereinte  Anzahl  von 

Aetbertheilchen  auf  M  ausübt,  =«sin  -^r  =  asinw;  alsdann  kann 

nach  3)  die  Wirkung  des  Parallelogramme«  =  zsin(to — y)  gesetzt 
werden,  wo  es  sich  nur  darum  handelt,  x  und  y  zu  bestimmen. 
Wir  verfahren  zu  dienern  Ende  auf  folgende  Weise.  Es  ist  ge- 
wiss, dass  wenn  der  Streifen  AA'  in  seiner  eigenen  Richtung  io 
die  Lage  BB'  um  BC—6  fortgeschoben  wird,  der  neue  Schwin- 
gungszustand des  in  der  Entfernung  e  befindlichen  Punktes  M, 
weil  er  aus  der  Summe  der  Einwirkungen  der  in  BB'  enthaltenen 
Aetbertheilchen  besteht,  gleich  ist  der  Wirkung  von  AA'  -f  Wir- 
kung von  A'B  —  Wirkung  von  AB,  oder  dass  der  Unterschied 
der  Wirkungen  von  AA'  und  BB'  demjenigen  der  Wirkungen  von 
AB  und  A'B'  gleich  ist. 

Da  die  in  AB  befindlichen  Aetbertheilchen  unendlich  nahe 
aneinanderliegend  gedacht  werden ,  gegen  die  Grosse  von  X,  so 
Jkann  man  annehmen,  dass  ihre  Wirkungen  auf  M ,  als  im  Ein- 
klänge stehend,  sich  unterstützen,  und  dass  sie  also  zusammen 
±=rt6Vinil.«sint0  seien.  —  Ebenso  ist  die  Wirkung  von  A'B1  auf 
M  nach  3),  weil  alle  Theilchen  dieses  kleinen  Parallelogramme» 
um  PcobPi  näher  an  M  sind,  als  diejenigen  in  AB, 

=  n8  am  A.asmito—  r  *). 
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Ferner  ist,   wenn  die  Wirkung  von  AA'  =  zsin(to  —  y)  gesetzt 

wird,  diejenige  von  Bff  =  z sin (u>-y  >7 Wir  haben 
also: 

«[sin(w— 7)— sln(ic— y  j  l)] 

=  ndsm  ^ . «  [sin  w  -  sin  (»  -  2"P'°*  ^  )]. 

* 

Ans  dieser  Gleichung  bestimmen  wir  sowohl  x  als  y.  Zuvor- 
derst folgt: 

.  »icosP,  rcdcosA 
z  sin  — i  cos  (w  —  y  *) 

=  n<Jsin vf  .asm  -  !cos(>  

oder,  da,  wegen  des  unendlich  kleinen  6\ 

dcosP,  7tc.o*P 

sin)l___!Ä  =  _T^  . 

1 

ist,  and  mit  Zuziehung  von  2): 

^  nPcos  Pj 

z  =  nP*\nA.«.  ir-^ö-,  y=*Pco*Pi. 

»Pros  /»!      ■  f  * 

1 

Also  ist  die  ganze  Wirkung  der  unendlich  schmalen  Spalte : 

1 

rcPcosP, 


1 


II.   Wirkung  eines  Paralle logrammes. 

Um  filr  dieselbe  wieder  einen  Massstab  aufzustellen,  sei  die 
Ausweichung,  welche  eine  der  Flächeneinheit  entsprechende  and 
Ii  der  einen  Ecke  A  concentrirte  Anzahl  von  Aetbertbeilchen  auf 
den  ausserhalb  der  Ebene  des  ParalJelogrammes  gelegenen  Punkt 
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M  ausübt,  =  «sin  -^r  =  asinte,  und  dem  entsprechend  der  Zn- 
stand von  Mt  in  Folge  der  Einwirkung  des  Parallelogrammes  ACA' 
(Taf.  II.  Fig.  3.) ,  =z,sin(tc—  yx).  Um  2t  und  yx  zn  bestimmen, 
verschiebe  man  wieder  das  Parallelogramm  längs  der  Seite  AA' 
um  BC—n  in  die  Lage  BA'B'.  Alsdann  ist,  wie  in  I.,  weon 
die  Entfernung  MA  mit  AC=P  den  Winkel  PXt  mH  AA'  =  Q 
den  Winkel  Qx  bildet : 

# 

Wirkung  von        —  Wirkung  von  Ätf' 
=  Wirkung  von        -  Wirkung  von  A'B', 

d.  h.  wenn  z  und  y  die  in  1.  angeführte  Bedeutung  haben: 

st  sin  (u> — )  —  zx  sin  (to  -  yx  ^  ) 

\        •  /  2ggQcosQlx 
=  xsin(tt>  —  y)  —  isin(io  —  y  ^  ). 

* 

Verwandelt  man  diese  Gleichung  ähnlich  wie  die  entsprechende 
in  I.  und  stibstituirt  den  Werth  von  x ,  so  hat  man  : 

4  '  * 

% 

Nimmt  man  Px  und  Qx  als  rechte  Winkel  an,  so  erhfilt  man 
Sj  =  PQ  sin  A.a.  Diess  ist  also  die  Amplitude,  welche  bei  senk- 
rechtem Einfalle  durch  alle  im  Einklänge  stehenden  Aethertbeil- 
chen  der  ganzen  Parallelogrammfläche  hervorgebracht  wird.  Das 
Quadrat  derselben  liefert  .die  Intensität  J  des  Lichtes  bei  senk- 
rechtem Durchfalle  *).  Für  jede  andere  durch  die  Winkel  Px  und 
Q]  bestimmte  Richtung  ist  also  die  mit  zt*  proportionale  Inten- 
sität i  im  Punkte  M: 


•)  Die  Dynamik  beweist,  da«s  wenn  die  Ursache  der  Erschütterung 
plfitctich  aufhört,  eine  kugelförmige  Welle  von  constanter  Dicke  fort- 
schreitet. Nach  dem  Gesetze  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kräfte  muss 
nun  Smt*,  welches  die«« mal  proportional  ist  mit  r*a*,  wo  r  die  Ent- 
fernung vom  Centrum,  a  die  Amplitude  vorstellt,  constant  sein.  Es 
ist  aber  auch  erfahrungsgemäss  r» .  J  constanl ,  also  ist  /  proportional 
mtr  et9. 
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i 

.  nPcoaP*  .  nQcoa  Qt 

sm    x   v  /6l° — ä — V 

J[     nPcos  Px   J   \^   nQcos  Qx   J  ' 
X  X 

Um  die  dieser  Formel  entsprechende  Beugungserscheinung  objec- 
to auf  einer  durch  M  parallel  mit  der  Ebene  des  Parallelogram- 
me aufgestellten  Bildtafel  a  priori  zu  construiren,  bemerke  man, 
dass  z.  B.  der  Ausdruck  Pcos/^  auch  noch  anders  dargestellt 
werden  kann.  Zieht  man  nemlich  durch  den  Punkt  M  der  Bild- 
tafel nach  dem  Mittelpunkte  des  Parallelogramme»  eine  Gerade, 
deren  Länge  =c,  so  stellt  ecosP,  die  Projection  von  £  auf  P 
oder  eine  mit  P  parallele  Gerade  vor.  Diese-  Parallele  wollen 
wir  durch  die  Projection  O  des  Mittelpunktes  des  Parallelogram- 
mes  auf  die  Ebene  der  Bildtafel  innerhalb  der  letzteren  gezogen 
denken  (Taf.  II.  Fig.3«).  Alsdann  stellt  ON=p  direct  den  Aus- 
druck £CosPu  oder  die  Projection  von  e  auf  die  Richtung  von  P 

Pp 

dar.   Wenn  nun  />cosPl=—  einer  ganzen  Anzahl  von  Wellen- 

c 

längen  gleichkommt,  so  verschwindet  immer  der  Ausdruck 

.    Ttä^COSPi         .  ™PP 

6IP  _  -¥- 

ttPcQS  Px  TtPp  ' 

X  u 

4 

I 

ausgenommen  für  cosPjsrO  oder  p=O2V  =  0,    wo  er  den 

Pp 

Werth  1  erhält.  —  Es  sei  also  —  =        alsdann  verschwindet 

der  fragliche  Factor  für  alle  Punkte  der  Geraden  MN,  weil  alle 
denselben  Werth  von  p  =  NO  liefein,  d.h.  die  Gerade  JUN  ist 
eine  dunkele  Linie.    Ein  ähnliches  Verhalten  zeigt  der  andere 


.    (  8,n~  \ 


Factor  von  t  j  welcher  entsprechend  in  |  ^Cin  I  umgewan- 
delt werden  kann. 

Wir  haben  also  folgende  Construction  der  Beugungserschei* 
nang.  Durch  die  Projection  O  des  kleinen  Parallelogramme»  auf 
die  Bildtafel  ziehe  man  senkrecht  gegen  die  Seiten  P  und  Q  des 
Parallelogramme»  die  Geraden  Oy  und  Oc  (Taf.  II.  Fig.  4.) ;  zu  Oy 

sX 

parallel  in  gegenseitigen  Entfernungen  ~ die  Geraden  aa' ,  bb\ 

M 

ee', ....  dd',  te',ff         und  zu  Oc  parallel  In  gegenseitigen 

TJieil  XXX.  T 
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Entfernungen  =  ^  die  Geraden  tut',  ßß' ,  yy' ....  66',  es'....  Diese 

geben  die  dunkelen  Linien,  das  Gerippe  des  ganzen  Phänomene* 
an.  Die  Intensitäten  in  den  Zwischenfeldern  werden  alsdann  durch 
die  Wertbe  der  Factoren 

.  nPp  .  pQq 

^s,n-xrv  fVv 

\  nPp  )  >    l  «Oy  ) 
Ii  U 

bestimmt.   Sie  fallen  um  so  geringer  aus,  je  grosser  p  und  q 
sind ,  d.  h.  je  weiter  das  Feld  sich  vom  Centrum  Ö  entfernt.  — 
tX  tX 

Die  Abstände  -p  9  ^  der  gegen  P  und  Q  senkrechten  Paralle- 
len sind  mit  den  Seiten  P,  Q  umgekehrt,  mit  e  direct  proportio- 
nal ;  je  weiter  man  also  die  Bildtafel  hinter  dem  Parallelogramme 
aufstellt,  desto  mehr  breitet  sich  die  ganze  Erscheinung  als 
Durchschnitt  einer  Pyramide  mit  jener  Ebene  aus. 

Es  ist  klar,  dassman  durch  Abmessen  des  senkrechten  Abstand  es 
d  z.  B.  der  beiden  mittleren  Streifen  dd' ,  aa'  die  Grösse  2p  erhält, 

so  dass  also  die  Wellenlänge  aus  der  GleTcbong  ^  =  ~  berechnet 
werden  kann. 

Anmerkung.  Gewöhnlich  misst  man  die  Wellenlänge  ver- 
mittelst des  Winkels,  welchen  die  von  der  Mitte  des  Parallelo- 
grammes  senkrecht  auf  zwei  dunkele  Streifen,  z.  B.  ff  und  c& 
gezogenen  Geraden  mit  einander  bilden.  Ist  dieser  Winkel  =p, 
so  ist 

tgfi  =  -T-  =  6p,  alsoX  =  J.P. 

Man  befestigt  desshalb  das  Parallelogramm  mittelst  einer  Kapsel 
vor  das  Objectiv  eines  Tbeodolitfernrohrs  und  bringt  dessen 
Achse  zuerst  in  diejenige  dunkele  Ebene,  welche  durch  das  Pa- 
rallelogramm und  die  Linie  ff  gebt,  wo  alsdann  das  Fadenkreuz 
die  dunkele  Linie  ff  trifft;  dann  stellt  man  dasselbe  in  die  dun* 
kele  Linie  cc'  ein  und  liest  den  Winkel  beider  Ebenen  ab.  Wenn 
auch  bei  dieser  Procedur  die  auf  der  Ebene  des  Parallelogramm  es 
befindlichen  Aethertheilchen  nicht  mehr  in  gleicher  Phase  stehen, 
so  ist  diess  doch  mit  denjenigen  der  Fall,  welche  in  der  Protection 
desselben  auf  eine  durch  seinen  Mittelpunkt  senkrecht  gegen  die 
Richtung  der  einfallenden  Strahlen  geführte  Ebene  liegen,  und 
diese  Projection,  welche  wegen  der  Kleinheit  der  Verröckung  p 
dem  ursprunglichen  Parallelogramme  gleich  gesetzt  werden  kann, 
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wird  dabei  als  eigentliche  Lichtquelle  betrachtet  Jedenfalls  ist 
es  leicht,  die  aus  der  Verrückung  p  nothwendige  kleine  Correction 
der  letzten  Gleichung  abzuleiten. 


III.   Wirkung  eines  Dreieckes. 

■> 

Schiebt  man  das  Dreieck  ABC  (Taf.  II.  Fig.  5.),  dessen  Sei- 
ten AB—P,  JC=Q,  BC=R,  längs  seiner  Basis  Cum  die 
Meine  Strecke  »  weiter  in  die  Lage  aßy,  so  ist  wieder  wie  früher 

Wirkung  von  ABC—  Wirkung  von  aßy 
=  Wirkung  von  Aß  —  Wirkung  von  Ay, 

d.  h.  wenn  man  die  Wirkung  des  Dreieckes  ABCz=  2asin(u> — y^) 
setzt,  und  die  Winkel,  welche  die  von  dem  Punkte  A  nach  M 
gezogene  Gerade  mit  den  drei  Seiten  P,  Q,  R  bildet,  Plt  Qt, 
Rt  genannt  werden: 

i2  sin  (u>— y*)  —    sin  (w  —y%  ^  -) 

.  nPcoaPi 
*in  i   n  n 

= nP"n  *  ' a  ^TwT s,n  (w  ä—1) 

A 

.  «QcosJ?, 


A  9tQcosQlx 
•o  ^  vv —  sin(«?  ^  L), 

7t Q cos  ^  A  " 

A 

wobei  zur  Berechnung  der  Einflösse  der  schmalen  Streifen  Aß9  Ay 
die  Formel  (W)  in  1.  benutzt  wurde.  Setzt  man  in  der  letzten 
Gleichung  beiderseits  die  Quadrate  der  Amplituden  gleich,  zu 
deren  Bildung  man  die  letzte  Formel  aus  (3)  rechterband  anwen- 
det, so  erhält  man : 

K.  nPc«*Px  .  kQcosQ, 

s,n    a   v  r^ZJ~\ 
7cPcosPl  J       \    nQcosQt  J 
V      A      J  A  A 

•  ?r^>coa^i       nQ  c°s  Qi 
oSm       A       »»"       A  /ttPcos/^  rcQcosQ.Y"! 

"a  «pcosp,  "^^-co8v— t~ — — — J  [ 

a  a  J 
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Um  diese  Formel  für  die  Intensität  in  Jtt  zu  vereinfachen,  den- 
ken wir  nns  das  Dreieck  ABC  auf  die  durch  M  geheode  Bild- 
fläche projicirt  und  zugleich  die  Seite  Q  in  ihrer  eigenen  Verlän- 
gerung rückwärts  aufgetragen,  die  Seite  R  aber,  deren  positive 
Richtung  von  B  nach  C  ging,  zu  sich  selbst  parallel  nach  A  ver- 
setzt, so  dass  die  drei  so  erhaltenen  Linien  drei  einander  im 
Gleichgewicht  haltende  Kräfte  vorstellen.   Die  Grösse  cosÄt  ist 

A'N  r 

alsdann  durch   — -  =  -  dargestellt  (Taf.  II.  Fig.  1.).   Nennen  wir 

ferner  von  jetzt  an  Qt  den  Winkel,  den  s  mit  der  Rückwärtsver- 
längerung von  Q  bildet,  um  die  positiven  Richtungen  von  P,Q,  R 
mit  den  in  Taf.  II.  Fig.  5.  angedeuteten  Pfeilen  in  Uebereinsttm- 

mung  zu  bringen,  so  dass  in  obiger  Formel  —  cosQt  oder  — * 
an  die  Stelle  von  cos  Ql  treten  muss,  so  ist  nach  1); 

+ Är  =  0. 

Mit  den  entsprechenden  Abänderungen  geht  nun  die  Intensitäts- 
formel über  in 

,  nPp  ,  nQq 

nPp  .  nQq 

"IT*  U~ 

Die  Discussion  dieser  Formel  ergibt  kurz  folgende  Hauptum- 
stände :  Für  p  =  0,  o;  =  0,  d.  h.  wenn  M  in  die  Projection  A*  des 
kleinen  Dreieckes  fällt,  ist  i,  obgleich  von  unbestimmter  Form 
0       .    „  .   .  .  .  *Pi 


q,  =J.    Ferner  kann  t  nur  verschwinden,   wenn  sin— ^ 
sin^^  gleichzeitig  =0,  d.h.  p  =  m.  -p,  g=m'        sind,  was 

8in«J  8in!EgL 

augenblicklich  erhellet,  wenn  man  sich   "  ,    "  als 

7t  Pn  7t( 


zwei  Seiten  eines  Dreieckes  denkt,  welche  einen  Winkel  J  ffi 
einschliessen;   i  stellt  alsdann  das  Quadrat  der  dritten  Seite, 
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vor.  Diese  dritte  Seite  kann  aber 


multipücirt  mit  _— _  _ 

VTT+  TT) 


nur  verschwinden:  1)  wenn  die  einscbliessenden  Seiten  =  0  sind; 
2)  wenn  die  beiden  ersten  Seitee  gleich  und  der  eingeschlossene 
Winkel  =0,  d.  h.  Pp+Qq^zQ  ist,  wodurch  sich  die  Bedingung 
über  die  Gleichheit  der  Seiten 


sin  """  r       sin  2—i 

 ke_ 

nPp     ~~  nQq 
kt  kB 

▼od  selbst  befriedigt.  Die  Gleichung  Pp  +  Q?  =  0  zieht  aber 
nach  sich  Rr  =  0,  d.  h.  man  befindet  sich  alsdann  auf  einer  durch 
A'  senkrecht  gegen  R  gezogenen  Geraden,  welcher  Fall  keine 
weitere  Betrachtung ,  als  etwa  derjenige,  wo  Pp  =  0  ist,  verdient. 

Betrachten  wir  also  den  ersten  Fall,  um  die  ganze  Erschei- 
nung auf  der  Bildtafel  zu  construiren.  Senkrecht  gegen  die  drei 
Seiten  P,  Q,  R  ziehe  man  durch  die  Projection  A'  des  Drei- 
eckes auf  die  Bildtafel  die  drei  Geraden  A'n,  A'x,  A'q  (Taf.  II. 
Fig.  6.)  und  zu  diesen  parallel   in    gegenseitigen  Abständen 

=  Tl        Systeme  von  Geraden  aa',  66',  cc'....,  dd't 

eV,  ff'....,  gg' t  hhf....t  deren  je  drei  sich  in  einem  Punkte 
schneiden,  wegen  Pp  +  Qq  -f  Rr  =  0.  Da  nun  die  dunkelen 
Punkte  blos  da  sein  können,  wo  gleichzeitig 

nPp  nQq 
—=mn>  —r-mn> 

d.  b.  wo  drei  Gerade  sich  schneiden,  so  haben  wir  nicht  wie 
beim  Parallelogramm  dunkele  Streifen,  sondern  nur  dunkele,  auf 
Geraden  senkrecht  gegen  die  Seiten  gruppirte  Punkte  *).  Betrach- 
ten wir  noch  insbesondere  diejenigen  Geraden  An,  Ax,  Aq,  welche 
durch  A'  senkrecht  gegen  P,  Qt  R  laufen,  z.  B.  diejenige,  deren 
Gleichung  p  =  0  ist.  Für  diese  Voraussetzung  verwandelt  sich 
die  Intensitätsformel  in: 

(*ojy|_\  ?**s      u  J      u  j 


•)  Dieselben  sind ,  um  sie  besser  hervortreten  xu  machen ,  in  der 
Figur  mit  kleinen  Kreisen  umgeben  worden. 
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Dieser  Ausdruck  kann  nie  verschwinden,  weil  sonst  die  beiden 
letzten  Quadrate  gleichzeitig  =0  sein  müssten,  was,  da  der  Fall 
p  ss  0,  q  =  0  schon  früher  ausgeschlossen  war,  auf  sin2=cos*=0 
hinauslaufen  würde.  Es  ergibt  sich  mithin,  dass  die  dunkelen 
Punkte  durch  drei  auf  den  Seiten  des  Dreieckes  senkrechte  Strassen 
durchbrochen  werden,  auf  welchen  die  Intensität  niemals  ganz 
erlischt,  wie  in  den  übrigen  auf  P,  Q,  R  senkrechten  Geraden. 
Sie  bilden  den  sechsseitigen  Stern,  welchen  man  zuerst  bei  Be- 
trachtung des  Spectruras  gewahrt.  * 


IV.    Wirkung  einer  geraden  Reihe  gleicher  und  homo- 

loger  Oeffnungeu. 

j 

Wir  werden  finden,  dass  das  von  einer  Oeffnung  gelieferte 
Grundphänomen  durch  die  Zusammenstellung  mehrerer  ihr  gleicher 
Oeffnungen  mit  parallelen  gleichnamigen  Seiten  zu  einer  geraden 
Reihe  nicht  geändert  wird,  sondern  dass  dasselbe  sich  nur  mit 
parallelen  dunkelen  Streifen  durchzieht,  welche  senkrecht  auf  der 
Verbindungslinie  der  gleichnamigen  Ecken  stehen.  Es  seien  z.B. 
lauter  Dreiecke  zu  einer  Reihe  ABC...  (Taf.  IL  Fig. 7.)  zusam- 
mengestellt und  der  ganze  Effect  =zlsw(w^  y) ;  schiebt  man  das 
ganze  System  AB....E  um  die  Distanz  A^=AB  weiter  längst, 
so  kommt  jede  der  Figuren  A>  B,  C...  an  die  Stelle  der  nach- 
folgenden, E  kommt  nach  E'.   Es  erhellt  alsdann  wieder,  dass 

Wirkung  von  A —  Wirkung  von  B  E'=z  Wirkung  von  A 

—  Wirkung  von  E' 

sei.  Setzt  man  nun  die  Wirkung  der  Figur  ^  =  zsinto,  so  erhält 
man  folgende  Gleichung,  in  welcher  n  die  Anzahl  der  Oeffnungen 
A....E,  A'  den  Winkel  zwischen  A....E  und  der  Richtung  AM 
bezeichnet : 

2tc A cosA' 

xx  sii»  {iv  —  y)  —  *i  sin  (tu— y  —  ^  ) 

* 

.   .       'In.  nA  cos  A' 
=,  zsiuw  —  t  sin  (tu  ^  ), 

oder 

.   nA  cos  A'  ,               itA  cos  A\ 
*i  sin  j  sin  (w—y  ^  ) 

.  MtAcoaA'  .  ,  nnAcosA' 
=  2  sin  r-  sm  (w  5  ). 
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,  nitAco&A' 
%  =  ,sin  l  

X|        *     .  TTz/cOS^' 

sin  r  

*  Ar 

oder,  wenn  t  die  durch  die  Figur  -d,  f  die  durch  die  ganze  Reihe 
J....E  bewirkte  Intensität  vorstellt: 

.  wtA  cos  A' 
sin  j  


.  TCACQSA' 
810  • 


A 

So  oft  oun  t  verschwindet,  ist  auch  t*'=0,  d.  h.  das  Grundphä- 
ooroen  bleibt  dasselbe,  ausserdem  ist  dasselbe  aber  durch  einen 
anderen  Factor  modificirt,  welcher,  wenn  d  die  Projectioo  des 
Strahles  AM  auf  die  Richtung  A....E  vorstellt,  leicht  in 

nnAd 

IT 

.     7t  A5 

sin  -7 — 

4 

verwandelt  wird.  Ist  also  wieder  A'  die  Projection  der  gegen  die 
Entfernung  c  sowohl,  als  gegen  das  sich  kegelförmig  ausbrei- 
tende Spectrum  verschwindenden  Oeffnungen  A....E  auf  die 
Bildfläcbe,  so  zeichne  man,  um  die  durch  das  Verschwinden  des 
zweiten  Factors  verursachten  dunkelen  Streifen  zu  construiren, 
solche  senkrecht  gegen  die  Richtung  AE,  und  zwar  in  gegensei- 
tigen Entfernungen  ^,  lasse  jedoch  sowohl  den  durch  A' 
gehenden,  als  auch  sonst  je  den  nteo  Streifen  aus»  indem  für 

*=0,  db  —7»  4- — T* ,  ••••  Zähler  und  Nenner  des  fraglichen  Fak- 
nA     ~  nA 

tors  gleichzeitig  verschwinden,  derselbe  aber  den  Werth  na  er- 
hält, so  dass  also  an  der  Stelle  des  wten  Streifens,  von  der 
Mitte  an  gezählt,  jedesmal  ein  Streifen  von  «afacher  Intensität 
wie  bei  einer  einzigen  Oeffnung  entsteht.  Für  n  =  4  gibt  Taf.  II. 
Fig.  8.  ein  Bild  dieser  Streifen. 

V.  Wirkung  einer  zu  einem  Parallelogramme  zusam- 
mengestellten  Doppelreihe  gleicher   und  homologer 

Oeffnungen. 

Dte  Gesaramtfoert  aller  beugenden  Oeffnungen  ist  für  diesen 
Fall  tu  betrachten  als  eine  Reihe  ron  Figuren,  deren  jede  selbst 


Digitized  by  Google 


104  Gruner t:  Der  Sat%  von  Cotes, 

eine  zusammengesetzte  Figur  AA'A"  bUdet  (Taf.  IL  Fig.».).  Setzt 
man  also  AA'  =  D,  AB=zJ,  so  finden  wir  leicht: 


i' 


,  tnnDd  .  nizAS 


Es  wird  also  jetzt  die  durch  die  Figur  A  allein  hervorgebrachte 
Erscheinung  durch  zwei  sich  durchkreuzende,  auf  den  Richtungen 
AE,  AA"  senkrechte  Systeme  von  Streifen  durchschnitten,  welche 
mit  den  in  IV.  betrachteten  ubereinstimmen. 


Der  Satz  ron  Cotes,  auf  die  Ellipse  erweitert. 


Von 

dem  Herausgeber. 


Es  scheint  mir  sehr  bemerkenswert!!  zu  sein,  dass  das  be- 
rühmte Theorem  von  Cotes  sich  auf  die  Ellipse  erweitern 
lässt,  und  namentlich  dürfte  die  Leichtigkeit  merkwürdig  sein,  mit 
der  dies  in  sehr  eleganter  Weise  möglich  ist,  wenn  man  die  Sache 
einmal  aus  dem  richtigen  Gesichtspunkte  aufgefasst  hat. 

Die  Anomalie  eines  beliebigen  Punktes  P  einer  mit  den  Halb- 
axen  a,  b  beschriebenen  Ellipse  sei  u,  und  /,  0  seien  die  Coor- 
dinaten  eines  beliebigen  Punktes  ö  in  der  Axe  2a  dieser  Ellipse. 
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Ueber  der  Axe  2a  als  Durchmesser  beschreibe  man  einen  Kreis, 
und  bezeichne  den,  dem  Punkte  P  der  Ellipse  entsprechenden 
Punkt  dieses  Kreises,  nämlich  den  Punkt  des  letzteren,  in  wel- 
chem derselbe  von  der  nötigenfalls  gehörig  verlängerten  Ordinate 
des  Punktes  P  auf  derselben  Seite  der  Axe  2a,  auf  welcher  der 
Punkt  P  liegt,  geschnitten  wird,  durch  P.  Die  von  dem  Punkte 
0  nach  den  Punkten  P  und  P  gezogenen  Geraden  OP  und  OP 
bezeichne  man  respective  durch  r  und  r'. 

Dies  vorausgesetzt,  sind  nun  die  poordinaten  der  Punkte  P 
und  P  respective  acos«,  6  sin«  und  acos«,  asm«;  und  nach 
einer  bekannten  Grundformel  der  »  analytischen  Geometrie  ist 
folglich : 

r*  =  (/*—  a  cos«)*  +  6*sio«», 

r*  =  (f —  a  cos  «)•  +  a*  sin  «• ; 

woraus  mittelst  Subtraction  sogleich 

r™— r*=t:  (a*— 6»)sin  n* 

folgt.  Die  Gleichung  der  durch  die  Punkte  O  und  Pde>  Lage 
nach  bestimmten  Geraden  ist 

6  sin«   _ 

y  f-aco8u{x~n' 

und  die  Gleichung  des,  dieser  Geraden  parallelen  Halbmessers 
der  Ellipse  ist  folglich 

Gsinw 

y=—  j.  x. 

9  f—acosu 

Bezeichnen  wir  nun  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes 
dieses  Halbmessers  mit  der  Ellipse  durch  jr,  »;  so  haben  wir  zu 
deren  Bestimmung  die  Gleichungen: 

"  f 

woraus  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Vorzeichen  auf 
einander  leicht  erhalten  wird : 

♦ 

a(f-~a  cos«)  .  , 

V  (/" —  acosu)a+  aa Sinti* 

*  *  -                •     i '  ■ 
_  a6  sin«   

■'•  9-TV(/'-«cog«,j*+«»«tn«*' 

oder :  - » 


■ 


Digitized  by  Google 


106  Grttnert:  Der  Sat%  von  Cote*, 

_  ,       qy— «coatQ 

•       .  .        •  ■  /*  *■ '  •    »  ♦ 
  06  sin  te 

Bezeichnen  wir  den,  der  durch  die  Punkte  O  and  P  der  Lage 
nach  bestimmten  Geraden  parallelen  Halbmesser  der  Ellipse  selbst 
durch  R,  so  ist: 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

a  %f  (/"-  a cos  «)2  +  62 sint? 


Ä_      r  .  

V  (/•— acosM)4+assinu» 


oder 


q  V  (/•-—  g  cos  m)H 6»sintt* 


also,  wenn  man  die  oben  für  r  und  r*  gefundenen  Ausdrücke 
einführt ; 

R=ap,  also  r'  =  a^- 

Von  dieser  bemerkenswerten  Formel  l&sst  sieb  nun  die  folgende 
Anwendung  machen. 

s 

Mit  Beziehung  auf  Taf.  III.  Fig.  1.  sei  in  der  Axe  2a  unserer 
Ellipse  oder  in  deren  Verlängerung  ein  beliebiger  Punkt  O  ange- 
nommen und  über  der  Axe  2a  als  Durchmesser,  wie  die  Figur 
zeigt,  ein  Kreis  beschrieben.  Die  Peripherie  dieses  Kreises  theile 
man,  wie  ebenfalls  aus  der  Figur  ersichtlich  ist,  in  den  Punkten 

■- 

Aq  9  Ay  9         9  ••«•  An—l*  9  An »  An\*\*  >  •  •  •  •  ^4sn— »2  >  2n— 1 

in  2n  gleiche  Theile,  und  fälle  von  den  dadurch  erhaltenen  Theil- 
punkten  auf  die  Axe  2a  der  Ellipse  Perpendikel,  welche  durch 
ihre  Durcbscbnittspunkte  mit  der  Ellipse  auf  dieser  die  Punkte 

Aq,  An  A%y....  An—1»  Am  An+\   Atn-t»  At^-I 

bestimmen.   Die  von  dem  Punkte  O  nach  den  Punkten 

Aq,  A\9  A^t  . ...  An— Ii  Ant  An-\\t>»"  Atn—ty  Ain—\ 

gezogenen  Geraden  bezeichne  man  respective  durch 

ro»  ri>  rif«'  r*— 1,  rÄ,  r«+i,....  ran-*,  r**— i 
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i 

uod  die  diesen  Geraden  parallelen  Halbmesser  der  Ellipse  respec- 
tire  durch 

die  von  dem  Punkte  O  nach  den  Punkten 

-^o»      »  A%  > ....       1',  ^4»,  ^«-i-i'» ....  Aiu—*1  »  A*— i' 
gezogenen  Geraden  mögen  aber  respective  durch 


bezeichnet  werden,  wo  natürlich  r0'  =r0,  r«'=rn  ist.  Dies  vor- 
ausgesetzt, ist  nach  der  oben  bewiesenen  Relation  allgemein: 

„«/«.„IL  )'.;.'; 

~~  TTk 

Folglich  ist: 

'      -\'-      \    -   .  . 

iii,  ,  ri    ra    r*    rr  r^n—i 

•  ir,r4rr  ....r».-,  =      ^ •       ^  •  ^  ....  jj—  , 

nach  dem  Cotesischen  Lehrsatze  ist  aber  bekanntlich: 
V*a  W  ....  iW  =  CJ0»  +  CÖ"> 


oder,  weil 

CA0  =  a,  CO=f 


folglich  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

n  i  «  ri    rs    ra    rr  nii-i- 


oder: 

Ferner  ist  nach  der  obigen  allgemeinen  Relation : 

/  ro    ra    r4   r«       ran-*  . 

ro  *»  r4  T6  •  •  •  •  ra»— a  —  fi" .  Jl  ""  ffa — t" ' 

nach  dem  Cotesischen  Lehrsatze  ist  aber  bekanntlich : 

ro'rt'r4'r6' ....  rrn-i'  =  ±  (ß*0B—  CO") 


im  Gruners:  Der  Satz  ton  Cotes,  auf  die  Ellipse  erweitert. 

r0Vr4V6#....i^-a'=±(tf»-/*),  '  . 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  der 
Punkt  O  innerhalb  oder  ausserhalb  des  über  der  Aze  2a  als 
Durchmesser  beschriebenen  Kreises  liegt;  folglich  ist:  . 


■  /  -       /V»-_«it    r0     r*     r4  r6 


oder 


v^y    Rq  r*  r* 


wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  der 
Punkt  O  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Ellipse  liegt. 

Gebt  die  Ellipse  in  einen  Kreis  Ober,  so  sind  die  Halbmesser 

^0»    R\*  ....  Rn—lt  Rnt  ....  Hin— 2,  /?2n — \ 


sänimtlich  einander  gleich,  nämlich  alle  gleich  der  Grosse  a,  wo- 
raus erhellet,  dass  im  Falle  des  Kreises  die  beiden  obigen  Glei- 
chungen 

,  ,  /f\*  _  I_L  H         iL  n*~* 

i 

±U~W  ]-Ro  R*'R*'R6  '  ' 


wieder  in  die  Gleichungen  des  Cotesischen  Satzes  übergehen. 

Dass  für  alle  über  derselben  Aze  2a  beschriebenen  Ellipsen 
und  denselben  Punkt  O  die  beiden  Producte 

» 

iL  1*    ü*   TjL       ^"-i    „lwi    ?o_   iL  I*  I*_ 

iti    Il5    JK5  tCf  i  Äo  K*    "ö  **-2»— « 

natürlich  unter  Voraussetzung  desselben  »,  constante  Grössen 
sind,  geht  aus  den  obigen  Gleichungen  von  selbst  hervor ,  ist  aber 
jedenfalls  eine  sehr  merkwürdige  Eigenschaft  der  Ellipse. 


1  •     '    ii  M't 
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\  7  * 


Der  Satz  des  Ptolemäus,  auf  die  Ellipse  erweitert. 


dem  Herausgeber. 


Es  sei  A0AlA2A9  ein  beliebiges,  in  eine  Ellipse  beschrie- 
benes Viereck ;  die  Anomalien  der  Punkte 

Aq,   Al9   A2)  A9 

sollen  respective  durch 

*o>  «•>   «8  r"'' 

uod  die  Seiten  und  Diagonalen  , 

•^0^1»   ^V^%*  AiAq'j     AqA2,  A1A3 

sollen  durch 


*b»i>  *a>s»  *sk>»   *<>»*»  *i»8  5 

die  diesen  Seiten  und  Diagonalen  parallelen  Halbmesser  aber  durch 

*  "  \ 

r0»l»   rl»2»   rS>8»   r3»0;     rOft>  rl»8 

bezeichnet  werden.  ■■*■•«» 

Dies  vorausgesetzt,  haben  wir  nach  ,  den  in  der  Abhandlung 
Nr.  II.  bewiesenen  Formeln*)  die  folgenden  Ausdrucke: 


i.^i  =  sinJ(«i~«o),  i.~S=?«iiii(iit-ua); 
i.^  =  sini(ü1-«1),   4>2  =  sini(«3-^); 

ro»s  n  *s 


*)  M.  ».  S.  14.  und  S.  41.  • 
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Also  ist 

Von  ^»s      ri»t  Tz*oJ 
=  sin      — w0)  sin  ;(«,  —  i^)  +  sin  *i)  «•»  K"a  —  "o) » 

and  folglich  nach  einer  bekannten  Zerlegung: 

,  Am  £*«  ^  *i»f  *3»o\ 
*  VTo»i  rs>s     ri*  r8»o/ 

=    cosi(«o-«|— «a  +  tti)-co8U««o— +  tt3> 


also: 


*\To»i  r«»3     ri>*  rs>o' 


=  coa  i(tio  -    —    + u,)  —  coa  ;(«o + «i  -  «i — «•)• 
Ferner  Ist  nach  den  obigen  Formeln: 

.      =  sin  S(u,-«o)ain  tfti,  ~  *i) . 

also  nach  einer  ähnlichen  Zerlegung: 

■ 

i .     .      -  cog  i (uo  -  in  -  u, + «s)  -  cos  i(«0  +  «i  -  «s  -  «s) 
>o»s  ri»s 

Vergleicht  man  dies  mit  dem  Vorhergehenden,  so  erhält  man 
auf  der  Stelle  die  foljgende  merkwürdige  Gleichung: 


oder: 


r0,i  rM     rm  r3,0     r0^  rlJB 


r0,i  "  «•«»•        ri*     r»»o  ro,a 


wo,  wie  ans  dem  Obigen  bekannt  ist, 

r0»l>  'l»*»   r*'S»  rSH>#>     rO»*>  Pl»8 

die  den  Seiten  und  Diagonalen 

AqA\*  AtA^f  A%A9t  ^Mo ;    ^o^s»  4^8 

des  in  die  Ellipse  beschriebenen  Vierecks  A0AXA%A%  parallelen 
Halbmesser  der  Ellipse  sind. 
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Für  den  Kreis  sind  diese  Halbmesser  sämmtlich  einander  gleich, 
nod  die  obige  Gleichung  geht  daher  in  diesem  Falle  in  die  Gleichung 

AqAi  .  A^A}  -f*  A\  A% .  A^  Aq  =  AqA%  .  A\  A$ 


•     ■  : 


über,  welches  bekanntlich  die  Gleichung  des  Ptolemäischen  Satzes 
ist,  den  folglich  der  objge  elegante  Satz  von  der  Ellipse  als  einen 
besonderen  Fall  enthält 


Anmerkung. 

Man  kann  noch  manche  Sätze  vom  Kreise  auf  ähnliche  Art 
auf  die  Ellipse  erweitern,  was  ausführlicher  zu  erläutern  zu  weit 
fähren  wurde,  und  im  Ganzen,  nachdem  ich  hauptsächlich  in  dem 
Aufsatze  Nr.  II.  die  dazu  nüthigen  Formeln  entwickelt  habe,  auch 
keiner  besonderen  Schwierigkeit  mehr  unterliegt  beispielsweise 
mag  indess  noch  Folgendes  bemerkt  werden. 

Wenn  wir  die  Winkel  des  vorher  betrachteten,  in  die  Ellipse 
beschriebenen  Vierecks  A0AlA%Ai  durch  A0,  Al9  A2t  A3  bezeich- 
nen, so  ist  nach  der  Abhandlung  Nr.  U.S.  12.: 


sin  AQ* 

■   qa6*sinU"a—  "i)* 


«•sini^+iiOH^cosUtto+^^UAinUiisf^Ho^osU^+^r 
Nach  S.  14.  ist  aber: 

r0)l«=  a«sioi(«b  +  6*cosi(tto  + 

|  *         riK)»=e*sini(«,  +  Uo)a  +  6*cosiOa  +  «o)Ä; 
also  ist  offenbar: 

sin  4,  =j-^r— «»M«8-«i): 

rO»lr8»0 

■  r  <■■>  X»      i  ■  >■  •- 

und  ganz  eben  so  ist: 

Also  ist:  <»-(< 

sin  A2  r0tlrif0 
Bei'in  Kreise  sind  die  Halbmesser  sämmtlicb  einander  gleich, 
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wie  bekannt,  weil  hei  m  Kreise  A0+A*  =  180°  ist. 
Ganz  nuf  ähnliche  Art  wie  vorher  ist: 


sin^la  *Y»iri>s 


also: 


a'm^o  sin  Ax      (r™\ , 
sin  A2  sin  A3  Von/ 

und  mehrere  dergleichen  Relationen  würden  sich  leicht  finden 


I."  •  .    •  •  ?  ' 

Ii?1»!'  «t i  .      •  '      •>  t  •* 


Noch  ein  anderes  Beispiel  einer  solchen  Erweiterung  bietet 
der  bekannte  Satz  dar,  dass  die  Summen  der  Gegenseiten  eines 
feden  dem  Kreise  umschriebenen  Vierecks  einander  gleich  sind. 

Sind  die  vier  Punkte,  in  denen  eine  Ellipse  von  den  vier 
Seiten  eines  um  dieselbe  beschriebenen  Vierecks  berührt  wird, 
durch  die  Anomalien  u0,  ux,  t£j,  «3  bestimmt,  und  bezeichnen  wir 
die  vier  Seiten  dieses  Vierecks  durch  *<>,  slt  die  densel- 

ben parallelen  Halbmesser  der,  Ellipse  aber  durch  r0,  rlt  ra,  rs; 
so  ist,  mit  Rücksicht  auf  Taf.  III.  Fig.  2. ,  nach  den  in  der  Ab- 
handlung Nr.  II.  für  die  verschiedenen  hier  zur  Betrachtung  kom- 
menden Fälle  bewiesenen  Formeln: 


r0sin.Utt8  — Mi) 

5  "  COS         —  U0)  COS  i(M,  -  ttg) 


: 


»1  = 


rt  sinl(«g— u0)   

COS         —  ttj  )  COS         —  U0)  ' 

r2sinU"s~«i) 
cosi(t«3  -  M*)cosi(«»  —  «i) ' 

_  Mo)   . 

COS         —  U0)  COS  H«4*  —  ' 


s3  =  - 

also,  wie  ro*n  sogleich  übersieht: 

r0  ra 


i  * 


.  *osl(ui~ tt0)ce»i(ti>-^tip)  —  cosU«8—^)co8»(m>-^«i) 
=sin  l(«s — «i)  cos        *o)  cosi(Ma— tii )  cos  i(«a  ~  «o)  cos 
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1      ^'  C0B\{UX  —  Mo)cOSi(ttj  —  W,)C0S  J(tta  —  «^COSi^-M,)' 

Mittelst  bekannter  Zerlegungen  erhält  man  aber  zuvorderst  leicht: 

COS  i(tl,  —  tlo)  COS  iCtt,  —  t*0)  —  COS  J(«3  —  tt*)  CÖS  J(tt2  —  Mi) 

=  \  { cos  2(1^  —  2ti0  -f  «a)  —  cos  \ («3 — 2m*  + 1*, ) } , 

COS  U«8  —  «0)  COS  i("3  —  «2)—  COS  -  Mj) COS  U«l  —  «b)  . 

=  5 1  cos  i(wo  -  2tt3  +  «a)  -  cos  £(«2— +  «o) ) ; 
und  hieraus  ferner: 

cos  J(m,  -  «©)  cos  £("a  -  «0)  -  cos  £(14 — 1%)  cos  4(14— 
rrsini^— «o)sin  |(tio  -  ti,  + 14—113), 

cos  i(«a  -  Mo)  cos  U«8  -  «•) — cos         «1)  cos      — «q) 
=sini(ti3— tcJsin'Ctto  — «j  +  w2— U3). 

Also  ist  nach  dem  Obigen: 

*o  _i_**=    «n  i<o)sinl(Mg— -«,)  sin  Ulfa—    -j-t^— u,) 
ro    r*    cosifa  —  tto)cosKi/a  —  «j)  cos  s(«9~*o)  cos  i(ttS— Mt)' 

£1  .  H_  sinl(u2-Uo)sinl(u3—ul)8ml(u0--ul+u*--Ut)  . 
n    's    cosi(ui  —  *b)cos  £(14— thJcosiCuj-HoJcosi^-ttj) ' 

woraus  sich  die  sehr  merkwürdige  Relation 

??    ,   *2  =  *J.    ,  '* 

*o     r2     ti  r3 

ergiebt. 

Bei'm  Kreise  sind  alle  Halbmesser  einander  gleich,  also: 
wie  bekannt. 


Theil  XXX. 


1 
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Rein  geometrische  Auflösung  der  Aufgabe  von  der 

Dreitheilung  des  Winkels. 

Von 

Herrn  J.  Tietz, 

Gymnasiallehrer  zu  Könitz  in  Westpreussen. 


Aufgabe.  Einen  gegebenen  Bogen  in  drei  gleiche 
Tbeile  zu  theilen. 

Es  sei  abg*  (Taf.  III.  Fig.  3.)  der  zu  theilende  Bogen  und  c^g* 
der  dritte  Theil  desselben.  Zieht  man  alsdann  durch  den  Halbi- 
rungspunkt  b  des  Bogens  abg*  und  durch  den  Mittelpunkt  c  des 
Kreises  die  Gerade  c6,  zieht  ferner  durch  a  den  Durchmesser  ag 
und  dann  gg*,  so  ist  cb  parallel  gg*,  weil  4.agg*  =  ^acb.  Zieht 
man  ferner  durch  c2  die  Geraden  cg2  und  gb2,  so  ist 

£c2gg*  =  \4Lcgc2z=\Z.cc2gt 

daheT 

^  cTt9%9  =  ^  ci99%  —  ^  c2b2c  —  4L  c2cb2 , 

mithin 

c.1g  =  c2g2  und  c2Ä9  =  cac,  d.  h.  cg2  =  gb2. 

Um  daher  die  vorstehende  Aufgabe  zu  losen,  kommt  es  darauf 
an,  zwei  Gerade  cg2  und  gb2  so  zwischen  den  Parallelen  c6  und 
gg*  einzutragen,  dass  sie  einander  gleich  sind  und  ihr  Schnitt- 
punkt in  den  Bogen  abg*  fällt;  oder,  was  dasselbe  ist,  für  den 
Punkt  c2  einen  geometrischen  Ort  zu  konstruiren  unter  der  Be- 
dingung, dass,  wenn  man  c^g  und  cc2  zieht  und  diese  letztere 
bis  gg*  verlängert,  dass  dann  c^rzc^. 

Hiezu  gelangen  wir  auf  folgen  de  Weise.  Es  sei  abg*  (Taf.  III. 
Fig. 4.)  der  zu  theilende  Bogen,  so  ziehe  man,  wie  vorhin,  den 


i 
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Durchmesser  ag,  die  Gerade  gg*  und  dazu  die  Parallele  cb;  trage 
alsdann  zwischen  diesen  Parallelen,  von  c  und  g  aus,  die  Geraden 

c9\  =  cgsz=zgbx=gbi 

ein:  so  schneiden  sich  cgx  und  gbx  in  clt  cg^  und  gb9  in  c8,  und 
es  sind  cgxgb3  und  cbxgg3  und  auch  ccxgc3  Parallelogramme,  welche 
den  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  m  haben,  wenn  nämlich  cm  =  my 
ist.    Mithin  ist,  wie  man  leicht  sieht, 

^  40fk  =  ^cxgxg  und  ^  c8^8  =  ^  CjOj«; , 

folglich 

c10  =  c10l   önd  Cj^rrrc,^. 

TrSgt  man  ferner 

cff^  =  dgi=gb2=zgbi  ' 
ein,  00  ist  auch  für  die  beiden  Schnittpunkte  c2  und  c4 

Wenn  endlich 

cg1  =  cg*  =  gbl  =  gb*, 

kleiner  als  cg,  eingetragen  werden,  so  ist  auch  für  die  beiden 
Schnittpunkte  c1  und  c2 

c,0  =  c101  und  c*g  =  c*g*. 

Folglich  erfüllen  die  Schnittpunkte  c,,  c2,  c1  und  c8  ,  c4,  c*  alle 
die  Bedingung  des  zur  Lösung  unserer  Aufgabe  gesuchten  geo- 
metrischen Ortes;  und  wenn  man  beliebig  viele  Punkte  auf  die 
angegebene  Weise  konstruirt,  so  erhält  man  eine  Curve,  welche 
der  oben  gesuchte  geometrische  Ort  ist.  Diese  Curve  besteht, 
wie  man  sieht,  aus  zwei  von  einander  getrennten  Theilen,  die 
aber  vollständig  symmetrisch  sind  in  Bezug  auf  mp  und  mg,  wenn 
nämlich  mp  parallel  cb  ist  und  mq  senkrecht  steht  auf  mp.  Dass 
e  und  g  selbst  in  dem  gesuchten  geometrischen  Orte  liegen,  sieht 
man,  wenn  cg*  =  gb*  =  cg  eingetragen  wird. 

Um  also  die  gestellte  Aufgabe  zu  lösen,  konstruire  man  nach 
dem  Vorhergehenden  die  beiden  Theile  c1cc1  und  ctfc*  (Taf.  III. 
Fig. 3)  unserer  Curve,  so  ist  c^g*,  weon  die  Curve  den  gegebe- 
nen Kreis  in  c2  schneidet,  der  dritte  Theil  des  Bogens  abg*; 
denn  es  ist  c^  =  q^9,  folglich 

^  ct99%  =      cc*9  =  \^  c9cz  * 

und  daher 

♦ 

^■"t9ff*  =  l^cggt  oder  Bog.  c,g*=i  Bog.  abg*. 
wenn  c%d  senkrecht  steht  auf  c6,  so  ist 

Bog.  ad  =  Bog.  dc%  =  Bog.  c*g\ 
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Ferner  ist  Bog.  e^ga*  der  dritte  Tbeil  des  Bogens  ang*9  wenn 
nämlich  Cg  der  Punkt  ist,  in  welchem  der  zweite  Tbeil  unserer 
Curve  den  gegebenen  Kreis  ausser  in  g  schneidet;  denn  es  ist 
c30  =  c^j ,  mithin 

„  .  „  .  =  l^cc3g  —  ^cgc9, 

folglich 

weil  aber  ^ Cgov^  =  ^ ctcn  und  ^  cgga  —  £ gcb  =  ^ ocn  =  ^ncg*t 
so  ist 

Fällt  man  daher  c3A  senkrecht  auf  ne,  so  ist 

Bog.  nh  =  Bog.  rtc,  =»  »  Bog,  c^o*  =  \  Bog.  oc'A, 

d.  h. 

Bog.  ac%h  z=z  Bog.  A«c3,=  Bog.  c3gg\ 

Es  bestimmt  mithin  der  Punkt  c3  den  dritten  Tbeil  desjenigen 
Bogens,  der  den  gegebenen  Bogen  abg*  zu  360°  ergänzt. 

Endlich  ist  der  vierte  Schnittpunkt  cs  nicht  ohne  Bedeutung 
für  die  Aufgabe.  Es  ist  nämlich,  wenn  man  fflr  den  Augenblick 
^ncg=^cgg*~a,  ^ncc*=z  ^czbzc=. ^b*gg*=ß  und  ^cc%b% 
=  ^cgb*  =  y  setzt,  2y  +  a  +  ßz=2K  und  y  =  ß  —  a,  folglich 
/J  =  i(2Ä  +  a),  d.  b.  Z  ncc*  =s  i(2Ä  +  ^  acA)  oder  Bog.  c8Ä7t 
=  $Bog,  abg^n.   Hierzu  addirt  Bog.  nc9g*  =  Bog.  nc3a  giebt; 

Bog.  c«»0*  s=  >  (Bog.  <%*»  +  3.Bog.  acht) 

=  J(B°S'  +4. Bog.  ac'n); 

weil  aber  2.  Bog.  acH~p—  Bog.  oo^4,  so  ist  endlich  Bog.  chig* 
*»  U'ip  —  Bog.  abg*),  wenn  nämlich  p  die  ganze  Peripherie  bezeichnet 

Die  gestellte  Aufgabe  Ist  somit  vollständig  gelftst  und  wir  Aigen 
nur  noch  folgende  Bemerkungen  hinzu.  Ist  der  gegebene  Bogen 
abg*  gleich  dem  Halbkreise,  so  fallen  (Taf.  III.  Fig.  4.)  die  Punkte 
<t«  Ca  tt.  s.  w,  und  c3,  C4  u.  s,  w.  alle  in  die  Gerade  mp%  und  der 
zur  Lüeung  der  Aufgabe  bestimmte  geometrische  Ort  ist  für  die- 
sen speziellen  Fall  die  Gerade  mp.  —  Ist  der  zu  theilende  Bogen 
abg*  (Taf.  III.  Fig.  5.)  gleich  einem  Quadranten,  und  man  trägt 
cg  =  eg*  =z  gb*  ein,  so  ist  gb*  eine  Tangente,  welche  den  gege- 
benen Kreis  im  Punkte  g  berührt;  trägt  man  daher  cg2=gb9$ 
grösser  als  cg,  ein,  so  liegt  der  Schnittpunkt  c3  ausserhalb  des 
Kreises;  wird  aber  co*2  =  #6a,  kleiner  als  cg»  eingetragen,  so 
liegt  auch  der  Schnittpunkt  c%  ausserhalb  des  Kreises,  woraus  man 
sieht,  dass  für  ^.acg*  =  R  der  zweite  Theil  unseres  geometrischen 
Ortes  mit  dem  Kreise  nur  den  Punkt  g  gemeinschaftlich  bat. 
Dies  lässt  sich  auch  aus  den  obigen  Resultaten  folgern;  denn  c8 
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(Taf.  III.  Fig.  1.)  bestimmte  den  dritten  Theil  des  Bogen«  agg*f 
wenn  aber  Bog.  a6^=Bog.  g*g=lp,  so  ist  Bog.  <jfy=i  Bog.  agg*, 
d.  b.  c3  fällt  mit  #  zusammen. 

lo  dem  mathematischen  Wörterbuche  von  KlOgel  beisst  es 
uoter  „Trisection  des  Winkels dass  M  on  tuet a  der  platonischen 
Schule  folgende  Losung  unseres  Problems  zuschreibt. 

Um  den  Winkel  ncg  =  egg*  (Taf.  III.  Fig.  3.)  in  drei  gleiche 
Theile  zu  theileo,  kommt  es  darauf  an,  nc  zu  verlängern  und 
dann  die  Gerade  gb±  so  zu  ziehen,  dass  c*b2  gleich  dem  Radius 
wird.  Wie  aber  der  Punkt  c±  gefunden  wird,  davon  findet  man 
nichts.  Kries  schreibt  dies  Verfahren,  zur  Lösung  des  Problems 
zu  gelangen,  dem  Archimedes  zu.  —  Folgendes  Mittel  zur  Lo- 
sung unseres  Problems  wird  in  Kluge  Ts  Worterbuch  vdn  Cam- 
panus angefahrt,  wovon  jedoch  behauptet  wird,  dass  eine  rein 
geometrische  Lösung  nicht  ausführbar  sei.  Wenn  nämlich  ^  ncg 
=  Z  egg*  (Taf.  III.  Fig.  3,)  der  zu  theilende  Winkel  und  cu  senk- 
recht  auf  nb  steht,  so  kommt  es  darauf  an,  den  Punkt  c,  so  zu 
bestimmen,  dass  cc+  =s  ca*.  —  Dass  diese  beiden  Lösungen  durch 
die  unsrige  gegeben,  sieht  man  auf  den  ersten  Blick. 

Jetzt  wollen  wir  zum  Schluss  noch  nachweisen,  dass  der  oben 
zur  Lösung  des  Problems  benutzte  geometrische  Ort  eine  gleich* 
seitige  Hyperbel  ist,  wie  sie  nach  K  Iii  gel  auch  die  analytische 
Lösung  ergiebt  Wenn  nämlich  c  und  cx  (Taf.  III.  Fig.  6.)  Punkte 
unserer  Curve  sind,  und  man  zieht  CC|,  so  ist  cmx  =  cxpx  (weno 
nämlich  wiederum  cm  =  mg,  mp  parallel  cb%  und  mq  senkrecht 
auf mp Ist);  denn  es  ist  ^cxcbx=z^ncq,  und  da  Z-c^cb^  <£qcwx, 
so  ist  4L  ncq  =  4L  qcm^ ,  und  daher  mxc  =  cn.  Ferner  ist  J^cmn 
££&gmnx,  folglich  mnz=mnl9  deshalb  aber  j£np3m~  4Lmptnx 
Ä  cifoPi  5=5  ^  CiPiPz »  d.  h.  np3  parallel  cct ,  folglich  cctp3n 
ein  Parallelogramm  und  daher  nc  =  clp3;  weil  aber  ncz=mxc  und 
ciP*z=clpx,  so  ist  mxc  =  cxpXl  wie  behauptet  wurde.  Dasselbe 
gilt  für  jeden  andern  Punkt  c«  unserer  Curve,  auch  für  den  ist 
r«ac  =  c^.  Ferner  ist  mn ;  nq  =  mp, :  cq ;  wird  nun  cxp4  senk- 
recht gelallt  auf  mp,  so  isU  cq  =  p9p4,  und  daher  mit :  nq^mp^  :pspit 
folglich  mn  +  nqimp^  +  pzp^  =e  mn:mp%  oder  mq :  wp^  =  mn :  mpt 
=mq\cq\  weil  aber  nq  =  cxp4t  so  ist  mq:mp4  =  cxp4:cq9  d.h. 
mq.  cq  =  mp4.cxpt.  Ebenso  findet  man  mq  .cq  =  mp^.c^p^  und 
so  dar  jeden  anderen  Punkt  unserer  Curve,  woraus  man  sieht, 
dass  dieselbe  eine  gleichseitige  Hyperbel  ist,  deren  Asymptoten 
mp  und  mq  sind  und  deren  Potenz  mq.cq  ist. 

Um  daher  den  Winkel  egg*  (Taf.  III.  Fig.  ?.)  In  drei  gleiche 
Theile  zu  theUen,  halbire  man  eg  in  m,  siehe  cq  parallel  gg*  und 
Talle  mq  senkrecht  auf  cq;  mache  dann  qd^qc,  beschreibe  fiber 
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md  den  Halbkreis  m/cd,  mache  /»/"=  qk,  errichte  fa  senkrecht 
auf  uod  mache  £fma  —  \R\  ferner  errichte  man  auf  ma  in  a 
die  Senkrechte  ax  und  mache  mb~tnx,  endlich  max^=ma  und 
m6,  —  mbi  so  sind  a  und  a.  die  Scheitelpunkte,  b  und  6.  die  Brenn- 
punkte der  gleichseitigen  Hyperbel,  deren  Schnittpunkt  mit  dem 
Kreise,  welchen  man  mit  cg  um  c  beschreibt,  den  dritten  Theil 
des  gegebenen  Winkels  bestimmt. 


M  i  8  c  e  I  1  e  n, 


Ueber  den  körperlichen  Inhalt  schief  abgeschnittener  drei- 
seitiger Prismen. 

Von  dem  Herausgeber. 

Die  Methode,  nach  welcher  in  den  Lehrbüchern  meistens  die 
bekannte  Formel  für  den  körperlichen  Inhalt  gerader  schief  abge- 
schnittener dreiseitiger  Prismen,  die  z.  B.  bei  dem  Nivelliren  für 
die  Berechnung  des  Erd -Abtrags  und  Erd-  Auftrags  von  so  un- 
gemein grosser  praktischer  Wichtigkeit  ist,  entwickelt  wird,  ist 
etwas  weitlaußg,  und  ihr  Verständniss  pflegt  ersten  Anfängern 
einige  Schwierigkeit  zu  mache«.  Leichter  scheint  die  folgende 
Methode  zum  Zweck  zu  fuhren  und  daher  der  Mittheilung  wohl 
werth  zu  sein,  wobei  ich  nicht  bloss,  wie  gewöhnlich  geschieht, 
ein  gerades,  sondern  ein  beliebiges  schiefes  Prisma  betrachten  werde. 

In  Taf.  I.  Fig.  10.  sei  de>  Körper  A  BA'B'A"^  ein  beliebiges 
schief  abgeschnittenes  Prisma,  dessen  drei  einander  parallele  Kan- 
ten AB,  A' B' ,  A" Bn ,  so  wie  sie  hier  aufsteigend  nach  der  Grösse 
geordnet  sind,  wir  respective  durch  a,  a* ,  a"  bezeichnen  wollen. 
Durch  den  Punkt  B  legen  wir  die  mit  AA' A"  parallele  Ebene 
BC'C",  wodurch  wir  das  dreiseitige  Prisma  ABA'C'A"C"  und 
die  vierseitige  Pyramide  BB'&'C'C  als  Theile  des  zu  berech- 
nenden Körpers  erhalten.  Bezeichnen  wir  das  von  A  auf  die  Ebene 
A'C'A^C  gefällte  Perpendikel  durch  h,  so  erhellet,  wenn  man 
sieh  das  Prisma  ABA'C'AttC"  zu  einem  Parallelepipedon  ergänzt 
denkt,  auf  der  Stelle,  dass 


Prisma  ABAtCtA*C*=\k.A'CAmC 

oder,  wenn  wir  das  von  A!  auf  A*C"  gefällte  Perpendikel  durch 
A'  bezeichnen,  

Prisma  ABA' C A"C  =\ahh' 

ist.    Ferner  ist 


Pyramide  BB'  B"C'C"  =  \h.  BtC BTC", 

also,  weil  das  Viereck  B'C'B'C  ein  Trapezium  ist,  dessen 
einander  parallele  Seiten  a' —  a,  a"—a  sind: 
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Pyramide  BB'B"€4C"  =  i {(«'-«)  +  (o"-a)}AA' 

■ 

oder   

Pyramide  BB'B"C'C"  =  \(a'  +  a"— 2a)AA'. 

Bezeichnen  wir  jetzt  den  gesuchten  Inhalt  des  schief  angeschnit- 
tenen dreiseitigen  Prismas  ABA'  B1  AN B"  durch  P,  so  ist  P  der 
Summe  der  beiden  vorher  betrachteten  Korper  gleich,  also: 

P  =  Uo  +  J(«'  +  «"-2«)t*V. 

woraus  sich  sogleich  P=  o(a  +  «'  +  a")hh'  ergiebt,  welche  For- 
mel ich  för  an  sich  bemerkenswerth  halte. 

Ist  das  schief  abgeschnittene  Prisma  ein  gerades,  so  dass 
die  paraHelen  Kanten  AB,  A  B',  A"B"  auf  der  Ebene  AA'A" 
senkrecht  stehen ,  wodurch  zugleich  das  Parallelogramm  A'CA"C" 
ein  Rechteck  wird,  so  fallt  h?  mit  A'A"  und  k  mit  der  Hohe  des 
Dreiecks  AA'A"  für  die  Grundlinie  A'A"  zusammen;  bezeichnen 
wir  also  den  Flächeninhalt  dieses  Dreiecks  durch  F,  so  ist 
F=z\hh't  also  AA'=2F  und  folglich  nach  dem  Obigen: 
P=  i(a  +  a'  +  a")F,  welches  die  bekannte  Formel  zur  Berech- 
nung des  körperlichen  Inhalts  gerader  dreiseitiger  schief  abge- 
schnittener Prismen  ist. . 

Legt  man  es  beim  Elementarunterrichte  in  der  Stereometrie 
gleich  vom  Anfange  an  darauf  an ,  bloss  diese  Formel  für  gerade 
dreiseitige  Prismen  zu  finden,  so  macht  man  die  Construction  wie 
vorher,  und  schliesst  dann,  indem  man  die  Höhe  des  Dreiecks 
AA'A"  für  A'A"  als  Grundlinie  jetzt  durch  h  bezeichnet,  kurz  auf 
folgende  Weise: 

Prisma      ABA'BA"BP  =  {h.  ÄrCTAnC~", 

Pyramide  BBBPVC*  =  \h.WUWC"\ 

also,  weil 

A'C'A"C"  =  a .  ÄT^,   B' C'B"C"  =  J  { (ä'  -  a)  +  (a*— a)  \ .  ÄHT 

ist :  '  

Prisma  ABA'BA"B"  =  hah .  A'A9, 

Pyramide  B«'Ä/,C/r=i(rt/+flff-2«)A. i^F. 

Bezeichnet  nun  P  den  gesuchten  Inhalt  des  schief  abgeschnitte 
nen  Prismas,  so  ist  P  =  { \a  +  J(a'  +  a"— 2<i) } .  h .  ~ÄrÄ" ,  also 
P=  \{a  +  a'  +  a")  h.  A'A".  Bezeichnet  aber  F  den  Flächeninhalt 
des  Dreiecks  AA'A"t  so  ist  htA'A"  =  '2F,  also  P=t(a+a'+a")F, 
wie  bewiesen  werden  sollte.  Mir  scheint  diese  Entwickelung  der 
meistens  in  den  Lehrbüchern  gewöhnlichen  weit  vorzuziehen  zu  seht, 

Ueber  die  allgemeinere  Formel  P=  l(a+a'  +  a")hh'  ist  noch 
die  folgende  Bemerkung  zu  machen.  Bezeichnen  wir  den  Nei- 
gungswinkel der  Ebenen  AA'A"  und  A'  C'A"C"  l*egen  einander 

durch  t,  so  ist  offenbar         die  Höhe  des  Dreiecks  AAfrA",  in 

Bezug  auf  die  Grandlinie  A'A",  and  folglieh 
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„k.jPA*  t  gFsinrf, 

2sini  '  ^  • 

also  nach  dem  Obigen: 

. .        .  A'Fsint 

Bezeichnen  wir  aber  ferner  den  Winkel  A'A"ß*  tturtb  a,  10  i«t 

A'  =  4'  ^4" .  sin  a ;  folglich :  P  =j  \(a +  «'  +  a")  Fsin  «  sin  t.  För  das 
gerade  dreiseitige  Prisma  ist  er =1=90*;  also  P—\(a  +  a'  -\-a")F, 
wie  oben. 


Demonstratio  theorematin  Fermatii.  ( Vid.  Tom.  XXVII.  p,  11&) 

AucU  Dr«.  Ckristianu  Fr.  Lind  man,  Lect.  Strengen. 

Lemma.  Eadem  hypotbesi  atque  in  theoreraate  facta,  est 
(Tat  I.  Fig.  9.): 

F&=s2AFxBG. 
Quia  &ACF  simUe  est  A°  CEff  et  &BDG  A°  DEJB,  habemus 
AF:AC=CH:EG9  BG.AC~DH.EH  . 

vel 

AF  X  BG :  ACx  BG  =  CHxDHiDHxEH , 

BGxAC.ÄC*        -DHx  EH.  EH* 

et  ex  aequo   

AFxBGiAC*-  CHX  DH:EH*. 

Quia  est  Cff^  AK,  DH  =  BK,  evadit 

CHxDH=TEK*,  AFx  BG : AC* ss EE? : EH*. 
Triangula  vero  similia  EFG,  ECB  dant 

EK:EH~FGiCD  (Tel  AB), 

ande    

AFxBG:  AC*  =  FG2:  4£* 

vel  alternando 

JFX  BG:  FG*  =  AC*.  ÄE*  =  1:2, 

qnia  per  byp.  AB*  =  2^0".     q.  e.  d. 

Jan»  facillima  est  theorematis  demonstratio.   Sectmdam  Edd. 
(II.  4.)  est 

Am=AG*  +  ßG*+2AGxBG. 

Qoum  vero  sit       

AG=zAF  +  FG,  BG*  +  2BGX  FG  =  BF* —  FG*t 

efadit  _    ^ 

^S5  +  BF» -  FS»  +  2^Fx BG 

vd  vi  lemroatfa    _ 

ilB«  s=  i4G*  +  2fF*  q.e.d. 
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W.  H.,B.  Webster,  The  Recurring  Monthly  Periods  and 
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CXVII. 

•  4  »  ■         ►  • 

 —  .  '  

■      "  I 

Am  16ten  November  1857  starb  zu  Berlin  der  frühere  Pro- 
fessor der  Mathematik  am  dortigen  Königlichen  Cadetten  -  Corps 
und  an  der  Universität  Dr.  Johann  Philipp  Grüson,  das  älteste 
Mitglied  der  Königlichen  Akademie  der  Wissenschaften,  im  90steo 
Lebensjahre,  seit. vielen  Jahren  pensiooirt 

Die  Mittheilung  eines  Necrologs  von  einer  kundigen  Feder 
rar  Aufnahme  in's  Archiv  würde  uns  angenehm  sein.  Gr. 


Geometrie. 

Ueber  harmonische  Punkte.  Von  Prof.  Paul  Hackel. 
(Programm  des  k.  k.  Ober-Gymnasiums  zu  Böhmisch- 
Leippa  amSchlusse  des  Schuljahres  1857.)  Prag,  Druck 
von  Haase  Söhne.   1857.   8.  ■ 

Es  ist  von  uns  schon  öfter  als  zweckmässig  anerkannt  wor- 
den ,  dass  zum  Gegenstande  von  Schul  -  Programmen  solche  der 
neueren  Forschung  angehörende  Theorieen,  die  nicht  in  den  Kreis 
der  gewöhnlichen  Elemente  gehören,  gewählt  werden,  wie  in  dem 
vorliegenden  Programm  die  Theorie  der  harmonischen 
Punkte.  Dergleichen  Abhandlungen,  wenn  ihr  Gegenstand  so 
einfach  und  deutlich  behandelt  wird,  wie  in  der  vorliegenden 
Schulschrift,  können  dann  sehr  wohl  dazu  dienen,  um,  fähigem 
and  vorgerückteren  Schülern  zum  eigenen  Studium  in  die  Hände 
gegeben,  dieselben  weiter  zu  üben  uud  mit  der  neueren  weiteren 
Ausbildung  der  Geometrie  und  der  Wissenschaft  überhaupt  be- 
kannt zu  machen.  In  sehr  zweckmassiger  Kürze,  wie  es  das 
Bedürfnies  der  Schüler  fordert,  ist  in  der  vorliegenden  Schrift 
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die  Theorie  der  harmonischen  Ponkte  recht  deutlich  in  systema- 
tischem Zusammenhange,  behandelt  worden,  und  es  finden  sich 
auch  manche  hübsche  eigene  Beweise  darin,  wie  z.  B.  17.,  23.,  24. 
u.s.w.  Auch  ist  zweckmässig  in  26.  die  Anwendung  der  Sätze 
von  den  harmonischen  Punkten  zu  der  kurzen  Entwickelung  der 
Grundformel  der  Theorie  der  sphärischen  Spiegel  gezeigt,  und 
mehrere  geometrische  Aufgaben  sind  zu  weiterer  Erläuterung  am 
Schluss  aufgelost. 

_  ;  

*  .  •  .      ■       »  • 

Optik. 

Ich  habe  es  im  Interesse  der  Sache  für  meine  Pflicht  gehal- 
ten, nachstehende  mir  zugesandte  Anzeige  ihrem  wesentlichen  Inhalte 
nach  im  Archive  abdrucken  zu  lassen.   In  Bezug  auf  die  angege- 
benen Leistungen,  insofern  dieselben  vollständig  erfüllt  werden,  sind 
die  Preise  allerdings  niedrig  gestellt.  Gesehen  habe  ich  jedoch  bis 
jetzt  keios  dieser  Instrumente,  so  dass  ich  mir  also  ein  Urtheil 
über  dieselben  nicht  erlauben  kann,  da  mir  auch  kein  anderes  frem- 
des Urtheil  zur  Seite  steht.   Rucksichtlich  der  Preise  bitte  ich  die 
auch  ungemein  niedrig  gestellten  Preise  der  so  vortrefflichen  Instru- 
mente des  Herrn  v.  Steinheil  in  München  im  Literar.  Bericht 
Nr  XCVII.  S.8.  und  Nr.  CXI.  S.7.  zu  vergleichen.  Grunert 

Empfehlung  vollkommen  achromatischer  optischer  Instrumente. 

Zu  den  wesentlichsten  Hülfsmitteln  der  Naturwissenschaft  gehören 
unstreitig  das 

Fernreftur,  ftüLkroskop  und,  die  üupe» 

Eine  weitere  bekannte  Thatsache  int  es,   dass  diese  Instrumente  cnni 

wissenschaftlichen  Gebrauche  einen  hohen  Grad  der  Vollkommenheit 
erreicht  haben  müssen,  wenn  sie  dienstthnend  sein  sollen,  in  weichem 
Falle  dieselben  aber  auch  dann  beim  Ankauf  sehr  theuer  zu  stehen  kommen. 

Mein  Zweck  ist  nun ,  Instrumente  von  vorzüglicher  und  geprüfter 
Gate  am  die  möglichst  billigen  Preise  allen  denen  au  liefern,  welche 
sich  thetl*  als  Fachmänner  mit  dem  Studium  der  Naturwissenschaft  be- 
aohäftigen*  sheils  aber  auch  denen,  welche  bloss  als  Liebhaber  natur- 
wissenschaftliche Studien  eultivire«. 

Die  Instrumente  ersterer  Art  sind  Fernrohre  von  24w  Oeffnnng  und 
24"  Brennweite  mit  verstellbarem  irdischen  Okulare  von  30 — lOroaligor 
Vergrößerung,  mit  40  ,  60  ,  80  und  12GmaIiger  astronomischer  VergrÖs- 
serung.  Ein  solches  Fernrohr  erhält  eine  mit  horizontaler  und  verti- 
kaler ß  ewegung  versehene  ßauroschraube  oder  auf  Verfangen,  ehr 
Stativ  mit  Sucher. 

0ie  Instrumente  der  zweiten  Art  sind  kleine  Tüheri,,,:mitl1rdiWh'W 
und  astronomischen  Okularen  bei  14*  ÖdftrangTrauV  BhmnW«**. ■ 
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irdische  Okular  vergröeeert  20ma|,  die  3  astronomischen  SO,  60  uad  tJOnittl» 
da»  Instrument  erhält  gleichfalls  eine  Bauroscbranbe  oder  Stativ  aof 
Verlangen  und  es  werden  die  Instrumente  der  ersten  ond  zweiten  Art  in 
eleganten  Kastchen  geordnet  dein  Käufer  überliefert  und  sind  beide  In- 
strumente mit  gezähnter  Windenetange  und  mit  Getriebe  der  feinere« 
Einstellung  halber  versehen. 

AI«  Leistungsfähigkeit  der  betagten  grösseren  Instrumente  wird  ga~ 
rsatirt,  data  bei  günstiger  Atmosphäre  und  hohem  Stunde  des  Planeten 
die  Tiseilung  des  Saturn  s-Ringe« ,  die  Theilnng  äusseret  feiner  Doppel- 
sterne, wies.  b\  Mesarthira  im  Widder,  6  Sterne  im  Trapez  des  Orions- 
Nebel«  etc.  beobachtet  werden  können,  auch  wird  bei  irdischen  'Beob- 
achtungen auf  eine  Entfernung  von  2  deutschen  Meilen  jede  Bewegung 
eine«  Menschen  noch  erkannt  werden.  Die  kleineren  Tuben  werden 
▼erhnl tnisstnässig  Aehnticbes  leisten  und  es  wird  mit  demselben  der  Ring 
des  Saturns,  die,  Phasen  der  Venus,  feinstes  Detail  auf  der  Mondoberv 
fläche,  die  Streifen  des  Jupiter  und  die  Verfinsterung  seiner  Trabanten, 
sowie  nicht  allzu  nahestehende  Doppel*tern6  beobachtet  werden  können, 
wenn  die  letzteren  nicht  unter  5  Sekunden  Distanz  haben* 

Weiter  Hess  ich  anfertigen  «nm  bequemen  Handgebrauche  anf  Rei- 
sen und  Spaziergängen  sogenannte  Feldstecher,  das  sind  kleinere  irdi- 
sche Fernrohre  nach  neuerer  Constrnction. 

Diese  Instrumente  von  älterer  Einrichtung  finden  wegen  ihres  klei- 
nen Sehfeldes  wenig  Anklang  mehr,  leb  Hess  dieselben  nun  in  der  Weise 
ausführen,  dass  dieselben,  unbeschadet  der  Deutlichkeit,  eine  ungemein 
grosse  Oeffnung  des  Ohjectivs  bei  kurzer  Brennweite  erhalten,  wodurch 
das  Instrument  ein  grosses  Gesichtsfeld  darbietet.  Das  achromatische 
Doppelokular  hat  über  7  pariser  Linien  Oeffnung  und  dabei  doch  eine 
•o  kleine  Zerstreuungsweite,  dass  es  eine  namhafte  Vergrößerung  ge- 
stattet, ohne  die  Bilder  am  Rande  des  Gesichtsfeldes  zu  verziehen. 
Die  Leistungsfähigkeit  eines  solchen  Instrumentes  wird  dahin  gnrantirt : 
auf  eine  Entfernung  von  2  deutsehen  Meilen  werden  kleine  Fensteröff- 
nungen ohne  Mühe  erkannt  und  gezählt,  auch  die  Bewegungen  eines 
Menschen  anf  eine  Meile  beobachtet.  Die  Instrumente  eignen  sich  wegen 
ihrer  Bequemlichkeit  mit  kleiner  Bannischraube  versehen  für  Forstleute, 
Bahnbedienstete  und  Reisende,  sowie  sie  auch  bequem  für  die  Bühne 
zu  gebrauchen  sind,  Weil  aie  neben  ihrer  Leistungsfähigkeit  für  die 
Ferne  auch  die  Künstler  auf  den  Brettern  in  unmittelbare  Nähe  de« 
Beobachters*  bringen.  Ihre  Länge  beträgt  ausgezogen  4}  und 
Zttsa in meageschoben  2§*  pariser  Masses. 

Die  Einrichtung  dieser  Instrumente  ist  nicht  etwa  bloss  ein  optischer 
Gedanke,  dessen  Realisirbarkeit  noch  in  Frage  steht,  sondern  es  sind 
solche  bereits  ausgeführt  und  ihre  Leistungen  erprobt. 

Endlich  erbiete  ich  mich  auch,  zusammengesetzte  Mikroskope 
Aersten,  Apothekern,  Naturforschern  und  Technikern  zu  liefern  und  sie 
werden  den  Anforderungen  der  Wissenschaft  entsprechen;  dieselben  ge- 
währen einen  ausreichenden  Wechsel  von  V  ergrösser  ungen;  vou  der  Wachen 
•4s«nr  nut^saniigen  im  Diameter  bioansteigend  ,  dienen  sie  zur  Beteach- 
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fang  transparenter,  wie  opaker  Objecte.  Der  Objecten träger  iat  durch 
eine  gezähnte  Stange  beweglich  and  da«  ganze  Instrument  iat  ao  raoia- 
ersparend  in  ein  Mahagoni -Kästchen  geordnet,  dass  es  der  Besitzer  auf 
allen  Ausflügen  ohne  alle  Belästigung  mit  sich  führen  kann ,  Freiheit 
von  prismatischen  Farbenrändern,  grosse  KJarheit  und  feine  Deutlichkeit, 
ohne  dass  das  Auge  des  Beobachters  durch  jenes  eigenthämliche ,  falsch 
gebrochene  Licht,  welches  ein  Fehler  so  mancher  Mikroskope  iat,  be- 
lästigt wird,  sind  die  Eigenschaf ten  meiner  zusammengesetzten  Mikroskope, 

Beispielshalber  wird  als  eine  der  Leistungen  dieser  Mikroskope  auf- 
geführt, dass  es  die  Liniamente  auf  den  Flügelschuppen  des  Kohl  weiss- 
lings erkennen  lässt,  welche  Beobachtung  bekanntlich  an  den  schwieri- 
geren der  Mikroskopik  gehört. 

Jedem  Instromente  werden  eine  Anaahl  Probeobjecte  beigegeben. 

Meine  vorzüglichen  Lupen  zum  Gebrauche  und  zur  vorläufigen  Be- 
obachtung mikroskopischer  Objecte  mit  aplanatischer  Constrnction  in 
Messingröhrchen  gefasst  von  24maliger  bis  60maliger  Vergrösserung  im 
Diameter  kann  ich  Aerzten  und  Apothekern  bestens  empfehlen. 

Refractoren  von  4"  freier  OefFnung  bis  9*  werden,  paralak tisch  auf- 
gestellt,  um  die  möglichst  billigsten  Preise  für  Sternwarten  angefertigt 
und  bei  vollkommenster  Achromasie,  Klarheit  und  Deutlichkeit  der  Bil- 
der über  die  ganze  Fläche  des  Objectives  wird  auf  einzulaufende  Be- 
stellung hin  die  Leistungsfähigkeit  garantirt. 

Die  vorläufigen  Preise  der  vorbenannten  Instrumente  sind  : 

1)  Tuben  24'"  OefFnung  mit  verstellbarem  irdischen  Okulare,  90  und 
40raaligcr  Vergrösserung,  dann  40  ,  60  ,  80  und  126maliger  astro- 
nomischer Vergrösserung,  40  Thlr.  preuss.  Cour,  oder  70  fl.  rhein. 
oder  60  fl.  Conv.-M. 

2)  Toben  von  14'"  Oeflnung  mit  20maliger  irdischer,  30,  60  und 
80maligcr  astronomischer  Vergrösserung,  28  Thlr.  preuss.  Cour, 
oder  49  fl.  rhein.  oder  42  fl.  Conv.-M. 

3)  Feldstecher,  8 Thlr.  preuss. Cour.  od.  14  fl.  rhein.  od.  1211.  CM. 

4)  Mikroskope,  wie  oben  angeführt,  14  Thlr.  preuss.  Cour,  oder 
24  fl.  30  kr.  rhein.  oder  21  fl.  Conv.-M. 

6)    Lupen,  2 Thlr. preuss.  Cour,  oder  3  fl.  30  kr.  rhein.  oder  3  fl.  C.-M. 
6)   Refractoren  werden  bei  Bestellung  nach  Grösse  der  Objectiv- 
Fassung  und  Aufstellung  berechnet. 
Anmerkung.    Die  Tnben  1  und  2  werden  auch  ohne  astrono- 
mische Okulare  abgegeben  und  dann  um  4  Thlr.  billiger  ver- 
kauft, so  dass  der  grössere  Tubus  dann  nur  36  Thlr.  oder  63  fl. 
rhein.  oder  54  fl.  Conv.-M.,  der  kleinere  Tubus  24  Thlr.  oder  42  fl. 
rhein.  oder  36  fl.  Conv.-M.  kosten  wird.    Briefe  und  Gelder  wer- 
den franco  erbeten  einzusenden. 
Den  Instrumenten  sub  1.,  2.  und  3.  iat  eine  Baumschraube  beige- 
geben.   Stative  werden  eigends  berechnet  und  je  nach  der  Bestellung 
möglichst  billig  angefertigt. 

Die  Objective,  aus  Crown-  und  Flintglas  bestehend,  bei  denen  aar 
Kugelgestaltfehler  über  daa  ganze  Objectiv  strenge  vermieden  Ist,  war* 
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Jen  vollkommen  achromatisch)  wehlver  packt  aaf  Wag  and  Gefahr 
der  Besteller  abgeliefert.  —  Die  Bezahlung  erfolgt  erst  nach  empfan- 
genem Instrumente  und  erprobter  Leistungsfähigkeit,  welche  dafür  ga- 
rantirt  ist.  Zu  diesem  Behufe  werden  alle  Instrumente  Tor  der  Versen- 
dung tob  einer  eigenen  Coramission  von  Sachkennern  geprüft,  da* 
Gstachten  dem  Empfänger  mit  eingesendet  und  das  Instrument  zurück- 
genommen (für  den  Fall  es  nicht  beschädigt  ist),  wenn  die  verbrochene 
Leistungsfähigkeit  nicht  erreicht  sein  sollte. 

Der  Preis  der  Instrumente  ist  absichtlich  niedrig  im  Verhältnisse  au 
den  Freisen  optischer  Instrumente  anderer  optischen  Werkstätten  $eljuil- 
ten,  um  den  Ankauf  für  oben  bezeichnete  Zwecke  au  ermöglichen. 
Bestellungen  nimmt  entgegen 

August  Lamprecht.     .  ...  :i 
kgl.  bajer.  Hofapo  theker  in  Bamberg.  • 


'"  Vermischte  Schriften. 

Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  de* 
Wissenschaften  zu  Wien.  (Siehe  Literarischer  B?er. 
Nr.  CXVI.  S.  13.) 

Jahrgang  1857.  Band  XX  VI  II.  Heft  2.  Schrotte;:  4* 
die  krystallinische  Textur  des  Eisens  von  Einfluss  auf  sein  Ver- 
mögen, magnetisch  zu  werden.  S.  472.  —  Pohl:  Ueber*  ein 
neues  Sonnen -Okular.   S.  482. 

Jahrgang  1857.  Band  XXIV.  Heft  1.  Aus  einem  Schrei- 
ben des  Grafen  F.  Schaf  fgotsch  an  Herrn  Dr,  Natterer  über 
eine  akustische  Beobachtung  bei  der  chemischen  Harmonika.  S.  3. 
—  Ettingshausen,  A.  v. :  Bericht  über  das  Arithmometer  des 
Herrn  Thomas  (in,  die  Leistungen  des  Herrn  Thomas  sehr  an- 
erkennender Weise).  S.  16.  -  Schrötter:  üeber  die  Ursachen 
des  Tons  bei  der  chemischen  Harmonika.   (Auf  S.  4.  weiset  Herr 
Schrötter  nach,  dass  er  die  von  dem  Grafen  Schaffgotsch 
jetzt  veröffentlichten  Beobachtungen  über  die  chemische  Harmo- 
nika schon  im  Jahre  1843  gemacht  und  das  Allgemeinste  darüber 
in  dem  amtlichen  Berichte  über  die  21.  Versammlung  deutscher 
Naturforscher  veröffentlicht  habe.   Die  in  dem  vorliegenden  Au£ 
satze  von  Herrn  Schrötter  gegebene  Erklärung  dieser  Erschei- 
nungen ist  sehr  lehrreich  und  verdient  alle  Beachtung.)  S.  18.  — 
Zantedeschi:  Ricerehe  sul  efäldrico Taggiante.*  S  .  43.  —  Petz- 
▼al:  Bericht  über  optische  Untersuchungen.  (Dieser  Bericht,  nebst 
zwei  Fortsetzungen  in  diesem  und  dem  folgenden  Hefte, 
die  mit  grosser  Ausdauer  von  Herrn  Professor  Prfival 
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fortgesetzten  optischen  Untersuchungen  giebt  ein  sehr  klare»  Btftd 
de»  Ganges  und  der  Tendenz  derselben  im  Allgemeinen,  und  wei*. 
set  mehrere  durch  dieselben  schon  jetzt  gewonnene  sowohl  wis» 
sensehaftlich  ah«  praktisch  sehr  wichtige  Resultate  auf.  Insbe- 
sondere bat  Herr  Professor  Petztal  auch  der  gesammten 
Befeuefafongs- Theorie  grosse  Aufmerksamkeit  gewidmet,  ist  dabei 
zu  verschiedenen  sehr  merkwürdigen  Resultaten  getätigt,  und  hat 
eine  eigene  Beleuchtung* •  Wissenschaft  geschaffen,  die,  was 
wenigstens  den  mathematischen  Theil  betrifft,  als  abgeschlossen 
befrachtet  werden  darf.  Sowohl  in  praktischer,  als  auch  in  theo- 
retischer Röcksicht  ist  sehr  zu  wünschen,  dass  flerr  Professor 
Petzval  die  mühsam  und  mit  grossem  Scharfsinne  gewonnenen 
Resultate  seiher  Forschuhgen  auf  dem  ganzen  Gebiete  der  Optik 
in  rlera  grossen  Werke,  mit  dessen  Ausarbeitung  er,  wie  wir 
wissen,  schon  seit  vielen  Jahren  beschäftigt  ist,  dem  wissen- 
schaftlichen und  technischen  Publikum  recht  bald  vor  Augen  lege 
und  zu  dessen  Gemeingut  m.ache.)  ß.  50.  —  Ritter  v.  Perger: 
Ueber  die  Vervielfältigung  von  Lichtbildern  (Photographien)  durch 
4$tzungen  und  Galvanoplastik.  $.  70.  —  Z  enger:  Ueber  eine 
neue  Bestimmungsmetbode  des  Ozon -Sauerstoffes.  S.  78.  —  Petz* 
val:  Fortsetzung  des  Berichts  über  optische  Untersuchungen. 
S.  92.  —  Hornstein:  Ueber  die  Bahn  der  Calliope  und  ihre 
Opposition  im  Jahre  1859.   S.  106. 

,  Jahrgang  1857.  Band  XXIV.  Heft  2,<  Petzval:  Fort- 
setzung des  Berichts  über  optische  Untersuchungen.  Dritte  Fort- 
setzung.  S.  129.  —  Alle:   Ueber  die  Bahn  der  Lätitia.  S.  159. 

Lüwy:  Ueber  die  Bahn  der  Leda.  8.  173.  (Fleissige  Ar- 
beitender Wiener  Sternwarte,  wie  die  obige  des  Herrn  Hornstein 
über  die  Calliope.)  —  Aus  einem  Schreiben  des  Herrn  Prof.  Beer 
in  Bonn  an  das  wirkliche  Mitglied,  Herrn  Sectionsrath  Haidinger 
(betreffend  einen  vom  Herrn  Prof.  Beer  gefundenen  <  bemerkens- 
wert!) en  Satz  der  Mechanik,  zugleich  in  Bezug  auf  die,  die  Bahn- 
enden umhüllenden  Flächen  des  zweiten  Grades).   S.  314. 

.,,  i  p,ie  Atti  dell'  Accademia  Pontificia  de*  JSuovi  hyn-, 
cfi*  sind  durch  den  in  ihnen  enthaltenen  reichen  Schatz  gediegener^ 
Arbeiten  gegenwärtig  so  wichtig  ffir  die  Wissenschaft»  dass  ich 
ip/ir^  es,  dmrcb  besonders  güqstige  Umstände  in  sehr  liberaler,  von 
jmr  mit  dem  grpesten  Danke  anerkannter,  Weise  dazu  in  den  Stand, 
gesetzt,  angelegen  sein  lassen  werde»  den  Inhalt  der  einzelnen. 
Thcjle  inßglicM,  bald  nach  ihrem  EnBcbsin^  in  dem  Atcb^e, 
mjtznflieilsn,  -  *  ■<  ■< 

I     Die  Ihteo  Sitr  in  Rom  habende  Acc ad e»ts  de.  bi»c*i, 
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r«n  Federico  Cesi  im  Jahre  1603,  ist  «>ine  der  älte- 
sten und  berühmtesten  Akademieen  in  Italien,  und  hat  zwar  im 
Laufe  der  Jahre  mannigfaltige  Umgestaltungen  erfahren,  bei  allem 
Wechsel  der  Schicksale  aber  i innrer  ihren  alten  Ruhm  bewahrt. 
Den  Namen  Aecademia  de'  Nuovi  Lincei  hat  sie  im  Jahre 
1740  bei  ihrer  zweiten  Umgestaltung  erhalten.  Ihre  neueste ,  sehr 
vervollkommnete,  ganz  dem  gegenwärtigen  Zustände  der  Wisseöi 
Schäften  entsprechende  Gestalt  verdankt  sie  aber  seit  dem  Jahre 
1847  durchaus  Seiner  Heiligkeit  dem  jetzt  regierenden  Pabste 
Pio  IX.,  der  bekanntlich  nicht  nur  ein  grosser  Könner,  sonde« 
auch  der  grüsste  Beschützer  und  Beförderer  der  Wissenschaften 
in  seinen  Staaten  ist.  Der  erste,  die  Jähre  1847—48  enthaltende 
Thell  Uirer  „AttH*  .st  zu  Horn  im  Jahre.  1«61  erschienen"  und 
enthält;  ausser  andere«  wertvollen  wissenschaftlichen  Arbeite^ 
eine  sehr  interessante  und  in  allgemeiner  titerar- historischer  Hin- 
sicht sehr  wichtige  Geschichte  der  Akademie  seit  rhret  Gründung 
bis  zu  ihrer  neuen  Organisation  im  Jahre  1847:  '    •  <f  \, 

Sie  zählt  unter  ihren  jetzigen  ordentlichen  Mitgliedern  eine 
grosse  Anzahl  berühmter  Namen :  Abate  Ottaviano  Astplfi, 
professore  di  matematica  nel  collegio  di  Propaganda  Fide;  den, 
durch  seine  grossartigen  Arbeiten  auf  dem  Felde  der  Geschichte 
der  Mathematik  so  berühmten  D.  Baldassarre  ßoncompagni^ 
dei  pHncini  di  Plombitto;  D.  Ignaziö  Calandretlt,  profes- 
sore di  ottica  e di astronomia nell' universita di  Roma,  zugleich  Direc- 
tor  des  pontiticio  naovo  osservatorio  dell'  universita  roraana,  ed 
annesso  all*  aecademia,  dessen  durch  Zeichnunsen  erläuterte  Be- 
schreibung sich  in  den  Atli.  Anno  Vi.  p.  367.  findet;  San  Ber- 
olo  Nicola  Caval  ieri,  prol'essore  emerito  di  architettura  statica 
e  idraulica  nell'  universita  di  Roma;  P.  Domenico  C  helini  delle 


lica  nell'  universita  di  Roma;  Gtultano  Pieri,  prnfessore 
d "introdnzinne  al  eaicolo  sublime  nell  universita  di  Roma;  D.  Sal- 
v  a  tore  Proj  a,  nominato  a  professore  futuro  di  elementi  di  inate- 
matica  nell'  universita  di  Roma;  P.  Angelo  Secchi,  de  IIa  com- 
pagnia  di  Gesu,  direttore  dell'  osservatorio astreoomico  de! collegio 
romano,  den  Lesern  der  „astronomischen  Nachrichten" 
duuh  viele  verdienstliche  Arbeiten  wohl  bekannt;  die  Beeehrei- 
buug  des  osservatorio  del  collegio  romano  ist,  durch  Zeichnungen 
erläutert,  in  den  Atti.  Anno  VH.  p.  1.  gegeben;  Carlo  Sereni, 
professore  di  geometria  descrittiva  e  idromefria  nell  universita  di 
Roma;  D.  Barnaba  Tortojini,  professore  di  calcolo  sublime 
nell'  rnnrersita  di  Roma,  berühmt  durch  die  grosse  Anzahl  seiner 


trefllichen  analytischen  Arbeiten  und  die  Herausgabe  der  „  Annali 
di  scicu/e  matematiche  e  fisiche;  ,  Dott.  cav.  l'aolo»  Velpicc 1 1 i , 
professore  di  fisica  sperimentale  nell'  universita  di  Koma,  Sekre- 
tair  der  Akademie,  berühmt  nicht  bloss  durch  seihe  wichtigen 
physikalischen  Arbeiten,  sondern  aneb  durch  seihe  Ohtersücnun- 
*en  auf  dem  Gebiete  der  Zahlenlehre. 


> 
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.    Dar  neueste  zehnte,  Band  der  Atti  dell'  •  AccademU 

pDntifieia  de'Nuovi  Lincei.  Toroo  X.  Anno  X.  (1856 — 57.) 

Roma.  1856.  4.  enthält  die  folgenden,  dem  Kreise  des  Archive 

angehörenden  Abhandlungen:  • 

Prof.  R.  P.  A.  Secchi:   Ricerche  sulla  luce  eiettrica.  p.  9 

Comm.  Alessandro  Cialdi:  Appendice  alla  memoria  inti- 
tolato:  Ceoni  sul  rooto  ondoso  del  mare,  e  sulle  correotl  di  esso.  p.  12. 

Prof.  D.  Ignazio  Cal  andre  Iii :  Sulla  rifrazione  solare,  p.25. 

Prof.  Paolo  Volpiceili:  Sugli  spezzamenti  diversi  che  puö 
subire  nn  dato  numero,  tutti  ad  una  stessa  legge  di  partizione 
«ubordlnati.   p.  43-122. 

Prof.  N.  Cavalieri:  AIcune  ricerche  mtorno  alle  serie  aritme- 
ticbe.   p.  78. 

Prof.  R.  P.  Angelo  Secchi:  AIcune  ricerche  di  astronomia  si- 
derale,  relative  specialruente  alla  distribuzione  delle  stelle  nello 
spazio.  p.  100-  265-337. 

Prof.  R.  P.  Angelo  Secchi:  Intorno  ad  an  nuovo  baro- 
metrografo.    p.  137. 

Prof.  D.  Ignazio  Calandrelli:  Osservazioni  astronomiche, 
fattenel  nuovo  pontificio  osservatorio  della  romana  universitä.  p.  146. 

Prof.  Paolo  Volpiceili:  Sulla  legge  di  Martotte,  e  sopra 
nn  congegno  nuovo,  per  facilroente  dimostrarla,  nelle  sperimentaii 
pubbliche  lezioni.   p.  181-393-430. 

De  La  Rive:  De  l'influence  du  mouvement  mäcanique  dang 
l'action  du  magnetisme  sur  les  corps  non  magnetiques.    p.  903. 

Prof.  J.  Calandrelli:  Sopra  i  movimenti  propri  delre  stelle, 
p.  209—213. 

Dr.  R.  Fabri :  Sulle  cnrve  cicloidali. 

F;  Woepcke:  Recherches  sur  plusieurs  onvtages  de  Leo- 
nard de  Pise.   p.  236. 

Prof.  P.  Maggiorani :   Sulla  endosroosi  dell'  albumina. 

Prof.  Paolo  Volpiceili:  Quarta  communicazione  sulla  elet- 
trostatica  induzione»    p.  280. 

Dr.  R.  Fabri:  Brevi  osservazioni  sugli  sperimenti,  riportati 
contro  la  nuova  teorica  del  Melloni  sulla  induzione  elettrostatica. 

p>  331. 

Prof.  R.  P.  Angelo  Secchi:  Sulle  varfazioni  o  perturba- 
ziont  straordinarie  dell  'ago  magnetico.   p.  373. 

Prof.  Carlo  Dr.  Maggiohari:  Nuove  osservazioni  micro- 
scopiche  sull'azione  che  ia  eflettricita  esercita  sull  'allbumina.  p.  376. 

D.  Ruggiero  Fabri:  Sulla  curvatura  delle  linee  cicloi- 
dali. p  .  m. 

,  Prof.  R.  P.  Angelo  Secchi:  Osservazioni  aatronomicbe 
diverse,  p.  414.    ..  „;  i .  ••/  * 

Man  sieht' hieraus,  wie  reich  an  einer  grossen  Anzahl  wich- 
tiger und  interessanter  Arbeiten  der  vorliegende  neueste  Band, 
eben  so  wie  seine  Vorgänger,  ist. 
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XVI. 

Die  orthogonale  Transversale  und  die  Brennlinie  der 
zurückgeworfenen  Strahlen  für  die  gemeine  Cycloide, 
wenn  die  einfallenden  Strahlen  der  Axe  derselben  pa- 
rallel sind;,  und  für  die  logarithmische  Spirale ,  wenn 
die  einfallenden  Strahlen  vom  Pol  derselben  ausgehen. 

Von 

■t  .' 

Herrn  Friedrich  Gauss, 

Candidaten  der  Mathematik  zu  Greif  awald. 


\  i 


§  1. 

Wenn  \ 

9>(*i»yi)=0'  /^».v)=ü 
die  Gleichungen  resp.  einer  zurückwerfenden  Curve  und  der  ortho- 
gonalen Transversale  der  einfallenden  Strahlen  sind,  so  findet  man 
die  Gleichung 

F(x',y')=:0 

der  orthogonalen  Transversale  der  zurückgeworfenen  Strahlen  leicht 
auf  folgende  Art.  Die  Gleichungen  der  Normalen  der  beiden  ortho- 
gonalen Transversalen  für  die  dem  Einfallspunkte  (xlt  y,)  ent- 
sprechenden Punkte  (x,  y)  und  (x1 ,  y')  sind  bekanntlich 

dx  ,  Bx' 

folglich  ist,  da  sie  auch  durch  den  Punkt  (xlt  y,)  gehen, 

^i-^  +  (STi-y)^  =  0,  (1) 

*.-*'+(*-»')g=o.  •.  •  •  •'.  -M 

Th.il  XXX.  9 
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Die  trigonometrischen  Tangenten  der  von  den  Normalen  der  ortho- 
gonalen Transversale  der  einfallenden  Strahlen,  der  zurückwer- 
fenden Curve  und  der  orthogonalen  Transversale  der  zurückge- 
worfenen Strahlen  für  die  einander  entsprechenden  Punkte  {x,  y), 
(xi>  Vi)»  (x> *  y')  m*t  dem  positiven  Theile  der  Abscissenaxe  ein- 
geschlossenen Winkel  sind  offenbar 

X  —  X\  VJfj        x'  —  Xi 

Folglich  sind,  wie  leicht  erhellet,  die  Quadrate  der  trigonometri- 
schen Tangenten  des  Einfalls-  und  des  Reflexionswinkels: 

y—yi  .  ga  )2     (  y'— yi  ,  ^1  )a 

X—  Xy  *  8fr       f  }     X'-X^^  ( 

1 1 _ ö      (      f 1_ .v'-yt  ^i  | 

p 

Bezeichnet  man  diese  Winkel  durch  91  und  tp' ,  so  findet  man 
nach  der  Formel  ' 


leicht : 


.  tango» 
8,n°a=r+la-ni7« 


^  ^+(l,y,,("-*'),+<»-*jt»' 


ich  ist  nach  dem  Gesetze  der  Zurückwerfung: 

1  |  # 


(3) 


Die  Nenner  der  Grössen  auf  beiden  Seiten  des 
chens  sind  offenbar  die  Quadrate  der  Längen  des  einfallenden 
und  des  zurückgeworfenen  Strahls,  vom  Einfallspunkte  bis  zu  den 
betreffenden  orthogonalen  Transversalen  gerechnet.  Bezeichnet 
man  diese  Grössen  durch  r»  und  r'a,  so  findet  man  durch  Diffe- 
rentiation nach  xY  : 
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s 

"    ^=(— )(a%-0  +  ^)(|.g-fe).  ... 

d.  i.  nach  (1)  und  (2) : 

rs^=-,a:-a;«+(j'-y')ä^t- 

Dies  mit  (3)  verbanden  giebt: 
also  ist 

Mithin  ergiebt  sich  durch  Integration 

Die  willkürliche  constante  Grösse  C,  welche  in  der  Gleiobong 
zwischen  r  und  r'  auftritt,  zeigt  an,  dass  es  unendlich  viele  ort  ho- 
gonale  Transversalen  der  zurückgeworfenen  Strahlen  giebt.  Setzen 
wir  C=0,  so  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

Werden  Strahlen  von  einer  beliebigen  Curve  zu- 
rückgeworfen, so  entspricht  jeder  orthogonalen  Trans- 
versale der  einfallenden  Str ah  len  jederzeit  eine  ortho- 
gonale Transversale  der  zurückgeworfenen  Strahlen 
von  solcher  Beschaffenheit,  dass  für  jeden  Punkt  der 
zurückwerfenden  Curve  die  Längen  des  einfallenden 
und  zurückgeworfenen  Strahls,  vom  Einfallspunkte  bis 
zu  den  entsprechenden  orthogonalen  Transversalen 
gerechnet,  einander  gleich  sind. 

Dieser  Satz  lasst  sieb  auch  also  aussprechen: 

Werden  Strahlen  von  einer  beliebigen  Curve  zu- 
rückgeworfen, so  ist  die  einhüllende  Curve  aller 
Kreise,  welche  eine  beliebig  angenommene  orthogo- 
nale Transversale  der  einfallenden  Strahlen  berühren 
und  deren  Mittelpunkte  auf  der  zurückwerfenden 
Curve  liegen,  eine  orthogonale  Transversale  der  zu- 
rückgeworfenen Strahlen. 

9* 
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Ein  ähnlicher  SaU  lässt  sich  eben  so  leicht  fiir  den  Fall  der 
Brechung  beweisen. 

Für  C  =  0  erhalten  wir  statt  der  Gleichung  (3)  die  beiden 
Gleichungen  # 

(x~xx)*  +  (y-yi)2  =     -*i)Ä  +  (y  -*>Ä.  " 

d.  i. 

xt  +  y»  _2(a:a;1  +yy,)  =  *'*  +  y"— 2(i'*i  +  if'yi) »  (4) 

Um  nun  die  Gleichung  der  orthogonalen  Transversale  der  zurück- 
geworfenen Strahlen  zu  erhalten,  hat  man  aus  den  Gleichungen 

f{x,  y)  =  0,  <p(xl9  yi)=0 

•  •  >      *  *  ■ 

nnd  den  Gleichungen  (1),  (4),  (5)  die  Grossen  x,  y,  yt  au 
eliminiren. 

Da  die  Brennlinie  der  zurückgeworfenen  Strahlen  von  diesen 
beröhrt  wird,  so  ist  sie  die  Evolute  der  orthogonalen  Transver 
sale  der  zurückgeworfenen  Strahlen,  und  Ifisst  sich  ah$o  nach  der 
Theorie  der  Evolution  ohne  Schwierigkeit  finden. 


1 '  . , 


§.  2. 


■ 

I.  Es  sei  die  Basis  einer  gemeinen  Cycloide  die  Abscissen- 
axe,  indem  man  die  positiven  Abscissen  nach  derselben  Richtung 
hin 'nimmt,  nach  welcher  sich  der  eräugende  Kreis  hin  bewegt, 
und  die  Axe  der  Cycloide  der  positive  Theil  der  Ordinatenaxe. 
Bezeichnet  ferner  <p  den  Wälzungswinkel  und  r  den  Radius  des 
erzeugenden  Kreises,  so  sind  bekanntlich 

xx  =r(<p  — »  —  sin<p),  yx  =  r(l  —  cosqp)    .    .  (1) 

die  Gleichungen  der  Cycloide.  Für  der  Axe  der  Cycloide  parallel 
einfallende  Strahlen  ist  offenbar  jede  sie  senkrecht  schneidende 
gerade  Linie  eine  orthogonale  Transversale  dieser  Strahlen.  Neh- 
men wir  als  solche  die,  die  Cycloide  im  Scheitel  berührende  ge- 
rade Linie,  so  ist  deren  Gleichung 

y  =  2r, 
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und  die  dem  Punkte  (xx ,  yx)  der  Cycloide  entsprechende  Ausrisse 
=  Wir  erhalten  also  nach  den  Gleichungen  (4)  und  (5)  de« 
vorigen  Paragraphen: 

*i 2  +  (2r)*  -  2  (*,«  +  2ryx)  =  x'*  +  y '*  -  2  (jr'a*  +  y'y, ) , 
(x'-x1)dxl  f  (y-2r)9yi=0 

oder 

^(r-y^rr^-^+y^-Vyi»  •  •  •  •  (2) 

Or'-^a^^cy^ar)^;  .....  (3) 

aurf  denen  wir  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (1)  xx  und  yx  eliminiren 
müssen,  um  die  Gleichung  einer  orthogonalen  Transversale  der 
zurückgeworfenen  Strahlen  zu  erhalten.  Aus  (!)  erhalten  wir  durch 
Differentiation : 

h  *  * 

öj?j  =  t  ()  —  cos  9)89,   Byt  =  r sin  j 

Setzen  wir  diese  Wertbe  und  die  Werthe  von  xx  und  yx   in  die 
Gleichungen  (2)  und  (3),  so  erhalten  wir: 

4?tcos9  =  {:r'  —  rfo>  —       sin  9)  l* -f  y'*— 2ry(l  — C060>),  (4) 
— r(o> — —  sin a>) I (l  —  cos <p)  = — (y'  —  2r)sing?.  .  (5) 

Nehmen  wir  aus  der  Gleichung  (5)  den  Werth  von  x'  —  r(g>— «— sin  9) 
nnd  setzen  ihn  in  die  Gleichung  (4),  so  wird 

•  * 

4r*eos<p(l— cos<p)a = (y 2r)Vin<)t>a  +  y  '»(1 — cosqp)2— 2ry  '(1  -  cosg>)»  , 

Hieraus  ergiebt  sich  nach  leichter  Rechnung: 

y'» — ry  (3  +  cos  g>«)  =  -  2ra  (1  +  cos  9») , 

oder,  wenn  wir  das  Quadrat  auf  der  linken  Seite  des  Gleichheits- 
zeichens vervollständigen, 

tyi-lr(3  +  cos<)p4))4=  ir*(l- cos  <>>*)•, 

und  hieraus: 

Vi  —  lr($  +  cos  g>»)  =  ±  ir  (1  -  cos  q>*). 

Nehmen  wir  in  dieser  Gleichung  das  obere  Zeichen,  so  ergäbe 
sich  y*  =  2r,  d.i.  die  Gleichung  der  orthogonalen  Transversale 
der  einfallenden  Strahlen.  Es  ist  daher  das  untere  Zeichen  zu 
nehmen,  und  wir  erhalten  demnach: 

y  =  r(l  +  cos^)=:4r(3+cos29).   .    ...  (6) 

■ 
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Verbinden  trir  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  (5),  so  ergiebt 
shib  leicht! 

x'  =  r(qp  —  «  +  sin<pco8<p)  =ir(<p— »  +  Jsin2g>).  ..  (/") 

Setzen  wir  jetzt  2<p  =  7j  4- *f>>  also  qp  —  *t=  —  w),  sin2(pi=  — sinij;, 
cos2g>  = — cosi/>  nnd  r+y'  fär  y ,  so  nehmen  die  Gleichungen 
(7)  und  (6)  folgende  Gestalt  an : 

ar'  =  ir(i//—  *  —  «inip),   y' =  ;r(l  —  cosif;).  .   .  (8) 

Hieraus  ergiebt  sich  folgender  merkwürdiger  Satz: 

Wirft  eine  gemeine  Cycloide  ihrer  Axe  parallele 
Strahlen  zurück,  so  giebt  es  immer  eine  orthogonale 
Transversale  der  zurückgeworfenen  Strahlen,  die 
wieder,  eine  gemeine  Cycloide  ist,  deren  Axe  und 
Scheitel  mit  der  Axe  und  dem  Scheitel  der  zurück- 
werfenden Cycloide  zusammenfallen,  die  aber  durch 
einen  Kreis  erzeugt  ist,  dessen  Radius  halb  so  gross 
als  der  Radius  des  die  zurückwerfende  Cycloide  er- 
zeugenden Kreises  ist. 

Man  kann  diesen  Satz,  mit  Rücksicht  auf  den  zweiten  im 
vorige«  Paragraphen  ausgesprochenen  Satz  auch  folgendermaßen 
ausdrücken : 

Die  einhüllende  Curve  aller  Kreise,  welcbe  die 
durch  den  Scheitel  einer  gemeinen  Cycloide  an  diese 
gezogene  Tangente  berühren,  und  deren  Mittelpunkte 
auf  dieser  Cycloide  liegen,  ist  wieder  eine  gemeine 
v  Cycloide,  deren  Axe  und  Scheitel  mit  der  Axe  unü 
dem  Scheitel  jener  zusammenfallen,  die  aber  durch 
einen  Kreis  erzeugt  ist,  dessen  Radius  halb  so  gross 
als  der  Radius  des  jene  Cycloide  erzeugenden  Krei- 
ses ist. 

II.  Nach  der  Theorie  der  Evolution  ist  die  ßrennlinic  der 
zurückgeworfenen  Strahlen  der  geometrische  Ort  der  Krüramungs- 
Mittelpunkte  der  orthogonalen  Transversale.  Es  ist  daher,  wenn 
wir  die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Brennlinie  durch  x%  y  be- 
zeichnen, 
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oder,  wenn  wir  x'  und  y  als  Functionen  einer  dritten  Variabein  , 
<p  betrachten, 

Durch  Differentiation  von  (7)  und  (6)  erhalten  wir: 

■  '.'S 

dx'  3=  r  (1  +  cos2g>)dai,   öy'  =  *-  rsin2ejda>  j 
=  —  2r  sin  2<pö<p*,    0y = — 2r  0082980)* ; 
und  hieraus:  ,  , 

aar'*  +  oy*  s=  2r*  (1  +  cos  2tp)  fy* , 
aa^y— ty'd»*'  =  -  2r*(l  +  cos2g>)ao58. 

Substituiren  wir  diese  Werthe  und  die  Werthe  von  (7)  und  (8) 
im  die  Gleichungen  (9)  und  (10),  so  wird 

*  =  4*  (2g>^2*— sin2g>),  9  =  ir(l  -  cos2o>).  .  .  <<U) 

j  »"»Iii 

Setzen  wir  2o>=2?c  +  x,  so  ist  2(g>  —  w)  =  X,  sin2o>=sinx. 
cos 2?  =  cos  x,  und  unsere  Gleichungen  nehmen  folgende  Gestalt  an : 

* 

x  =  Jr(x— sinj),   y=rir(l  — cosx).  •    .    .  (12) 

Dies  fuhrt  zu  folgendem  merkwürdigem  Satze: 

Die  Brennlinie  der  Von  einer  gemeinen  €ycloidc 
zurückgeworfenen  Strahlen  für  der  Axe  derselben  pa- 
rallele einfallende  Strahlen  ist  wieder  eine  gemeine 
Cycloide,  deren  Basis  und  Anfangspunkt  der  Bewev- 
gung  mit  der  Basis  und  dem  Anfangspunkte  der  Bewe- 
gung der  zurückwerfenden  Cycloide  zusammenfallen1, 
die  aber  von  einem  Kreise  erzeugt  ist,  dessen  Radius 
halb  so  gross  als  der  Radius  des  die  zurückwerfende 
Cycloide  erzeugenden  Kreises  ist 

m.  Bezeichnen  wir  die  Länge  des  zurückgeworfenen  Strahls 
vom  Einfallspunkte  bis  zur  Breenlinie  der  zurückgeworfenen  Strah- 
len durch  Rt  so  ist  bekanntlich  , 

*  • ,  Ii* 

d.  i.,  wenn  wir  die  Werthe  von  x,  y,  xit  jj,  einführen. 
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Ä*  s=r  ra{(siug>  —  sing)  cos  g>)*+  (cosqp — cosgp*)*} 
=  ra(l  — cosg>)a 

also 

 (13) 

* 

Dies  Resultat  führt  uns  zu  folgendem  Satze: 

Wenn  eine  gemeine  Cycloide  ihrer  Axe  parallele 
Strahlen  zurückwirft,  so  ist  die  Länge  jedes  zurück- 
geworfenen Strahls  vom  Ein lallspunkt  bis  zur  Brenn- 
linie der  zurückgeworfenen  Strahlen  gleich  der  Länge 
des  entsprechenden  einfallenden  Strahls  vom  Ein- 
fallspunkt bis  zur  Basis  der  zurückwerfenden  Cycloide. 

Den  obigen  Satz  über  die  orthogonale  Transversale  der  zu« 
rückgeworfenen  Strahlen  'kann  man  auch  folgendermassen  aus- 
sprechen: 

Wenn  eine  gemeine  Cycloide  ihrer  Axe  parallele 
Strahlen  zurückwirft,  so  ist  die  Länge  jedes  zurück- 
geworfenen Strahls  vom  Einfallspunkt  bis  zur  ortho- 
gonalen Transversale  der  zurückgeworfenen  Strahlen 
gleich  der  Entfernung  des  Einfallspunktes  von  der 
durch  den  Scheitel  an  die  Cycloide  gezogenen  Tangente. 

Aus  diesen  beiden  letztereu  Sätzen  folgt  wieder  folgender  Satz: 

Wenn  eine  gemeine  Cycloide  ihrer  Axe  parallele 
Strahlen  zurückwirft,  so  ist  die  Summe  der  Länge  des 
zurückgeworfenen  Strahls  vom  Einfallspunkt  bis  zur 
Brenolinie  der  zurückgeworfenen  Strahlen  und  der 
Länge  des  zurückgeworfenen  Strahls  vom  Einfalls- 
punkt bis  zur  orthogonalen  Transversale  der  zurück- 
geworfenen Strahlen  einer  constanten  Grosse,  näm- 
lich dem  Durchmesser  des  die  zurückwerfende  Cycloide 
erzeugenden  Kreises  gleich. 

Die  beiden  letztern  Sätze  gelten  natürlich  nur  für  die  ortho- 
gonale Transversale  der  zurückgeworfenen  Strahlen,  deren  Glei- 
chung wir  oben  unter  1.  gefunden  haben.  ,„ 

Schliesslich  mag  noch  bemerkt  werden,  dass,  wie  leicht  zu 
erweisen  ist,  die  einhüllende  Curve  der  Verbindungslinien  des  be- 
schreibenden Punktes  mit  dem  Mittelpunkte  des  erzeugenden  Krei- 
ses eben  unsere  unter  II.  bestimmte  Brennlinie  ist.  Daher  fallen 
jene  Verbindungslinien  mit  den  zurückgeworfenen  Strahlen  zusammen. 
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§.  3. 

I.  Die  logaritbmische  Spirale  ist  bekanntlich  eine  Curve  von 
solcher  Beschaffenheit,  dass  sich  die  Logarithmeo  der  Radien 
Vectoren,  in  Bezug  auf  einen  gegebenen  Punkt  als  Pol,  verhalten 
wie  die  zugehörigen  Polarwinkel,  oder  d  ass  das  Verhältniss  des 
Logarithmus  des  Radius  Vector  zum  zugehörigen  Polarwinkel  ein 
coostantes  ist.  Bezeichnet  a!  dieses  constante  Verhältniss  und 
Vi  und  qpj  die  polaren  Coordinaten,  so  haben  wir' also  als  Glei- 
chung der  logarithmischen  Spirale: 

...  .  »-  •  ■••  «. 

b 

log«!  =  a'?,. 

6 

Setzen  wir  logt?]  =  mlni>| ,  wo  unter  dem  Logarithmen  auf  der 
rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  der  natürliche  mit  der  Basis 
e  zu  verstehen  ist  und  m  den  Modulus  des  TiOgarithroensystems 
mit  der  Basis  b  bezeichnet/ und  a!  =  mo,  so  nimmt  obige  Glei- 
chung folgende  Gestalt  an : 

Inr!=a(p,,  (1) 

oder 

vx=ze*9>.    .   (2) 

Nun  sei  der  Pol  der  Anfang  rechtwinkliger  Coordinaten  und  die 
feste  Axe,  auf  welche  die  Polarwinkel  sich  bezieben,  der  positive 
Theil  der  Abscissenaxe,  und  es  werde  der  positive  Theil  der 
Ordinatenaxe  so  angenommen,  dass  man,  um  vom  positiven  Theile 
der  Abscissenaxe  durch  den  Coordinatenwinkel  hindurch  zum  posi- 
tiven Theile  der  Ordinatenaxe  zu  gelangen,  sich  nach  derselben 
Richtung  hin  bewegen  muss,  nach  welcher  die  positiven  Polar- 
winkel genommen  werden. 

Wenn  nun  die  logarithmische  Spirale  von  ihrem  Pol  aus- 
gehende Strahlen  zurückwirft,  so  ist  jeder  aus  dem  Pol  als  Mit- 
telpunkt mit  beliebigem  Radius  beschriebene  Kreis  eine  ortho- 
gonale Transversale  der  einfallenden  Strahlen.  Setzen  wir  diesen 
Radius  =0,  so  haben  wir,  um  die  Gleichung  der  orthogonalen 
Transversale  der  zurückgeworfenen  Strahlen  zu  erhalten»  in  den 
Gleichungen  (4)und (5)  des  §.  1.  ar=0,  y =0  zu setzen.   Dies  giebt 

I  ■     ■„      \         ^*+Sf'»p=2(^1+yyl),   .....  fft,. 

.T'3*i+y%i=0.  ......  (4) 

Es  ist  aber 
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also 

dxx  =  cos  9>idt?i  —  Vi  sin  g>iBg>i , 
öyj  =sin9iap1  +  vt  cos  ; 
d.  i.,  da  i?!  =  e«*s  dt?!  =  «ef  id^i  =  at^c^  ist: 

dxt  =  vt  (a  cos  —  sin  <px)  Bq>t , 
öjfi  =  t>i  (asintp,  +  cos«?,)^. 


wir  ferner  die  polaren  Coordinaten  der  orthogonalen 
Transversale  der  zurückgeworfenen  Strahlen  durch  t>'  und  <p' ,  so  ist 

3?'  =  »'cosqp',   y' =t?'sing>'. 

Die  Gleichungen  (3)  und  (4)  erhalten  demnach  folgende  Gestalt: 

v'  =  2r,  (cos  <px  cos  <p'  +  sin  9l  sin  9')  =  2r,  cos      —  9')  (5) 
und  ' 

cosy'Cacesfp!— sinqp^  +  sin  9'  (asin^  +cosg>1)  =  0 

oder 

sin  (pi  cos  9'  —  cos  <px  sin  cp'  —  a  (cos     cos  <p'  +  sin  9^  sin  cp') 

°der  i, ,  *  frj  .." 

tangOp,- ?>')  =  «  (6),r 

Hieraus  ergieht  sich,  da  nach  (5)  cos(<p,  —  cp')  positiv  ist, 

cos(9l  —  tp')z=  Tr~=. 

V  I  -f  o* 


folglich  ist  nach  (5) 


2p 

'-VIT** (7> 

Ferner  ergiebt  sich  aus  (6) 

/       J      I    A     i.  !<  Hon 

<P!  —     =  äjt  +  Arctanga, 

wo  k  eine  gewisse  positive  oder  negativejganze  Zahl  und  Arctaoga 
den  kleinsten  zu  tang  {cpx  —  cp')  gehörigen  Bogen  bedeutet.  Da 
aber  cos^j—  y')  stets  positiv  ist,  also  <pi~-cp'  im  ersten  oder 
vierten  Quadranten  sich  endigen  muss,  so  muss  k  eine  gerade 
Zahl  sein.    Wir  wollen  daher 

<p,  —  <p'  =  2£rc  -f  Arctang  a 
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schreiben,  wo  k  eine  gewisse  positive  odemegatjve,  gerade  oder 
ungerade  ganze  Zahl  bedeutet.   Es  ist  also 

cpt  =  <p*  -I-  Ikn  +  Arctanga, 
Dieser  Werth  in  (7)  eingeführt  giebt: 

9 

t>'  =  -^^.co(sp'  +  2**  +  ^cfa»*a)  ^  .    .    .  (8) 

als  polare  Gleichung  der  orthogonalen  Transversale  der  zurück- 
geworfenen Strahlen.  Nehmen  wir  nun  die  Polarwinkel  tf;  unter 
Beibehaltung  desselben  Pols  in  Bezug  auf  eine  feste  Axe,  deren 
Lage  in  Bezug  auf  die  primitive  feste  Axe  durch  den  Winkel 

I  VT+ö» 

a = — 2kn—  Arctang  a  -f  -In  ^ — 

bestimmt  wird,  so  ist 

l  VTTö5 

<p'  =:  *  +  y  a=  ^—2£nr  —  Arctang«  +  -In  — • 

In  Bezug  auf  das  secundare  System  erhält  daher  «Tie  Glei- 
chung (8)  folgende  Gestalt: 

oder 

v'  =  e**  (9) 

Hieraus  ergiebj  sich  folgender  merkwürdiger  Satz: 

Wirft  eine  logarithmische  Spirale  von  ihrem  Pole 
ausgebende  Strahlen  zurück,  so  giebt  es  immer  eine 
orthogonale  Transversale  der  zurückgeworfenen  Strah- 
len, welche  eine  der  zurückwerfenden  gleiche,  nur 
eine  andere  Lage  habende  logarithmische  Spirale  mit 
demselben  Pol  ist. 


Diesen  Satz  kann  man  auch,  in  Rücksicht  auf  den  zweiten 
im     1.  ausgesprochenen  Satz,  foigendermassen  aussprechen: 

Die  einhüllende  Curve  aller  Kreise,  deren  Mittel- 
punkte auf  einer  logarithmischen  Spirale  liegen  und 
deren  Peripherien  durch  ilen  Pot  derselben  gehen;  ist 
eine,  jener  gleiche,  nur  eine  andere  Lage  bähende 
logarithmische  Spirale  mit  demselben  Pol. 
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iL  Bezeichnen  x,  y  and  x' ,  y'  die  rechtwinkligen  Coordina- 
ten  der  Brennlinie  und  der  orthogonalen  Transversale  der  zurück- 
geworfenen Strahlen  in  Bezug  auf  unser  jetziges  Cootdinatensystem, 
d.  i.  in  Bezug  auf  die  jetzige  feste  Axe  als  positiven  Tbeil  der 
Abscissenaxe,  so  ist 

x'  =  v'  cost/;,   y  =  e'sint/;, 

und,  wenn  v  und  q>  die  polaren  Coordinaten  der  Brennlinie  der 
zurückgeworfenen  Strahlen  in  Bezug  auf  unser  jetziges  System 
bezeichnen, 

:r=:FCosgp,    #  =  r>sing> 

Wir  erhalten,  wenn  wir  in  Bezug  auf  als  unabhängige  Variable 
differentiiren, 

dx'  =  cos-^öp'  —  r'sin^öi^,  ^ 

*     *   .  i  '  *  * 

dy'  =z»'mtpdv'  -f  v'  cos  tyüty ; 

Px'  =  cost^aV  -  »sioydv'dty  -  v'  cos^*, 

8*y  =  sioi/>aV  +  2cosipöp'öi^—  ü'sint/;9^*j 

av  =  «*«-^»  =s  aVty*  • 


ist, 


a^r'  =  (a  cos  t/;  —  sin  ij/)  r'ßi/^ » 
=z  (a  sin  ^  -f  cos  t/>)  P^t/; ; 
a*z'  =  (a2  cos    —  2a  sin  tj>  —  cos  y^p'dif;* , 
ay  =  (a8sini/>  +  2a  cos  V»  —  sin  ty)  v'dil>* 


Also  ist 


!  t  I 


a^  +  ay2  =  («Hi)^e^, 

Wir  erhalten  also  leicht  nach  §.  2.  (9),  (10): 

t>  cos  g>  =  ©'  cos  t/;  — «?'  (a  sin  ^  +  cos  ty)  =  —  ot?'  sin  (10) 
vsinqp  =  r'gini^  -f  »'(acosi/;  —  sin^)=    au' cos  1/;.  (11) 

Dividiren  wir  diese  beiden  Gleichungen  durch  einander,  so  be- 
kommen wir  .-.»., 

cotg9>  =  —  tang^ 
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i 

i 

oder  - » s 

tangan:-9)  =  tang(-^). 

Hieraus  ergiebt  sich  allgemein 

{n  —  y  —  kit  —  ty,    if;  =         (£«  — 9), 

wo  fc  eine  gewisse  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet. 
Setzen  wir  den  Werth  von     in  (10)  oder  (11),  so  erhalten  wir 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nach  dem  k'  gerade  oder 
ungerade  istf  Nehmen  wir  nun  a  als  positiv  an  (was  uns  offen- 
bar gestattet  ist,  da  wir  in  dem  entgegengesetzten  Falle  in  der 
Gleichung  der  gegebenen  logarithmischen  Spirale  nur  — <pt  för  <px 
zu  setzen,  d.i.  die  Polarwinkel  nach  der  entgegengesetzten  Rich- 
tung zu  nehmen  brauchten,  um  den  Factor  von  <pv  positiv  zu 
machen),  so  kann  in  obiger  Gleichung  nur  das  obere  Zeichen  gel- 
ten, also  k  nur  gerade  sein,  und  wir  haben  daher  unter  dieser 
Voraussetzung 

ijj  =  2k'n  —  (irc  —  (p),    p  =  or' 

zu  setzen,  wo  K  eine  gewisse  positive  oder  negative  ganze  Zahl 
bezeichnet.   Wir  erhalten  also 

v  =  aeaxP  z^aeoWn-ln+V»     ....  (12) 

als  Gleichung  der  Brennlinie  der  zurückgeworfenen  Strahlen.  Neh- 
men wir  jetzt  wieder  die  Polarwinkel  %  der  Brennlinie  in  Bezug 
auf  eine  feste  Axe,  die  in  Bezug  auf  die  zuletzt  angenommene 
feste  Axe  durch  den  Winkel 

a*  —\ii-Wn-  llna 

a 

i 

bestimmt  wird,  so  ist 

] 

9>  =  «'  +  Z  =  X  +  -  -  In  a. 

h  wird  die  Gleichung  (12) : 

.m*  ...   (13) 

Dies  giebt  uns  folgenden  merkwürdigen  Satz : 

Die  Brennlinie  der  von  einer  logarithmischen  Spi- 
rale zurückgeworfenen  Strahlen  für  vom  Pol  derselben 
ausgehende  einfallende  Strahlen  ist  eine,  der  zurück- 
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werfenden  gleiche,  our  eine  andere  Lage  habende 
logarithmisebe  Spirale  mit  demselben  Pol*). 

Die  festen  Axen,  in  Bezug  auf  welche  die  Polarwinkel  if>  und 
1  der  orthogonalen  Transversale  und  der  Brennlinie  der  zurück- 
geworfenen Strahlen  genommen  werden,  werden  in  Bezug  auf  das 
primitive  System  bestimmt  durch  die  Winkel 

«=— 2Ar»  —  Arctanga  +  -  In  ^  ' 


{9=a+ =       2(*  +  *0*-  Arctangfl  +  iln^ii- 

f 

oder,  was  dasselbe  ist,  durch  die  Winkel 

• !*  •* ■  •  :*     .  '>'< 

:V.      >  ■  ... 


l ,  VT+ii*  4 

«i=-  In  y  Arctanga, 


A==ä  ,n  — 2a""*  +        Arctan&  a  =  a  ln  2£ —  +  Arctang a- 


*)  Dieter  $ats  ist  bekanntlieh  schon  von  Jae.  Bernoiilli  gefon- 
den  worden,  was  jedoch  Herr  G.  nicht  wusste)  und  seine  Ableitung 
desselben  ist  durchaus  eigentümlich.  D.  H. 


il'tf'        . »         i.  "     ' .   V '1  •'.  1 1  :   1  • '  -:  •  >J    ' ' '     f-'r»     •  ■ 

M"«iir.  Tt  •  ,*•  1  !  '•   "»»t|4      »Ii         I  »  .«  »  h 


■ 


;  i  > 


t-'t  '  '  n  -  "i  •         i»  '1   '<.  1'  <" 

.  „  >  •  ■  .  ;i  \  'i  ■» :  .•tili'! 


; .      •    >  '  r  i 
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XVII. 

Ueber  eine  von  transcendenten  Operationen  nicht  ab- 
hängende Formel  zur  Auflösung  des  irreduciblen  Falls 
bei  den  cubischen  Gleichungen. 

■  4 

Von 

dem  Herausgeber. 


In  seinen  Werken  Thl.I.  S.  636.  hat'  Jacob  BernoulH  einige 
atigemeine,  bloss  algebraische  Operationen  in  Anspruch  nehmende 
Formeln  znr  Auflösung  der  Gleichungen  des  dritten  und  vierten 
Grades  gegeben,  welche  sämmtlich  aus  einer  in's  Unendliche  fort- 
schreitenden  Anzahl  von  Gliedern  bestehen.  Naturlich  hat  er  keine 
dieseT  Formeln  mit  völliger  Strenge  gerechtfertigt.  Ich  sage 
„natürlich",  weil  die  von  Jacob  BernoulH  gegebenen  soge- 
nannten Beweise  dieser  Formeln  ganz  der  völlig  ungenügend en 
Art  und  Weise  entsprechen,  wie  man  in  älterer  Zeit,  —  und  auch 
leider  nur  noch  zu  häufig  heutzutage,  —  dergleichen  Dinge  zu 
behandeln  pflegte,  wodurch  meistens  so  gut  wie  nichts  bewiesen, 
vielmehr  Alles  in  Zweifel  gelasseu  wurde.  Denn  bei  allen  der- 
gleichen Untersuchungen  kommt  es  darauf  an,  —  was  die  ältere 
Behandlungsweise  ganz  bei  Seite  setzte,  —  streng  zu  zeigen, 
dass  die  Werthe  der  in  Rede  stehenden  in's  Unendliche  fortschrei- 
tenden Ausdrucke  sich  einer  bestimmten  Gränze  in  der  That 
immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähern, 
wenn  man  nur  eine  hinreichende  Anzahl  von  Gliedern  dieser  Aus- 
drücke bei  der  Berechnung  ihrer  fortschreitenden  Werthe  benutzt, 
und  dass  diese  Gränze  die  Grösse  ist,  deren  Bestimmung  die 
Aufgabe  verlangte,  also  im  vorliegenden  Falle  eine  WTurzel  der 
aufzulösenden  Gleichung  des  dritten  oder  vierten  Grades. 
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Eine  genaue  Untersuchung  der  sehr  bemerkenswerthen,  von 
Jacob  Bernoulli  gegebenen  Ausdrücke  bat  mir  gezeigt,  dass 
sie  in  der  Allgemeinheit,  wie  nie  von  ihrem  berühmten  Urheber 
aufgestellt  werden,  keineswegs  gültig  sind.  Zugleich  aber  führte 
diese  Untersuchung,  deren  Resultat,  wie  gesagt,  zum  Theil  ein 
negatives  war,  und  die  ich  daher  hier  vollständig  mitzutheilen 
keineswegs  die  Absicht  habe,  zu  dem  Schlüsse,  dass  gerade  nur 
im  sogenannten  irreduciblen  Falle  bei  den  cubischen  Gleichungen 
der  in  Rede  stehende  Bernoul Ii' sehe  Ausdruck  wirklich  eine 
Wurzel  der  Gleichung  liefert,  und  zu  deren  Berechnung  gebraucht 
werden  kann.  Weil  ich  diese,  den  irreduciblen  Fall  darstellende 
Formel  für  merkwürdig  halte,  werde  ich  die  von  mir  über  die- 
selbe angestellte  Untersuchung  im  Folgenden  mittheilen.  Da  diese 
Formel  insofern  algebraischer  Natur  ist,  weil  sie  bei  der  Berech- 
nung der  WTurzel  der  cubischen  Gleichung  bloss  einfache  alge- 
braische Operationen  in  Anspruch  nimmt,  freilich  aber  auch  das 
Transcendente  keineswegs  verleugnet,  indem  sie  aus  einer  in's 
Unendliche  fortschreitenden  Anzahl  von  Gliedern  besteht,  wie 
dies  nicht  anders  sein  kann ,  da  die  reellen  Wurzeln  der  cubischen 
Gleichungen  im  irreduciblen  Falle  nun  einmal  transcendente  Gros- 
sen sind,  die  auch  eine  kürzlich  angeblich  gegebene:  „Endliche 
Lösung  des  dreihundertjährigen  Problems*' nicht  zu  alge- 
braischen Grossen  zu  machen  im  Stande  gewesen  ist;  so  wird 
man  vielleicht  die  im  Folgenden  besprochene  JacobBernoulli'  sehe 
Formel  als  einen  freilich  sehr  bescheidenen  Beitrag  zu  der 
Losung  dieses  „dreibuudertjährigen  Problems"  zu  betrachten  ge- 
neigt sein*),  wenn  auch  fieilich  hier  eigentlich  gar  kein  Problem 
mehr  zu  losen  ist,  da  ja  die  schönste,  einfachste  und  zweckroässigste 
Lösung  schon  mittelst  der  Kreisfunctionen  gegeben  ist. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  p  und  q  zwei  positive,  nicht 
verschwindende  Grössen  bezeichnen ,  wollen  wir  die  folgenden 
Grössen  einer  genaueren  Betrachtung  unterwerfen : 

#1  =  Vp , 

j?4  =  V(p  +  V(p2  +  oar8)) , 

u.  s.  w. 
Xn  =  V(p  +  V(p*  +  qXn-l)). 

Dass  zuerst  diese  Grössen  sämmtlich  positiv  sind,  (alltauf  der 

Stelle  in  die  Augen. 



*)  Ei  möge  hier  auch  wieder  an  die  schone  Auflösung  von  Herrn 
T.  Ciauten  in  TM.  II.  8.416.  erinnert >  werden. 
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Nun  ist  offenbar:  i'..t  t 

(*.*  =  p%  +  qüTn-X , 

(xn-i*—  p)»  =  p*  +  qxn-t ; 
also,   wenn  man  subtrabirt: 

p)*  —  (ar«-!»—  p)*  =  gr(ar,,_i— 

und  folglich  durch  Zerlegung  der  Grösse  auf  der  linken  Seite  des 
Gleichheitszeichens  in  Factoren  auf  gewöhnliche  Weise : 

oder  ferner: 

(a:»— ar«-i)  (xn+ xn-\)       +  -2jp)  =  0(ar,,_i  —  xn-*) ; 

folglich : 

Weil 

j  =P  +  V(/)2  +  9^i),  * 

ist,  so  ist 

*„*  +  ar»-!« — 2p  =  V  (p*  +  +  V  (p»  4-  , 

folglich       +         —  2p  eine  positive  Grösse. 

Als  besonderer  Fall  ist  noch  zu  bemerken,  dass 

folglich : 

*i4  =  V(pa+ rl 

■ 

oder 

v^  +  tfVp) 

 X\  =  '        ■  ■ 

18t 

Weil 

+      -  2p  =  V(p*  +  9*t)  =  V(pa  +  q  Vp) 

wt,  so  ist  auch       +  xx*— 2p  eine  positive  Grösse. 
Thea  XXX.  10 


und  daher 
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Hiernach  haben  wir  jetzt  die  folgenden  Gleichungen : 

V(p2+qVp) 
X*~Xl    ~     ^  +  ^~ ' 

» 

-(ar8+ar2)(araH^a-2P)' 

»Ü  T>  tot       I    itf  -if^rf'JJ^VJt  .i.?!!;,!..».! 

y(j?4  —  ^3) 

u.  s.  w. 
au*  denen  durch  Multiplication 

 <r*vW+gvp)  

X       +  *3a  -  '2/))  (ar3* + xj-2p)  (x4Hx5* 

1  i    >-  ,»j»i 

erhalten  wird. 

*<         »  ■  •  *  ■ 

Aus  dem  Obigen  geht  unmittelbar  hervor,  dass  die  Grösse 

auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens,  und  folglich  auch 

xn  —  Xn-i  positiv,  also  xn>xn-\  ist,  so  dass  die  Grössen 

JTlt   X^t  #3,    #4,   #5,  #5,.... 

ein©  fortwährend  wachsende  Reihe  bilden. 
Nach  dem  Obigen  ist 

4V-12  +  Xn2- =  V(p*  +  tjXn-  i)  Y  V(p*  +  -l)  . 

also  offenbar 

+  *„2—  2p  >  Vq .  ( V*«-«  +  VXn-x) , 
folglich  nach  dem  Obigen: 

 9"-aVQ»N  yv»  

Xg^iVx,  +  Vi4)  ( Vor,  +  VxJ  (Vx*  +  V*4)  •  •  •  • 

•«fcü  -»nr?  ^S-  V. . . .  (V*«-2  +  Vx*-i) 


Digitized  by  Coq^le 


Formet  wrAnfiös.  de*  irreducMen  Falis  bei  den  cubisch.  ClHctu  \$% 

oder:  \.       f-        j  (f.*f,  r»}  ».,(,>,r.l  j'-.r!».tM;;,  * 


xn  -  Xn-l 


X(Vxt  +  Vx2)(V^+Wa)(V^8  + V*4>  j 


Wegen  der  Formeln 


i 


*        .   *  *  ■ 

ist  offenbar,  wenn  nur  n  >  2  ist,  welche  Voraussetzung  wir  im 
Folgenden  stets  festhalten  wollen, 

also 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

ar*  —  xn-\ 

n-1 

2V2/>        *  [  fo+^a) (^4+^3)^3+^4) .••.(tfi.-a+ar.-i)  j ' 

X(  Vari  +  Vx.z)  (Vx*  +  vx3)  (Vx9+  VxJ 

....  (  V*«--a  +  ^ 

Es  ist  nun 

(*i  +  *a)  (*a  +  ar8)  (*s  +  *4)  •  •  •  •         +  *«-i) 
X  ( Vxt  +  V*a)  (  V#a  +  V*a)  ( V*s  f  V-r^  •  •  •  •  (V*»-»  +  Var»~i) 
=  a*,arax3  ....  3r«-a.  V.rt .  Vara.  Vx3 ....  Var«-a 

x(i  +  ^(i  +  *)(i  +  S*>....<l+'*=*>'5 

•*l  *a  ^3  a*  n— 2 

* 

also,  weil  nach  dem  Obigen  die  Grossen 

- 

-  ...  •. 

X\  t   X2,   Xz>   X±,    X5t  Xa  

eine  stets  wachsende  Reihe  bilden,  daher  die  Grössen 
x*     x*     x4  .    a[x2     a/x9     +  Ixa        4/  Xn-\ 

V  x%>  xs"-xn'  W  V5f   

10* 
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•ämmtlich  grosser  als  die  Einheit  sind:  ,  ' 

(xx + «i)  (#9 + tf8)  (#8  +      •  •  •  •  + 
X  ( V*t  +  V*i)  ( Var, + V*8)  ( V*8  +  V«4>  • — (V*—* + V«b-i) 
>  SS««-*)  .xxx*t% ....  ar»-e .  V*i .  V*%*V*g  *  —  V*«-» 

(*i  +      (*H-*a)  (*3+*4>  ••••        +  1) 
X  ( V*i  +  V*t)  (V*» + V*8)  (  V*8  +  V*4> ....  ( V*»-i  +  V«n-i) 

>  2*<*-a> .  (x^jjrj jr4 ....  ar«-«)'. 

Folglich  ist  Dach  dem  Obigen: 

■ 

g^VCp»  +  Q  VP) 
"  V  2p.(a:^a:t*8«r4••••a;»-^^), 


Weil  nach  dem  Obigen 


int»  so  ist 


=  1 


WtSWti  ...»  >         *  W>  *  * 


felglich  nach  dem  Obigen : 


-r. — i  <  —  ä£=äj ' 


■ 


r  > 


2*^-»V"'^>.((2p)»)  « 
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Haben  wir  nun  die  cubische  Gleichung 

x*  =  2pj?  -f  q, 

wo  jetzt  p  und  q  positive  Grössen  sein  sollen,  so  wird  der  Irre- 
ducible  Fall  bekanntlich  durch  die  Bedingung 

cbarakterisirt,  woraus  sich  ergiebt,  dass  in  diesem  Falle  jeden- 
falls p  positiv  ist.  Hätte  man  nun  aber,  q  gleichfalls  als  positiv 
vorausgesetzt,  die  Gleichung 

a:8  =  2par  —  q, 

so  würde  dieselbe,  wenn  man  x  — — y  setzte,  die  Form 

— #a=  — 2py—  q  oder  y3  =  2py+$r 

annehmen,  woraus  sich  ergiebt,  dass  es  genügt,  in  der  Gleichung 

x9  =  Ipx  +  q 

die  Grossen  p  und  q  beide  als  positiv  anzunehmen. 

Da  nun,  dies  vorausgesetzt,  im  irreduciblen  Falle 

Ist,  so  nähert  sich,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst,  offenbar 

n-a 


also  auch 


J      \   <P   \  4 


2*.V(pa4-7Vp)     1     (jf*  j  4 

folglich  nach  dem  Obigen  um  so  mehr  xn-i  der  Null  bis  zu 
jedem  beliebigen  Grade;  und  da  wir  gesehen  haben,  dass,  wenn 
Ii  wächst,  auch  xn  wächst,  diese  Grosse  sich  folglich  bei  wach- 
n  nicht  der  Null  nähert,  so  nähert  auch  der  Bruch 


Xn  —  Xn-l 
Xn 
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sich,  vreim  h  in  s  Unendliche  wächst,  der  Null  bis  zu  jedem  be- 
liebigen Grade.  ~fta|:h  dem  Obigen  ist  aoer 

Xj?  =  p  +  V(p2  +  qxn-i) ,  od  er  xn* — p  =  V(p*  +  9^*-i) , 

also,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  quadrirt,  und  aulhebt,  was 
sich  aufheben  lässt: 

;>i  =  «der  *.3-^r„=*^,. 

welche  Gleichung  man  leicht  auf  die  Form 

^»8=^„+7-^  —  

bringt,  pJach  dem  vorher  Bewiesenen  wird  man  also  offenbar  71 
immer  so  gross  annehmen  können,  dass  die  Gleichung  xnz=2pxn-k  g 
mit  jedem  beliebigen  Grade  der  Genauigkeit  erfüllt  ist,  d.  h.,  wenn 
x  die  eine  reelle  positive  Wurzel  bezeichnet,  welcjie  unter  den 
gemachten  Voraussetzungen,  dass  nämlich  p  und  o  positiv  sind, 
die  dem  irreducihlen  Falle  angehörende  Gleichnng  x9  =  2px  -f  q 
bekanntlich  jederzeit  hat,  so  nähert  sich  bei  in's  Unendliche  wach- 
sendem n  die  Grösse  Xn  dieser  Wurzel  x  als  Gränze  bis  zu  jedem 
beliebigen  Grade,  oder  es  ist  unter  Voraussetzung  eines  in's  Un- 
endliche wachsenden  n: 

x  =  Limx„  oder  kürzer  x  —  x^. 

Ueberlegt  man  nun  aber,  dass 


*i=Vp, 

x2  =  V(p+V(p*  +  gxi)), 
x%  =  V(p  +  V(p2  +  qx2))9 
*i  =  V(f»+  V(p2  +  qx9)), 


u.    s.  w. 


ist,  so  kann  man  offenbar  auch  setzen: 

welches  die  von  Jacob  Bernoulli  gegebene  Formel  zur  Auf- 
lösung des  irreducihten  Falls  ist,  um  deren  strengen  Beweis  es 
6ich  hier  handelte.  Freilich  schränkt  Jacob  Bernoulli  diese 
Formel  nicht  auf  den  in  Rede  stehenden  Fall  ein,  sondern. misst 
ihr  vielmehr  allgemeine  Gültigkeit  bei,  ohne  übrigens  nur  einen 
eimgermassen  genügenden  und  der  Natur  der  Sache  entsprechen« 
den  Beweis/zu  geben.  Inwiefern  und  unter  welchen  Bedingungen 
aber  diese  ^Formel  noch  einer  weiteren  Ausdehnung  als  auf  den 
irreduciblen  Fall  fähig  ist,  will  ich  jetzt  nicht  untersuchen. 
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XVIII. 

Ableitung  der  Grundform  ein  der  Trigonometrie  in 

völlig  allgemeiner  Gültigkeit  aus  den  Elementen  der 

Coordinatenlehre. 

Von  ' 

1  v  I  UO¥ 

Herrn  Professor  Dr.  von  Biese 
an  der  Universität  zu  Bonn. 

Die  so  vielfaltig  bearbeitete  Trigonometrie  haben  zwar  meh- 
rere Schriftsteller  in  den  Vortrag  der  analytischen  Geometrie,  zu 
welcher  sie  auch  eigentlich  gehurt,  aufgenommen,  ohne  jedoch 
von  der  Coordinatenlehre  die  Vortheile,  welche  sie  darbietet,  zu 
ziehen.  Es  möge  mir  gestattet  sein,  hier  so  kurz  als  möglich  an- 
zugeben, wie  die  Behandlung  der  Trigonometrie  durch  Anwendung 
von  Coordinaten  an  Kürze,  Allgemeinheit,  Schärfe  und  Leichtigkeit 
der  Uebersicht  gewinnt.  Man  bedarf  zu  dem  Ende  für  die  Win- 
kelfunctionen  und  die  ebene  Trigonometrie  nur  der  gewöhnlichen 
rechtwinkeligen  Linear  -  und  der  Polar -Coordinaten  in  einer  Ebene, 
und  für  die  körperliche  (sogenannte  sphärische)  Trigonometrie  der 
rechtwinkeligen  Coordinaten  im  Räume  nebst  einer  Verallgemeine- 
rung der  Polarcoordinaten  in  demselben.  Diese  Gegenstände  kann 
man,  auch  wenn  die  Trigonometrie  allein  behandelt  wird,  leicht  in 
kurzer  Zeit  erledigen,  und  werden  hier  naturlich  übergangen;  nur 
über  die  erwähnte  Verallgemeinerung  der  Polarcoordinaten  wer- 
den unten  einige  Worte  nothwendig  sein. 

Begriffe  der  Winkelfunctionen. 

$.  1.  In  einem  gewöhnlichen  rechtwinkeligen  Coordinaten*  v 
stenie  in  einer  Ebene  seien  x,  //  die  Coordinaten  eines  beliebigen 


144  r.  Riese:  Ableitung  der  Grund ' formein  der  Trigonom.  in  völlig 


Punktes  P,  sein  Abstand  vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten  d, 
(p  der  Winkel,  welchen  die  Linie  d  mit  dem  positiven  Tbeile  der 
x Achse,  von  diesem  nach  dem  positiven  Theile  der  yAchse  bis 
zu  einer  ganzen  Umdrehung  oder  412  fortgezählt,  einschliesst, 
alsdann  sind  die  Definitionen  der  gewöhnlichen  Winkelfunctionen 

(1)      coso>  =  ]~,   »IP9  =  |'  tangg>  =  |,  coty=~; 

worin  die  absoluten  numerischen  Werthe  einer  jeden  Function 
durch  die  rechtwinkeligen  Dreiecke  zwischen  x,  y  und  d,  die  alge- 
braischen Vorzeichen  dieser  Werthe  aber  durch  die  Zeichen  der 
Coerdinatenwerthe  gegeben  sind.  Aus  den  Gleichungen  (1)  bat 
man  sofort  die  Definitionen  der  übrigen  Winkelfunctionen,  so  wie 
die  Beziehungen  zwischen  den  Functionen  desselben  und  gleich 
grosser  positiver  und  negativer  Winkel.  Auch  kann  man  sehr 
leicht  die  Gleichungen  zwischen  den  Functionen  von  a>  und  denen 
von  ±(p±nR  ableiten,  indem  man  noch  ein  zweites  Coordinaten- 
system  für  letztere  zu  Hülfe  nimmt,  und  dessen  Achsen  auf  ver- 
schiedene Arten  mit  denen  des  ersten  Systems  zusammenfallen 
lässt,  z.B.  für  o>4-ß,  wenn  die  Coordinaten  des  zweiten  Systems 
xxyx  heissen,  die  xx Achse  mit  der  —  y,  die  yx  Achse  mit  der 
-fa: Achse,  so  dass  xx  =— y,  yt=x  ist.    Alsdann  hat  man 

(la)  cos(o»+Ä)  =  ^=-|=,-sina>,  sin(V  +  Ä)=^  =  |  = 


-  •  ■  * 

Für  p-f  2ft  wurden  die  xx-  und  y1  Achse  bezuglich  mit  der  — x- 
und  — yAchae  zusammenfallen. 


Gleichungen  zwischen  sino>,  coso>  und  o>,  so  wie  für 

sin  (pifctfO  und  cos(<p±ij>). 

j.  2.  Zuerst  bietet  sich  hiernach  die  Frage  dar  nach  den  ent- 
wickelten Gleichungen  zwischen  einem  Winkel  und  seinen  Functio- 
nen, eine  Aufgabe,  die  ohne  Künstelei  nur  mit  Hülfe  der  höheren 
Analysis  gelöst  werden  kann.  Zur  Anwendung  derselben  bei  den 
ersten  Schritten  in  der  Geometrie  ist  man  zwar  im  streng  wissen- 
schaftlichen Gange  vollkommen  berechtigt  (denn  dieser  ist  vom 
Allgemeinen  zum  Besonderen,  die  Analysis  betrachtet  Grössen  in 
höchster  Allgemeinheit,  die  Geometrie  aber  speciellere,  die  Raum- 
grossen)  und  nach  Begründung  der  bezeichneten  Gleichungen 
geben  die  imaginären  Exponeutial- Grössen  sogleich  die  Ausdrücke 
für  die  Functionen  der  Summe  u.  s.  w.  in  höchster  Allgemeinheit 
Aber  bei  dem  gewöhnlichen  Unterrichte  ist  es  wegen  des  Be- 
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dürfnisses  und  der  Fassungskraft  der  Lernenden  durchaus  noth- 
wendig,  die  Trigonometrie  vor  der  Differential-Rechnung  zu  betrei- 
ben, w  esshalb  alsdann  die  Formeln  für  die  Functionen  der  Summe 
und  Differenz  von  Winkeln  direct  jedoch  in  völliger  a  II  ge- 
meiner Gültigkeit  abgeleitet  werden  müssen,  was  allerdings 
ohne  die  Coordinatenlehre  mit  grosser  Weitläufigkeit  verbunden 
ist,  wessbalb  denn  auch  die  meisten  Lehrbücher  diese  Gleichungen 
nur  für  spitze  und  allenfalls  für  stumpfe,  nicht  aber  für  grössere 
Winkel  beweisen. 


A.    Rein  wissenschaftliche  Behandlung. 

§.  3.  Da,  wie  leicht  zu  erweisen ,  Sinus  und  Cosinus  völlige 
Continuität  für  alle  reellen  Werthe  des  Winkels  cp,  namentlich 
auch  für  <p  =  0  besitzen,  und  durchaus  eindeutig  sind,  so  kann 
man  sie  nach  dem  Taylorschen  und  Maclaurinschen  Satze  entwik- 
kcln,  und  da  für  gleich  grosse  positive  und  negative  Winkel  der 
Sinus  gleiche  absolute  Grösse  aber  entgegengesetzte  Zeichen  hat, 
der  Cosinus  dagegen  sowohl  der  absoluten  Grösse  als  dem  Zei- 
chen nach  völlig  gleich  ist,  so  kann  die  Entwickelung  von  jenem 
nach  dem  Maclaurinschen  Satze  nur  Potenzen  ungeraden,  die  des 
letzteren  dagegen  nur  Potenzen  geraden  Ranges  enthalten ,  und 
muss  mit  1  beginnen,  weil  cosO=l.  Bezeichnet  man  daher  der 
Kürze  wegen  cos  q>  und  sin  <p  durch  c  und  s,  die  Differential-Quo- 
tienten im  Allgemeinen  mit  *i ,  %•»•«  cl,ct....,  die  für  9  =  0  aber 
mit  S{ ,  So  . . . .  Cit  C2 . .  • . ,  so  hat  man 

A<p2  A<p3 
sin((jp+  Aqp)  =*  +  *i       +*«        +'s  L2.3+etc*  5 

cos  <p  =  1  +  -y^  +  | — j  +  | — s+etc., 

I  .  —  I....  *  1 

Ss<p*  S5<p> 

sin  cp  *=  Sxtp  -\-  j — fjr  +  | — g--f  etc. ; 

.... 

in  welchen  letzten  Gleichungen  nun  die  Coefficienten  C  und  S  zu 
ermitteln  sind,  was  von  dem  hier  genommenen  Standpunkte  aus 
auf  mehrerlei  Arten  geschehen  kann. 

Nimmt  man  ausser  dem  Punkt  P  (§.  I.)  noch  einen  andern  P> 
an,  dessen  Coordinaten  bezüglich  x  \  ^x,  y-fAy»  9  + 
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und  d  sind,  »od  fallt  man  auf  .die  Linie  BP\  aus  dem  .Anfangs- 
punkt A  der  Coordinaien  ein  Perpendikel,  so  macht  dieses,  da, 
das:  Dreieck  PP'A  gleicbscbenklich,  mit  der  «Achse  den  Winket 
<p  -r*4^^*  und  daher  die  Linie  Pf*  mit  einer  Parallelen  zur  «Achse 
deu  Wink.  A<p.  ManhatdaherdefiDitioDsroässigundna€li(ia.) 

'    PP'  Aar 

sfni  A  9» Ä*  -y- »         =  cos  (Ä  +  e>  +  *  A  o>)  =*  -  «in(<p + 1  A 


7>/i>  =  ein(Ä  +  <p  +  iA9>)  =  cos(9+4Ag>); 

folglich,  da  die  Gleichungen  (l)  mit  den  analogen  för  x  +  A*" 
und  y  +  A|f 


.i » 


A#  A« 
Acosg>=  -j-,  Asiny==~ 


geben, 

A  cos  v  =s — fcsin  h  A  9  «  in  (<p + 4  A  9), 

A»in9=    2sirf  J A9>cos(g>  +  i A^)» 

und  demnach  durch  Entwickelung  eines  jeden  Factors  rechts 

(2)  für  die  Differential -Quotienten  als  Ooefficieoten  dsr  ersten 

Glieder  der  Incremeoten -Reihen  oder  als  Grenzen: 

i  <    \   »  '  :  >  t  ■  *f 

m  ccoso 

asin^  ■ 

*i  =  -ö— =5iCos9>; 


in  welchen  Gleichungen  der  Coefficient  Sx  später  bestimmt  wer- 
den wird. 

Auch  auf  rein  analytischem  Wege  gelangt  man  zu  demselben 
Resultate.    Aus  den  Gleichungen.  (I)  hat  man  nämlich: 

und  daher 

* 

(4)  Osift-fcci» 


mpf\*:h  notb^endig  sein  muss:  ,      (  Uil  „ 
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wenn  man  iwter /einen  noch  näher  zu  ermittelnde  Feotor  ver- 
steht, und  bemerkt,  dass  *i  positiv,  ct  aber  negativ  genommen 
werden  muss,  weil  von  9  3=0  an  der  positive  Sinus  wächst,  der 
positive  Cosinus  dagegen  abnimmt;  übrigens  Würde  eine  andere 
Annahme  in  (5)  nur  das  Zeichen  des  noch  unbestimmten  Fac- 
tors f  ändern.  In  Betreff  dieser  Bestimmung  fordert  nun,  wenn 
/  nicht  eine  Constante,  sondern  eine  Function  von  <p  sein  sollte, 
die  Continuität  von  Sinus  und  Cosinus  auch  diese  Eigenschaft  in 
gleichem  Maasse  von  f  nach  den  Gleichungen  (2)  und  (5),  und 
man  kann  daher,  auch  /  als  Function  von  <p  betrachtet,  alle  höhe- 
ren Ditferentialquotienten  aus  (5)  durch  Differentiation  ableiten. 
Diese  verbunden  mit  der  Substitution  aus  (5)  giebt,  wenn  man  die 
Differentialquotienten  von  /  mit  /i ,  f2  o.  s.  w  bezeichnet, 


(6) 


H=-f**+flc 


c*=-f*c-fi* 
^4=+/4c+6/«/i,-3/;*c-4/rac-/i* 


:■■   !  ... 


u.  s.  w. 


und  man  sieht  leicht,  dass  allgemein  von  sn  und  Cn  nur  die  ersten 
Glieder  den  Factor  fn,  die  übrigen  aber  säramtlich  Producte  nie- 
derer* Dimensionen  von  f  und  seinen  Differentialquotienten  enthar- 
ten, und  daher  auch,  weil  a  und  c  abstracto  Zahlen  sind,  von  ge- 
ringeren Dimensionen  als  der  nteu  in  Bezug  auf  die  in  f  gezählte, 
Einheit  sein  werden.  Eben  aber,  weil  Sinus  und  Cosinus  abstracto 
Zahlen  sind,  tp  dagegen  in  irgend  einer  beliebigen  Einheit  ausge- 
drückt werden  kann,  so  müssen  cn,  sn,  Cn,  Sn  einen  der  nten 
Potenz  dieser  Einheit  proportionalen  Divisor  enthalten,  damit  die 
nten  Glieder  der  Gleichungen  (2)  ebenfalls  abstracte  Zahlen  wer- 
den. Da  hiemach  und  nach  (6)  rn,  cn  und  fn  benannte  Zahlen 
von  der  (— n)ten  Dimension  dieser  Einheit  sind,  die  in  jeder  der  tj\tV 
chungen  (6)  auf  die  ersten  folgenden  Glieder  jedoch  sämmtlich, 
wie  eben  gezeigt,  von  einer  geringeren  Dimension  als  fn,  folglich 
von  einer  höheren  als  der  ( — n)ten  dieser  Einheit  sind ,  so  würden 
die  Gleichungen  (6)  gegen  das  Grundprincip  der  Gleichartigkeit  vor» 
Stessen,  wenn  diese  übrigen  Glieder  nicht  sämmtlich  gleich  Null,  also 


fi^fit— •••• — /»  —  •  • . -=ö  -■  •  ... 

wären,  woraus,  weil  für  9=0,  und  c—l  ist,  nach  (5)  folgt t 

Hierdurch  geben  die  Gleichungen  (5)  in  die  auf  anderem  Wege 
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gefundenen  Gleichungen  (3)  über,  und  die  allgemeinen  Gleichungen 
(2)  werden: 

cos?  =  1-TJ  +  -TÄ  ~etc- 
.tn<p- Stv-         +  -etc.. 

I 

in  welcher  nun  5|  zu  bestimmen  ist. 

.< 

Sei  zu  dem  Ende,  um  die  Natur  von  Si  der  kurz  vorher  ge- 
machten Bemerkung  zufolge  näher  zu  bezeichnen,  R  die  Zahl  der 
Theile  des  rechten  Winkels,  in  welchem  <p  ausgedrückt  ist,  und 
K  eine  noch  näher  zu  ermittelnde  abstracto  Zahl»  so  kann  man 
setzen : 

und  die  vorhergehenden  Gleichungen  werden : 

fco»  ,  =  1  -  jig  +  j-^j  (g9>)4-*te., 

(8)  j 

Nun  bestimmt  bekanntlich  die  Analysis  den  hier  der  Unter- 
scheidung wegen  durch  cos  an  und  sin  an  zu  bezeichnenden  Cosi- 
nus und  Sinus  einer  Zahl  i  durch  die  Formeln: 


z*  z4 


(9) 


cos  an  2=1  —  f-ö+  i  1  —  etc., 

1.4        1  •  •  .  .4 


welche  Reihen  offenbar  fär 

(10)  2=f<? 

•  •  t 

mit  den  vorhergehenden  ganz  identisch  werden.   Sie  geben  daher 
mit  z  =  0»  g>  =  0  anfangend,  und  um  ein  ganz  beliebiges  Intervall 
K 

A*=]gA9  fortschreitend,  ganz  dieselben  Werthe  der  fraglichen 

Functionen,  und  erzeugen  diese  Werthe  ganz  in  derselben  Ordnung 
wieder,  so  oft  x  um  27t  und  <p  um  412  sich  geändert  haben.  Unter 
m  und  ft  ganze  Zahlen  verstanden,  würde  man  statt  (10)  auch 
setzen  können : 
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x  +  m .  2»  =  ^  (9+fi.4Ä)  • 

«  t 

Da  aber  diess  für  2  =  0  und  cp=0,  so  wie,  weil  fi  und  m  ganz 
willkührlicb  sind,  auch  für  m—  1  und  fi=l  gilt,  so  folgt: 

(11)  2«  =^.4/2  also 

Man  kann  diess  auch  so  fassen:  da  der  Bestimmung  und  dem 
Begriffe  der  fraglichen  Functionen  gemäss  diese  für 


2  =  0  9=0 
x  —  mSln  +  \n  cp=mAR  +  R 

2  =  m.2«-f »  (p  =  m.AR+2R 

*= »1.2^+5«  g>  =  m:  4/2+3Ä 

bezüglich  die  Werthe  0,  1,  — 1  erhalten,  und  zwischen  diesen 
Werthen  der  z  und  q>  bei  dem  Fortschritt  &z  =  ß&*P  ganz  zu- 
sammen gehen,  so  müssen  die  obigen  Intervalle  mit  Rücksicht  auf 
(10)  einander  gleich  sein,  was  zu  der  Gleichung  (11)  führt. 

f  Auch  noch  auf  ganz  anderm  Wege  kann  man  zu  demselben 
Resultate  gelangen.    Für  q>  =  R  hat  man  nämlich  aus  (8) 

l  =  K~  Ul +  1~5  ~etc  =8,n^ 

indem  diese  Reihe  nach  (9)  sin  an  A'  ist.  Diese  Gleichung  giebt 
bekanntlich  auch: 

rt          .            .  sin  an:'  1.3 
(0)      t  =  Inn  -f  sin  an  z  -f  \  — tj  \-  ^sm  an  z*+etc , 

oder 

x=(2n+l)7r — der  vorstehenden  Reibe, 
welche  beide  Ausdrücke  für  sin  an  z  =  1  geben : 


%  =  (2n  +  i)». 


Mao  bat  also  für  sin  anz  —  sin  an  K  =  1: 
(IIa.)  £  =  (2n+D*. 


Setzt  man  nun,  um  das  noch  willkührliche  n  zu  bestimmen, 
für  ^  solche  Werthe  wählend,  dass  die  Functionen  von 
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-  R  aus  den  Dreiecken  zwischen  x,  y,  d  leicht  zu  ermitteln  sind, 
y 

also         }  ,u.  s.  w.,  so  wird  für  n=0  die  Grösse -^qp  bezüglich 

^=  ^=j,  JÄ  =  j  u.8.w.,  und  man  erhält  aus  (8)  und 
(9)  wie  gehurig:         •  «. 

s    <  a1*f=J=8inan|.,    coaf »  V  f=«wan~, 

sin  g  Y  ^— 8tnan  4"'  cos  ^  =  Y  ^  =  cos  an  , 

»  • 
u.  s.  w. 

Wenn  sich  nun  auch  noch  andere  von  Null  verschiedene  Werthe 
von  n  angeben  lassen,  welche  diesen  Sinussen  und  Cosinussen 
dieselben  Wertbe  verschaffen  wie  n=0,  so  werden  diese  anderen 
Werthe  von  n  jedoch  wenigstens  im  Allgemeinen  verschieden 

ausfallen  für  verschiedene  W  erthe  von  r  oder  von  w.  Nun  ist  aber 

K  q 
S1=z      also  auch  K  eine  für  alle  Wertbe  von  q>  gleiche  con* 

stante  Grösse,  welche  Eigenschaft  hiernach  mit  einem  von  Null 
verschiedenen  Werthe  von-  n  in  der  Gleichung  (IIa)  sich  nicht 
vereinbaren  lässt.   Man  hat  daher 

»=0   und  K=zZ* 

4 


und  die  in  die  Gleichungen  (8)  eintretende  Grösse  > 

K.       n  w 

odeT,  was  dasselbe  sagt,  den  Satz:  die  analytischen  und  geome- 
trischen Cosinus  und  Sinus  fallen  ganz  zusammen»  wenn  man  in 

jenen  *=f  g  setz},  oder  in  letzteren  för  die  willkührlkh*  Bi», 

heit,  in  welcher  q>  ausgedruckt  werden  soll,  den  wten  Theil  von 
2ß  wählt. 

Mit  dieser  Uebereinstimmung  sind  offenbar  auch  alle  die  For- 
meln, welche  die  Analyst«  flif  ihre  aus  den  imaginären  Exporten- 
ten  beerenden  ,  ^aJUepfnpctionen  kenpen  lebrtf  u^4 .  %»war  in 
völliger  Allgemeinheit  erwiesen.  Namentlich  gehören  hierher 
die  Gleichungen  ftlr  di*  Xangent*  und  die  übrigen  WrokeWunctie* 
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nen,  die  Ausdrücke  für  diese  durch  den  Winkel,  z.B.  indem  man 

7t/ CD 

in  den  Gleichungen  (O)  2=  setzt,  (da  nicht  in  dieser,  sondern 
nur  in  (IIa.)  n=0  ist),  M 

■  <..»>.<.     •!»     Iis«!'!    Mi/I.^:   ;  .•.>:»    M.-/   l%i   ■  V  ••  V  *•♦'. 

opi=47i/c  +  —  {sin  g>  -f-  4 — «  1-5-7  — £  Hetc.j  > 

li<*  .(.;if\  ?i  III  A   Ho/»«   1..  !.:•»  v   >  #  »  r.M.A'*  .il. !  .      ,t,  i*>bi«l 

ferner  und  vornehmlich  die  Gleichungen  rar  die  Functionen  von 
Summen  und  Differenzen  von  Winkein,  so  dass  diese  in  rein  wis- 
senschaftlicher Grenze  gar  keiner  weiteren  Erörterung  bedürfen. 

B.    Für  den  gewöhnlichen  Unterricht 

•  'h  i!  ii»fl  B  *••..•  *.    *      '  '•  t   .  -  :    '-.i  *    «  r<  . 


§.  4.  Wenn  man  die  höhere  Anaiysis  nicht  voraussetzen,  und 
daher  die  Beziehung  zwischen  einem  Winkel  und  seinen  Functio- 
nen nicht  gleich  anfangs  ableiten  kann,  so  bleibt,  wie  §.  2.  erwähnt, 
nichts  übrig,  als  die  notwendigen  Formeln  und  namentlich  die 
für  die  Functionen  der  Summe  und  Differenz  von  Winkeln  direct 
auf  die  Elemente,  jedoch  in  allgemeiner  Gültigkeit,  zu 
gründen,  was  auf  mehrfache  Weise  geschehen  kann.  Hierzu  die 
Coordinaten-Verwandlung  anzuwenden,  führt  eine  Zerreissung  dier 
ses  Gegenstandes  im  Vortrage  der  analytischen  Geometrie  herbei, 
und  fordert,  wenn  die  Trigonometrie  allein  behandelt  wird,  etwas 
lange,  -  hernach  in  dieser  nicht  weiter  nothige  Vorbereitungen. 
Man  vermeidet  diese  Uebelstände,  indem  man  die  fraglichen  For- 
njelpauf  die  relativen  Coordinaten  oder  noch  besser  auf  den  leicht 
ganzj'  allgemein  zu  beweisenden  Satz  gründet:  Wenn  man  zwei 
Punktet  und  B  im  Räume  durch  eine  gerade  Linie  L  und  durch 
einen  zusammenhängenden  Zug  von  n  geraden  Linien  ll9  ^  ..In 
verbindet,  welche  mit  L  und  den  damit  durch  die  entweder  sämmtlich 
nach  A  oder  sämmtlich  nach  B  zu  genommenen  Endpunkte  der  /  gezo- 
genen Parallelen*)  bezüglich  die  in  derselben  Richtung  und  bis 
zu  4/2  gezählten  Winkel  «?,,  w2.  ...«?*  eiosehliessen;  so  ist : 


*)  Vermittelst  dieser  Parallelen  und  der  durch  sünuntliche  End- 
punkte gedachten  auf  L  rechtwinkeligen  Ebenen  (oder  wenn  alle  L  und 
alle  /  in  derselben  Ebene  liegen,  aaf  L  gefällten  Perpendikel)  lässt  sich 
der  Satz  leicht  beweisen)  indem  man  bemerkt,  das« ,  wenn  im  /*£en  Punkte 
eine  oder  mehrere  negative  von  B  nach  A  zu,  liegende  Pmjectionen  vor- 
kommen^  dann  nothwendig  auch  eine  ihrem  Gesammtbetrage  gleich« 
S n mme  positiver,  d.  h,  von  A  nach  B  zu  liegender  Projektionen  vorkom- 
men ninss,  um  wieder  in  die  «te  auf  £  rechtwinkelige  Ebene  zu  geUur 
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Li  —  2  L  costf 

i  '  • 

Sofort  ergiebt  sich  auch  hieraus,  dass,  wenn  in  der  «yEbene 
die  w  die  in  der  Richtung  von  dem  positiven  Tbeile  der  «Achse 
nach  .dem  positiven  Tbeile  der  yAchse  gezählten  Winkel  der  / 
bedeuten,  und  man  die  relativen  Coordinaten  von  B  in  Besag  auf 
A  mit  £  und  i?  bezeichnet  dann 

1 

-  ■ 

■ 

indem  /a  mit  der  yAchse  den  Winkel  tox  —  R  macht,  und  nach  der 
Andeutung  im  §.  1.  cos  (u>X  —  R)  =  sin  wx. 

*  ■ . 

In  Bezug  auf       (a±b)  denke  man  sich  nun  Taf.IV.Fig.  1. 

für  b  im  Isten  u.  4ten,  Fig.  2.  für  6  im  2ten  u.  3ten  Qadranten)  in  der 
Richtung  vom  positiven  Tbeile  der  «Achse  nach  dem  der  yAchse 
den  Winkel  az=XMA  und  von  MA  aus  den  Winkel  b=AMB  aufge- 
tragen, nehme  in  MA  im  willkürlichen  Abstände  d  von  M  einen  Punkt 
P  an,  errichte,  wenn  b  zwischen  0  und  R  oder  zwischen  312  und 
AR  ist,  auf  MP  in  P,  weon  aber  &  zwischen  R  und  3/2  ist,  auf 
dem  jenseits  M  verlängerten  MP  in  dem  gleichfalls  um  d  von  M 
entfernten  Punkte  /*  das  Perpendikel  PQ  oder  P'Q,  welches  im 
•  Punkte  Q  die  Linie  MB  trifft,  und  fälle  endlich  von  jQ  auf  die 
«Achse  oder  ihre  Verlängerung  das  Perpendikel  QiV.  Sind  als- 
dann der  Abstand  und  die  Coordinaten  von  Q 

MQ=D,   MN=zx,  NQ=y, 
so  ist  begriffsmässig  allgemein 

cos(a -f  6)=|^»     sio(a-f-o)  = 

\ 

Zufolge  der  Gleichungen  (12)  lassen  sich  aber  x  und  y  durch 
die  Projektionen  von  MP  und  PQ  oder  von  MP'  und  P'Q  auf 
die  X'  und  yAchse  ausdrücken.  Bezeichnet  man  diese  mit  MPm, 
MPy,  PQs»  PQy>  und  die  Winkel  jener  Linien  mit  den  Achsen 
bezüglich  durch  XP,  TP,  XQ,  YQt  und  beachtet  die  angegebene 
Beziehung  der  Punkte  Pnod  P'  zu  der  Grosse  von      so  hat  man, 
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wenn 

b  zwischen 

0  u.  R 

6  zwischen 
ßu.  2Ä 

6  zwischen 

2ßu.3ß 

b  zwischen 

3ß  o.  47? 

Am   0Q.  A. 

a 

-  i  Ol? 

o 

KP  od. 

a  —  R 

a-R 

c  +  Ä 

a+  Ä 

a+3Äod.a— /? 

a+3i?od.a— Ä 

a 

a 

a+2ß 

a+2ß 

JHP, 

dcos  a 

( — d)( — cos  a) 

d  cos  a 

dcosa 

—  t/cos  a 

MPy 

ds'ma 

( — d)( — sin  a) 

dsin  a 

t/sin  a 

—  ff  sin  u 

* 

und  da  PQ 

<*tg6 

(-d)  tg(2Jt-6) 

(-d)tg(6-2Ä) 

dtg(4ß— 6) 

od.  P'Q 

=dtg6 

=:-dtg6 

•=-dtg6 

PQs 

— dtiift  sinn 

—  dtg  6  sin  a 

|  — dtg6sina 

—  a*tg6sina 

PQy 

d  tg  6  cosa 

dtgb  cos  a 

d  tg6cosa 

dtg6cosa 

folglich  in  allen  vier  Fällen: 


x=MPM-\r  PQX  =  d(cosa  —  tgosina), 


y  =MPy  +  PQy  =  d(sin  a  +  tg6cosa). 
Nun  ist  aber  nach  (1)  oder  begriffsmäßig : 


cos  b  =  jj  also  d  —  Dcos  b  , 


und  daher  ganz  allgemein: 
x 


-ß  =  cos  (a  -f6)  =  cosacos6[ — sin 6 sin  a  , 

(13) 


^  =  sin  (o  4-  b)  =  sin  a cos  6  4-  sin  6  cos  a. 


Man  sieht,  dass  bei  diesem  Beweise  die  Grösse  des  Winkels 
a  ganz  ohne  Einfluss  ist,  und  nur  die  von  6  die  Unterscheidung 
der  vier  Fälle,  wenigstens  der  grösseren  Deutlichheit  wegen,  er- 
•  fordert,  um  dem  Resultat  strenge  allgemeine  Gültigkeit  zu  ver- 
schaffen. 


cos 


Die  Gleichungen  für    .    (a  — 6)  lassen  sich  aus  (13)  auf  ver- 

f     schiedenen  Wegen  ableiten,  s.  B.  indem  man  a  +  b  =  A  setzt,  wo- 
durch aus  (13)  folgt: 

ThüX  XXX.  |i 
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sin  A  cos  b  —  cos  A  sin  b  =  sin  a  ä  sin  (<4  —  6), 

cos  ^  cos  6 -f  sin  ^4  sin  6  =cosa=oos(^  —  6), 

da  cos62  +  sin62=l  und  die  übrigen  Glieder  rechts  sich  aufheben. 
Oder  man  kann  auch,  da  für  6  alle  Werthe  zulässig  sind,  statt  b 
schreiben  442— 6,  wodurch  man  aus  (13)  erhält: 

cos  (o  +  4R — b)  ä  cos  (a — 6) = cos  a  cos  (4  R  —  6)  —  s  i  n  a  s  i  n  (4Ä — b) 

= oos  a  cos  6  +  sin  a  sin  6 , 

sin  (a  +  4Ä — b)  =  sin  (a  —  6) = sin  a  cos  6  —  cosa  sin  b. 

Diese,  so  wie  alle  übrigen,  durch  blosse  analytische  Operatio- 
nen, aus  (13)  gefolgerten  Gleichungen  haben  dieselbe  unbeschränkte 
Gültigkeit,  welche  die  obige  Begründung  den  Formeln  (13)  ver- 
schafft, und  bedürfen  daher  keiner  .weiteren  Erörterung. 

.VI  .       .  .  v 

Grundformeln  der  ebenen  Trigonometrie. 

§.5.  Da  bekanntlich  nach  den  Elementen  der  constructiveo 
Geometrie  ein  Dreieck  durch  solche  drei  seiner  sechs  Bestand- 
theile,  unter  denen  wenigstens  eine  Seite  sich  befindet,  völlig 
oder  doch  nur  mit  einer  Zweideutigkeit  bestimmt  ist,  so  müssen 
die  analytischen  Beziehungen  wenigstens  vier  Stucke,  die  drei  ge- 
gebenen und  ein  gesuchtes,  enthalten,  und  da  Seiten  und  Winkel 
mit  einander  abwechseln,  so  folgt  leicht,  dass  nur  die  drei  Grund- 
gleichungen aufzusuchen  sind :  1)  zwischen  4  an  einander  liegenden, 

2)  zwischen  3  an  einander  liegenden  und  1  davon  getrennten,  und 

3)  zwischen  2  an  einander  liegenden  und  2  davon  getrennten  aber 
eben  desshalb  an  einander  liegenden  Stücken.  —  Zu  Auffindung 
dieser  Grundformeln  werde  im  Dreiecke  ABC  mit  den  Seiten 
a,  b,  c,  der  Punkt  A  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  sowie  die 
Seite  AC=b  als  die  Achse  der  .r  angenommen,  und  die  Coordi- 
naten x,  y  von  B  einmal  direct  in  Bezug  auf  A,  und  einmal  als 
relative  Coordinaten  in  Bezug  auf  Cund  A  ausgedrückt.  Diess  giebt 

(I)  *=ccos^=^— acosC, 

(II)  y=c8inA  =  a8inC. 

Die  Gleichung  (II)  ist  die  dritte  der  bezeichneten  Grondformela. 
Die  zweite*)  ergiebt  sich  aus  (I)a-f(II)a: 

•)  Die  scheinbar  hierher  gehörige  Retftimmung  des  dritten  Winkelt  • 
au«  einer  Seit*  nebet  den  beide»  anliegenden  Winkeln  fiel  dürfen  A+ß+C  * 
=  erledigt 

:  ,  r 


« 


Digitized  by  Google 


altgemeiner  Gültigkeit  aus  den  Elementen  der  l  oordinatenlehre.  Xtt 


^  =  6*~2aocos6vra*, 


...  < 

r 


und  'die  eiste  hat  man  aas  n: 

cot^=  —  cotC 

asinC  «  ««. 

bie  Umwandlungen  dieser  Gleichungen  in  bequemere  Rechnungs- 
formen, so  nie  die  Fälle,  wo  einer  oder  mehrere  bekannte  ße- 
standtheile  durch  andere  Angaben,  z.  B.  des  Flächeninhalts, 
vertreten  sind,  können  hier  keine  Stelle  finden. 


Grundformeln  der  körperlichen  Trigonometrie. 

§.  6.  Durch  eine  leichte  constructive  Betrachtung  kann  man 
sieh  überzeugen,  dass  von  den  sechs  Winkern,  welche  bei  drei 
in  einem  Punkte  sich  schneidenden  Ebenen  an  diesem  sich  bilden, 
je  drei  durch  die  drei  anderen  bestimmt  sind,  jedoch,  ähnlich  wie 
in  ^  der  ebenen  Trigonometrie  bei  zwei  Seiten  und  einem  von  ihnen 
nicht  eingeschlossenen  Winkel,  hier  sowohl  bei  zwei  Kantenwin- 
keln *)  und  einem  von  ihnen  nicht  eingeschlossenen  Flächenwinkel, 
als  bei  zweien  Flächenwinkeln  und  einem  nicht  dazwischen  liegen- 
den Kantenwinkel  Zweideutigkeit  eintritt.  Zwischen  welchen  Stucken 
Grundformeln  aufzusuchen  seien,  ergiebt  sich  daher  hier  auch  ähn- 
lich wie  in  der  ebenen  Trigonometrie,  nur  mit  dem  Unterschiede, 
dass  wahrend  in  letzterer  bei  den  drei  an  einander  liegenden  und 
einem' davon  getrennten  Stücke  die  Beziehung  einer  Seite  nebst 
den  beiden  anliegenden  Winkeln  zu  dem  dritten  Winkel  durch 
die  Gleichheit  der  Summe  der  drei  Winkel  mit  2/2  erledigt  war, 
hier  sowohl  zwischen  den  drei  Kanten-  und  einem  Flächenwinkel, 
als  den  drei  Flächen-  und  einem  Kantenwinkel  eine  Grundgleichung 
aufzusuchen  ist,  von  denen  jedoch  auch  ohne  Beschränkung  der 
Grösse  der  Winkel  die  letztere  Formel  aus  den  ersteren  abge« 
leitet  werden  kann,  wie  sich  unten  näher  zeigen  wird. 

Zur  unbeschränkten  Begründung  dieser  Formeln  bedarf  man, 
wie  §.  1.  erwähnt,  ausser  den  gewöhnlichen  rechtwinkeligen  Linear* 


*)  Die  Benennungen  Kantenwinkel  und  Fl ächen wi nkel  wer- 
den Von  manchen  Schriftstellern,  besonders  in  der  Kristallographie,  in  an* 
derer  Bedeutung  gebraucht.  Sprachrichtig  scheint  mir  Fliichenwinkel 
nnr  den  Winkel  zwischen  zweien  Flächen,  und  Kantenwihkcl  daher  den 
zwfachfen  zweien  Kanten  bedeuten  zu  können.  Richtig  wäre  es  wohl, 
stau  jenes  Ebenenwinkel  zu  sagen. 
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coordinaten  auch  einer  etwas  allgemeiner  als  gewöhnlich  gehalte- 
nen Auffassung  von  Angularcoordinaten.  Gegen  eine  feste  Ebene 
and  eine  durch  einen  gewissen  Punkt  in  ihr  gehende,  ihrer  Lage 
nach  unveränderliche  Linie  in  ihr,  wofür  hier  (Taf. IV. Fig. 3.)  die 
xyEbene  AB  CD  der  Linearcoordinaten  und  der  positive  Theil 
MX  der  durch  ihren  Anfangspunkt  M  gehenden  drAchse  zn  neh- 
men sind,  wird  die  Stelle  eines  beliebigen  Punktes  P  bestimmt, 
wenn  man  sich  durch  diesen  unter  beliebigem  Neigungswinkel  N 
gegen  die  angegebene  Fundamental -Ebene  eine  diese  schneidende 
Ebene  PMy  gelegt  denkt,  und  nun  1)  den  Winkel  XMty,  welchen 
dieser  Durchschnitt  Mty  mit  der  Linie  XM  macht,  2)  den  Nei- 
gungswinkel N,  3)  den  Winkel  tyMP  zwischen  dem  angegebenen 
Durchschnitt  und  der  von  M  nach  P  gezogenen  Linie  MPy  und 
endlich  4)  die  Länge  D  dieser  Linie  angiebt.  Hierbei  werden  alle 
Winkel  bis  zu  4Ä,  der  Winkel  XMty  positiv  von  dem  positiven 
Tbeile  MX  der  x Achse  nach  dem  MY  der  #Achse  u.  s.  w.,  fer- 
ner iV  von  dem  in  dieser  Richtung  weiter  vorwärts  als  i\>M  lie- 
genden Theile  der  xyEbene  nach  dem  positiven  Theile  der  zAchse 
zu,  und  yMP  von  \\>M  an,  wenn  iV<2Ä,  nach  +  z,  wenn  aber 
iV  >  2R,  nach  —  z  zu  gezählt;  endlich  wird  der  Abstand  D  stets 
positiv  genommen  *).  Es  sind  zwei  Systeme  dieser  Art  von  Coor- 
dinaten nöthig,  das  zweite  jedoch  dadurch  vereinfacht,  dass  die 
durch  den  Punkt  P  zu  legende  Ebene  XVPWX'  die  oyEbene 
stet*  in  MX  schneidet  und  den  Punkt  P  daher  der  Neigungswin- 
kel n  und  der  Winkel  XMP  bezeichnet,  wobei  n  ähnlich  wie  2V, 
also  von  dem  +  y  enthaltenden  Theile  der  jry  Ebene  nach  +  z  zu, 
und  XMP  ebenso  wie  yMP,  wenn  Mq  mit  MX  zusmmenfiele, 
gezählt  werden.  Die  gesuchten  Grundformeln  ergeben  sich  nun 
sogleich,  indem  man  x,  y,  z  in  beiden  Systemen  nötigenfalls 
mit  Hälfe  der  Gleichungen  (12)  ausdrückt. 

§.  7.  Zur  Erleichterung  denke  man  sich  vom  Punkte  P  auf 
die  Ebene  xy,  den  Durchschnitt  Mty  und  die  x Achse  MX  die 
Perpendikel  P£,  Pö  und  P£  gefällt,  ziehe  ö£  und  bemerke,  dass 
für  die  Anwendung  der  Formeln  (12),  um  die  Coordinaten  x,  y 
von  £  oder  P  durch  Mto  und  <5£  auszudrücken,  diese  Linien  stets 
positiv  zu  nehmen  sind,  folglich  in  ihren  algebraischen  Wertben, 
wenn  diese  durch  die  Winkelfunctionen  negativ  werden,  das 


*)  Wenn  die  obengenannten  Winkel  in  der  angegebenen  Folge  (JTy)* 
jV,  (y/*)  constrnirt  gedacht  werden,  so  findet  keine  Unbestimmtheit  des 
fragliehen  Punktee  P  statt,  obgleich  derselbe  durch  verschiedene  Angn- 
bea  bezeichnet  werden  kann,  s.  B.  bei  demselben  jVdarch  Jyr=«,  y>P=  ö 
nnd  ,ry=«+2J?,  W  =  *+2Ä. 
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negative  Zeichen  vorzusetzen  ist,  um  die  numerischen  Wertbe  positiv 
xu  machen.  Bezeichnet  man  nun  durch  (Xty),  (Auf),  (Tip)  etc. 
die  von  den  Achsen  oder  ihren  Parallelen  durch  (3  in  der  positi- 
ven Richtung  bis  zu  den  Linien  ü#tf>,  IUP,  ö£  gezählten  Winkel, 
ebenso  durch  (yP)  den  Winkel  ipMP,  ferner  durch  £,  ij,  17' 
die  Projectionen  von  jtfö  und  ö£  auf  die  ar-  und  1/ Achse,  und  lässt 
dabei  in  den  unten  stehenden»  aus  der  eben  angegebenen  Zählungs- 
weise der  Winkel  leicht  folgenden  Ausdrucken  von  den  doppelten 
Zeichen  das  obere  für  2V  zwischen  3Ä  und  R,  das  untere  aber 
für  N  zwischen  R  und  SR  gelten ,  so  ergiebt  sich  folgende  Zu- 
sammenstellung : 


für  (1>P) 

0  bis  R 

R  bis  *R 

2R  bis  312 

SR  bis  4/2 

(*£)  = 
(*ö)= 

(Xy)±R 
DcostyP) 

(Xy)±R 
±Ds\n(rjfP)coaN 

(Ä>)  -f  2Ä 
—  DcostyP) 

^Ztein^PJcosiV 

( Jty)  -f  2Ä 
—  Dcos(yP) 

+  D8\0(ll>P)CQBtf 

t 

DcquWP) 

folglich  in  allen  vier  Fällen: 

^  =*  -  D  sin  (^P)  cos  iVsin  (Xy) ,  i?* = D  sin  tyP)  cos  iVeos  ( Jty), 
$  =  Z)cos(i/;P)cos(Jfy),  ij  =Z)cos(if;P)siu(Jty); 

also  im  ersten  System  ganz  allgemein : 

x  =  £  + |'  =/>cos  Of/PJcosc;  Jty)  —  Z>sin  f>/^  sin  (X^)  cosiV, 
y  =  1^+1/  =^Dcos(>P)  sin(Jty)  +  Dsin  (qP)  cos(2ty)co«2V; 

und,  da  nach  obiger  Art  des  Zählens  stets  gleichzeitig  (tyP)  und, 
iV  entweder  beide  <  2R  oder  beide  >  21? ,  ebenso  allgemein: 

?=Dsin(^P)siniV. 

Im  zweiten  Coordinaten-Systeme  kann  man  die  Werthe  der  xy* 
leicht  direct  oder  durch  die  Bemerkung  ableiten,  dass  das  erste 
System  in  das  zweite  übergeht  für  (Xy)=zO  und  2V=»,  wodurch 
(fP)=z(Xtt>),  MXd  =  x  und  ö£  =  y  wird,  jedoch,  weil  y  Coordi- 
nate  und  nicht  zu  projicirende  Linie  ist,  ohne  Zeichenänderung, 
und  man  erhält : 

x^Dzos^XP)*  y  =  Dsio(A'P)co8n,   *  =  sin (jtP) sinn, 
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Werden  nun  die.  Weithe  der  Koordinaten  in  beiden  Systemen 
einander  gleich  gesetzt,  und  (tj/P)  =  a,  (XP)  —  bt  (Jfy)  =  c,  n~A* 
xV  ==  ip  —  B  *),  und  dabei  statt  negativer  Wertbe  von  £  (für 
iV>2#)  deren  Ergänzungen  zu  4/2  genommen,  so  ergiebt  siel*; 

x 

ß  —  co«  6  =  cosacosc+ sinasinccos/?, 

(U)       {    f  ^cot^^^-cosccot», 
x  sin  x> 


oder 


^  =  «in  b  sin  ^4  =  sin  a  sin  Z? 


sin  a      sin  6      sin  e 
»in  A      sin  B     sin  C 1 


welches  die  bekannten  drei  ersten  Grundformeln  der  körperlichen 
Trigonometrie  sind,  jedoch  in  völlig  allgemeiner  Gültigkeit 
erwiesen,  indem  bei  der  Unbeschränktbeit  aller  bei  der  obigen 
Ableitung  vorkommenden  Winkel  offenbar  keine  dreikantige  Ecke 
denkbar  ist,  die  sich  nicht  durch  die  betrachtete  Ecke  XtyP,  und 
zwar  auf  mehrfache  Art  darstellen  Hesse,  so  dass  zwei  beliebige 
der  drei  Flächenwinkel  in  den  Endformeln  vorkommen.  Hierdurch 
ist  nicht  allein  In  der  letzten  der  obigen  Gleichungen  der  Quotient 

V^y,,  sondern  auch  in  den  andern  beiden  Formeln  jede  Vertau- 
schung einander  gegenüberstehender  Kanten-  und  Flächenwinkeln 
mit  andern  einander  gegenüberstehenden  vollkommen  gerechtfertigt 

J,  8L  Die  noch  übrige  vierte  Grundformel  ergiebt  sieb  be- 
kanntlich, wenn  man  von  überstumpfen  Winkeln  absieht,  sehr 
leicht  mittelst  der  sogenannten  Ergänzungsecke  aus  der  ersten 
Grundformel,  und  es  ist  möglich,  aber  ziemlich  weitläufig,  hier- 
von ausgehend  ihre  allgemeine  Gültigkeit  zu  zeigen.  Delambre, 
Ast.  I.  pag.  141.  (ed.  1814)  und  Tralles  in  den  Abhandlungen 
der  Berliner  A  fcademie  von  1816  und  1817  haben  diese  Formel 
aus  den  drei  anderen  ganz  allein  mittelst  Rechnung  abgeleitet.  Sie  er- 
halt hierdurch  zwar  mit  diesen  völlig  gleiche  allgemeine  Gültigkeit; 


Augenfällig  bezeichnet  ß  den  innerhalb  de»  Ecke  an  der  Kante 
hegenden,  oder,  allgemeiner  ausgedruckt,  den  Winkel,  welcher  hs 
entgegengesetzter  Richtung  von  N  und  von  dem  Theile  der  xyübva» 
gezählt  wird,    welcher  rückwärts  von  .ffy/  oder  nach  MJi  Zff,  fd#*h 

aus  in  der  der  Zählung  des  Winkels  .X3fy>  entgegengesetzten  Rieh- 
tnng  liegt  . 
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die  Ableitung  bleibt  aber,  wenn  auch  dem  Mangel  an  Symmetrie 
bei  derselben  leicht  abzuhelfen  ist,  doch  immer  künstlich  und 

weitläuftig,  und  dürfte  mehr  als  gute  Uebung  in  analytischer  Rech- 
nung beim  Unterrichte,  wie  als  natürlicher  Beweis  einer  solchen 
Grundformel  anzusehen  sein.  Bei  dieser  Sachlage  ist  vielleicht 
die  folgende  Begründung,  im  Wesen  eine  Verallgemeinerung  der 
sogenannten  Ergänzungs-  oder  besser  Hülfs-Ecke,  einiger  Beach- 
tung nicht  ganz  unwertb. 

Es  seien  (Taf.  IV.  Fig.  4.)  aß,  ay  die  Durchschnitte  zweier 
Ebenen  mit  der  des  Papiers,  ad,  a&  die  auf  den  inneren  oder 
einander  zugekehrten  Seite»  dieser  Ebenen,  aJ,  aß  die  auf  ihren 
Susseren  Seiten  errichteten  Perpendikel ,  der  hohle  Winkel  zwischen 
diesen  Ebenen  pt  ihr  erhabener  oder  übersturopfer  P  =  4R  —  p, 
und  ähnlich  der  hohle  Winkel  der  Perpendikel  6u0>  = *,  der 
überstumpfe  zwischen  aJ  und  aS  =  iV,  so  ist  augenfällig 

n^lR—p  also  p  =  i2R  —  n, 

desgleichen  wegen  der  vorhergehenden  Gleichung  zwischen  Pundp: 

2V=2Ä  f  p  =  6R—P  also  P=<jR  —  l\. 

Errichtet  man  folglich  auf  den  drei  Ebenen  irgend  einer  be- 
liebigen körperlichen  Ecke,  und  zwar,  um  die  zusammengehörigen 
Fläcbeowiukel  zu  nehmen,  auf  den  dem  Beschauer  zugekehrten 
Seiten  der  drei  Ebenen  (vergl.  folgenden  Paragr.)  in  ihrem  gemein- 
schaftlichen Durcbscbnittspunkte  (a  Taf.  IV.  Fig.  4.  und  M  Taf.  IV. 
Fig. X)  Perpendikel»  und  verbindet,  je  nachdem  der  zwischen  je 
zwei  derselben  liegende  Flächenwinkel  der  gegebenen  Ecke  ein 
hohler  oder  ein  erhabener  ist,  diese  beiden  Perpendikel  so  durch 
eine  Ebene,  dass  diese  hiernach  den  hohlen  oder  den  erhabenen 
Winkel  zwischen  diesen  Perpendikeln  ausfüllt  (was  immer  mög- 
lich ist,  da  keine  dieser  drei  Verbindungen  auf  die  andere  Etn- 
fluss  hat),  so  erhält  man  eine  Hülfsecke,  deren  Kantenwinkel  zt»' 
den  gegenüberstehenden  Flachenwkrkeln  der  gegebenen  Ecke  ent- 
weder in  der  Beziehung 

(15«)    «  =  2Ä-p  oder  in  der  Beziehung  N  =6R~P 

stehen.  Da  ferner  hiernach  jede  Ebene  der  Hülfsecke  durch  zwei 
Linien  geht,  welche  bezüglich  auf  zwei  Ebenen  der  gegebenen 
Ecke  rechtwinkelig  sind,  so  muss  auch  jene  Ebene  auf  der  den 
letzteren  beiden  Ebenen  gemeinschaftlichen  Linie ,  d.  h.  auf  der 
durch  sie  gebildeten  Kante,  rechtwinkelig  sein,  und  daher,  wenn 
der  Winkel  zwischen  zweien  solchen  Kanten  durch  ftf*  oder  iV* 
und  der  zwischen  den  entsprechenden  beiden  Ebenen  der  Hülfs- 
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ecke  dareb  p'  oder  P' ,  je  nachdem  er  bohl  oder  überstumpf  ist, 
bezeichnet  wird,  ebenso  eine  der  Beziehungen 

(15*)  p'  =  l2R-n'  oder  /*=6/2  —  A' 

stattfinden.  Offenbar  führen  aber  beide  Beziehungen  sowohl  in 
(15«),  als  (15&)  ganz  zu  denselben  Winkelfunctionen,  denn  zwischen 
den  Winkeln  v  und  w  giebt  die  Gleichung 

t>  =  6ß — w 

auch  die 

Stehen  nun  den  Winkeln  a,  b,  c,  A,  B,  C  der  gegebenen 
Ecke  bezüglich  die  ü,  £,  <£,  a,  fr,  c  in  der  Hülfsecke  gegenüber, 
eo  bat  man  nach  der  ersten  der  Gleichungen  (14)  allgemein: 

cos  b  =  cos  a  cos  c  -f-  sin  a  sin  c  cosU , 

also  kraft  der  Beziehungen  (15): 

cos  B  =  cos  ^  cos  C  —  sin  A  sin  Ccos  6 , 

welche  bekannte  vierte  Grundformel  der  Trigonometrie  hiernach 
ebenfalls  in  völlig  allgemeiner  Gültigkeit  erwiesen  ist. 

§.  9.  Die  Ableitung  der,  föof  und  sechs  Stücke  einer  körper- 
lichen Ecke  enthaltenden  Formeln  *),  von  denen  zwei  aus  den 
Werthen  von  y  §.  7.  und  aus  dem  vorigen  Paragraphen  sehr  leicht 
sich  ergeben,  so  wie  die  Umformung  der  Grund gleichungen  fftr 
die  einzelnen  Aufgaben  und  Rechnungen  liegt  nicht  im  Plane  des 
gegenwärtigen  Aufsatzes,  da  diese  Gleichungen  vielleicht  mit  sehr 
wenigen  Ausnahmen  ganz  dieselbe  Gültigkeit  wie  die  Grundfor- 
meln, aus  denen  sie  abgeleitet  sind,  besitzen.  —  Zum  Schlüsse 
mögen  aber  noch  einige  Worte  in  Betreff  der  überstumpfen  Win- 
kel In  einer  Ecke  um  so  eher  gestattet  sein,  als  dadurch  die 
Conatructiooen  des  vorigen  Paragraphen  übersichtlicher  werden. 

Zur  leichteren  Auffassung  der  Entstehung  und  der  verschie- 
denen Arten  dieser  Ecken  denke  man  sich  drei  von  einem  Punkte 
M  ausgehende,  aber  nicht  in  derselben  Ebene  liegende  Linien 
MA,  MB,  MC,  und  je  zwei  derselben  durch  Ebenen  entweder 
auf  dem  kürzesten  oder  auf  dem  weitesten  Wege  (d.  h.  entweder 


*)  In  Delarobre  Attron.  1.  nhap.  X. ,  Ad.  Burg,  Samtnlang 
JHg.  Formeln  S.Hb,«,  und  mehreren  anderen  Schriften  ziemlich  voll- 
■e&ndig  sn  finden. 
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so,  dass  die  Ebene  den  einspringenden,  oder  so,  dass  sie  den 

ausspringenden  oder  überstumpfen  Winkel  zwischen  den  betref- 
fenden beiden  Linien  einnimmt)  verbunden.  Es  entstehen  alsdann 
eigentlich  zwei  einander  nahe  verwandte,  jedoch  verschiedene 
Ecken  aus  den  zwei  entgegengesetzten  Ansichten  desselben  Ge- 
bildes herrührend,  indem  bei  der  einen  die  drei  Selten  «,  ß,  f 
dieser  Ebenen,  bei  der  anderen  die  drei  entgegengesetzten  Sei- 
ten  a' ,  ß* ,  y'  derselben  dem  Beschauer  zugekehrt  sind,  in  beiden 
Lagen  zwar  die  Kantenwinkel  dieselben  bleiben,  die  Flächenwin- 
kel in  der  einen  aber  die  in  der  anderen  zu  AR  ergänzen,  wenn 
man  bei  derselben  Ansicht  nicht  verschiedene  Seiten  derselben 
Ebene,  z.  B.  für  einen  Flächenwinkel  an  der  ersten  Ebene  ihre 
Seite  «,  für  den  anderen  ihre  Seite  a'  nimmt,  ein  Versehen, 
welches  namentlich  in  dem  unten  bei  3)  aufzuführenden  Falle  leicht 
möglich  wäre.  Zur  Angabe  der  einzelnen  Fälle  mögen  die  beiden 
Ansichten  durch  1.  und  II.,  die  einspringenden  hohlen  Winkel  durch 
abc,  ABC,  die  entsprechenden  ausspringenden  oder  überstumpfen 
aber  mit  a*b*c*,  A*B*C*  bezeichnet  werden. 

1)  Sind  die  drei  Linien  MA,  MB,  MC  auf  den  kürzesten 
Wegen  verbunden,  so  entstehen  die  drei  Kanten winkel  abc  und 
in  I.  die  drei  Flächenwinkel  ABC,  also  die  •gewöhnliche  Ecke 
(Taf.  IV.  Fig.  5.*)),  in  II.  dagegen  A*B*C\ 

2)  Bleiben  die  Verbindungen  von  MA  mit  MB  und  MC  wie 
eben,  die  zwischen  letzteren  beiden  Linien  geschieht  aber  auf 
dem  weitesten  Wege,  so  bleiben  auch  6  und  c,  dagegen  hat  man 
statt  a  jetzt  a*  und  in  I.  AB*C*,  in  II.  aber  A*BC  (Tat  IV. 
Fig.  6  I.  und  Fig.  611.),  also  an  überstumpfen  Winkeln  einen  Kan- 
tenwinkel  und  in  I.  die  beiden  anliegenden,  in  II.  aber  den  gegen- 
über liegenden  Flächenwinkel. 

3)  Bleibt x  aber  jetzt  die  Ebene  BMC  wie  bei  I)  und  wird 
dagegen  MA  mit  MB  und  MC  auf  den  weitesten  Wegen  verbun- 
den, so  entstehen  die  drei  Kantenwinkel  ao*c*  und  in  Taf.  IV. 
Fig.  7  1.  die  Flächenwinkel  A*BC**),  in  II.  jedoch  (Taf.  IV. 
Fig. 7 II.)  die  AB*C*9  also  werden  zwei  Kantenwinkel  und  entwe- 


♦)  Die  Begrenzung  der  Ebenen  in  diesen  und  den  folgenden  Figuren 
doreh  gröute  Kreise  einer  Kugel  ist  Mos  der  leiebteren  Zeichnung  wegen 
gewählt  und  ohne  irgend  eine  Beziehung  zur  Kugel. 

**)  B  und  C  zwischen  der  unteren  Seite  der  Ebene  BMC  und  den 
Torliegenden  Seiten  der  beiden  anderen  Ebenen.  Um  Taf.  IV.  Fig.  7  I. 
gas»  wie  die  übrigen  zu  stellen,  /  wurde  MBC  als  yon  oben  angesehen 
auch  hier  gezeichnet,  sonst  hatte  eigentlich  die  untere  Seite  dieser 
Ebene  dem  Reschauer  zugekehrt  werden  müssen. 
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der  der  eingeschlossene  oder  die  beiden  anliegenden  Flächenwinkel 
übers  tu  mp f. 

• 

4)  Verbindet  man  endlich  je  zwei  der  drei  Linien  auf  den 
weitesten  Wegen,  so  werden  alle  drei  Kanten winkel  überstumpf, 
und  entweder  bei  einer  Ansicht  alle  drei  Flächenwinkel  ebenfalls 
oder  bei  der  anderen  diese  Winkel  bohl. 

Durch  die  Fälle  3>  und  4)  ist  die  in  v.  Mflnchow's  Trigo- 
nometrie ausgesprochene  Behauptung,  dass  eine  Ecke  nicht  zwei 
überstumpfe  Kantenwinkel  enthalten  könne,  thatsJfcblich  widerlegt« 
'Der  Irrthum  röhrt  davon  her,  dass  die  doppelten  Zeichen,  womit 
In  den  Gaussischen  Gleichungen  alle  Functionen  von  Summen 
oder  Differenzen  von  Winkeln  behaftet  werden  müssen,  bei  der 
Formel 

'  sinU«  +  c)_     com  j(A— Q 

±    sin  £6     ~±  sin|Ä 

nicht  beachtet  sind,  und  daher  angegeben  ist,  dass»  weil  wegen 
sinosine  =  sin  Aa'm  C  der  Quotient  rechts  positiv,  diess  auch  auf 
der  linken  Seite  der  Fall  sein  müsse,  diess  jedoch  nicht  sein  könne, 
wenn  sowohl  a  als  c^2/£  wären.  Allein  gerade  in  diesem  Falle 
ist  das  doppelte  deichen  und  namentlich  das  untere  nothwendig, 
indem  dadurch  die  Bedingung  des  Positivseins  vollkommen  erfüllt 
wird.  Gegen  die  vielleicht  vorzubringende  Behauptung,  dass  die 
Fälle  3)  und  4)  überhaupt  nicht  zu  den  dreikantigen  Ecken  ge-> 
hörten,  ist  zu  erwidern,  t  dass  in  dem  Begriffe  dieser  Ecken  als 
eines  Gebildes  aus  dreien  in  einem  Punkte  sich  durchschneiden* 
den  Ebenen  es  gar  nicht  ausgeschlossen  ist,  dass  zwei  derselben 
zwischen  ihrem  gegenseitigen  und  dem  Durchschnitt  einer  jeden 
mit  der  dritten  sich  noch  einmal  schneiden.  Wenn  auch  Ecken 
mit  mehreren  überstumpfen  Kantenwinkeln  in  der  Anwendung  sel- 
ten vorkommen,  so  erscheinen  dagegen  die  mit  ihnen  besonders 
durch  die  Hülfsecken  nahe  verwandten  mit  mehreren  übersturapfen 
Flächenwinkeln  in  der  Astronomie  und  Geodäsie  desto  häufiger, 
und  ganz  abgesehen  davon  fordert  doch  die  Wissenschaft 
Allgemeinheit  in  der  Lösung  ihrer  Aufgaben. 
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XIX. 

Ueber  eioen  Satz  von  ganzen  Zahlen. 

...         ■ .  '  • 

Von 


V 


Herrn  Doctor  Durkge 

in  Zürich. 


In  Legeudre's  Thlorie  des  Nombres.  Part.  2*9.  §.  I.  Art 
130.  findet  sich  folgender  Satz :  Bedeutet  n  eine  §anze  Zahl,  so  ist 

Man  kann  diesen  Satz  auf  eine  Art  beweisen,  bei  welcher  sieb  # 
zugleich  die  Werthe  der  Reihe,  wenn  der  Exponent  der  Grossen 
n,  to  —  1,  n — %  u.s.w.  von  n  verschieden  ist,  mit  ergeben.  , 

Bezeichnet  man  mit  (n)x  den  Coefficienten  von      in  der  Ent- 
wicklung wn  (X  +         so  dass  •  i  . 

_  «(tt-l)(TO-2)....(w-;i  + 1) 
1.2. ^ ' 

so  kann  man  obige  Reibe  folgen dermassen  schreiben: 

2^- („-*)*, 


wobei  es  gleichgültig  ist,  ob  man  die  Summe  für  X  bis  n  oder  tys 
n  ~1  nimmt,  weil  das  Glied  för  i  =  n  verschwindet  Setzt  man  jetzt 

n  —  X  =  k, 

so  bleiben  die  Gräozen  unverändert,  und  da 

(n)u-k  —  (n)k 

'utf,  so  gabt  de*  zu  bestimmende  Ausdruck  Über  in  i 


Digitized  by  Google 


164  Onrege:   Vfber  e/nen  Satz  van  ganten  Zahlen. 

(—  1)-  Ä(—  1)*  (1) 

o 

Setzt  man 

F(x)  =  x(x  — 2)  ....  (*-») 

und  zerlegt  den  Bruch  in  Partialbrüche,  eo  erhält  man  be- 

kanntlich 

1      •    J__  ± 

F(x)     o*  x—k  Ft  * 

wo  Fk  den  Werth  des  Differentialquofienten  der  Function  F(x) 
nach  x  genommen  für  x~k  bedeutet.    Nun  ist  aber: 

Fk  =  k(k- 1)  (A- 2)  . . . . (k  -  (* - 1)) (Ar  — (£  +  l))(*-(*+2)) .... (A-n) 
oder,  wenn  man  1 .2.3  ....  x  =  i!  setzt: 

Fk=:(-l)n-k  M(n-*k)l 

Es  ist  aber:, 

1  (~l)*-k(n)k 

1    _(-!)«  5.  (-!)»(»)* 

Entwickelt  man  jetzt  den  Bruch  ~Z%  naCD  Wlenden  Potenzen 
Ton  x,  *o  kann  man  schreiben : 

und  erhält  dadurch: 

(2) 

*  4  <  '  •  .  • 

worin  die  Summen  sämmtlich  für  £  von  0  bis  n  zu  nehmen  sind. 

In  diesem  Ausdrucke  sind  nun  die  Coetöcienten  der  negativen 
Potenzen  von  x  von  der  Form  des  Ausdrucks  (1) ,  indem  nur  statt 
der  Potenz  Ar"  alle  möglichen  ganzen  Zahlen  als  Exponenten  von 


folglich  wird 


und 
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k  vorkommen.    Die  Bestimmung  dieser  Coeföcienten  geschieht 

aber  leicht  durch  die  directe  Entwickelung  von  f^x)  nac^  ^'en* 
den  Potenzen  von  x.    Setzt  man  nämlich 


F(x) = a?«H-i  +  axx*  +  a^»-1  +  ....+  o«-i  *'  +  a*r , 
folgt: 

3  Lil  ifli  i  flH        ,  °*  ,_i 


» 

•  « 

Nun  ist  aber  ersichtlich,  dass  diese  Entwickelung  erst  mit  der 

(n-f  l)ten  Potenz  von  —  anhebt,  und  dass  diese  Potenz  den  Fac- 

x 

tor  1  bat.  Es  werden  daher  die  n  ersten  Glieder  des  Ausdrucks 
(2)  verschwinden  müssen ,  wodurch  man  erhält: 

1)*  (n)k  =  0,  1)*  (n)**  =  0,    !*(—  I)*  (n*)     es  0, 

o  o  o 

h(-  1)*  (n)*A»  =  0  u.  s.  f.  . . . .  bis  £(-!)*  (n)**-1  =  0.  , 

0  o 

I 

Der  Coefficient  des  (n  -f-  l)ten  Gliedes  aber  wird  =  1 ,  also : 

(»)**■  ==1  oder  (-1)»  Ja(- 1  )*(»)**"- «!. 

welches  der  Legend re'sche  Satz  ist. 

Um  die  Werthe  der  Summe  für  die  höheren  Potenzen  von  k 
zu. erhalten,  inuss  man  auf  die  Bedeutung  der  Grossen  a  zurück- 
gehen.  Es  ist  aber 

—  at  =der  Summe  der  Zahlen  von  1  bis  n  —  > 

-f  a%  =  der  Summe  der  Combinationen  2ter  Classe  der  Zahlen 
von  1  bis  n  ohne  Wiederholungen, 

—  ö.  =  der  Summe  der  Combiuationen  3ter  Classe  von  den- 

selben Zahlen, 

u.  s.  f 

I  ■  r  ... 

Nun  ist  der  Goeffieient  von  —r«  gleich  -*y,  daher  erhält  man: 
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1  »  »  'i 

Der  Coefficient  von  ist  gleich  (— tf2  +  «il).  und  führt  man 

die  Rechnung  aus,  so  findet  man  ihn  gleich  der  Summe  der  Com- 
binatioiien  2ter  Classe  der  Zahlen  1  bis  n  mit  Wiederholungen» 


n 


daher  wird  (—  1)"  £k(—  I)*(n)*Ä*+a  =  w!mal  der  Summe  der  Com- 
bi nationen  2ter  Classe  mit  Wiederholungen. 

Für  die  höheren  Potenzen  yon  k  aber  lässt  sich  der  Werth  der 
Summe,  wenn  er  auch  immer  ermittelt  werden  kann,  doch  nicht 
so  einfach  aussprechen. 


XX. 

Beweis  des  ron  Schlömilch  Archiv  Bd.  XII.  No.  XXXV. 
aufgestellten  Lehssatzes;  —  über  die  Ableitung  des  Dif- 
ferentials von  logier;  und  —  über  eine  allgemeine  Auf- 
gabe über  die  Functionen  von  Abel. 

Von 

Herrn  Hofrath  Dr.  T.  Clausen 

zu  Dorpat. 


Der  in  Rede  stehende  merkwürdige  Lehrsatz,  der  eine  Ver- 
gleichung  sehr  hoher,  noch  nicht  bearbeiteter  Transcendenten 
enthält,  durch  dessen  Auffindung  Sc  hl  breileb  grossen  Scharf- 
sinn gezeigt  hat,   scheint  mir  den  Weg  zu  einer  sehr  ergie* 
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bigen  Erndte  anf  diesem  Felde  zu  Offnen.  Lange  habe  ich  fer- 
nere aasgedehnte  Untersuchungen  dieser  Art  vergebens  erwartet. 
Um  die  Aufmerksamkeit  des  mathematischen  Publikums  aufs  Neue 
und  mehr  auf  diesen  Gegenstand  zu  lenken,  gebe  ich  folgende 
Auflösung. 

Nach  Minding's  Integraltafeln  p.  157.  ist: 

ß 

ob  -Hfa)  »in  («  arctang—) 


/OD 


/od  j    IT»)  sin  (w  arctang-) 

•  ß 

/od                                  I    I\n)  sin(n  arctang  -) 
e-««rj?«-itiii(Ö/Jjr)ar=s;--  , 

/od                                   ,   An) sin  (»arctang 
«-ra*^-1«in(7^)^=^.  ~-fLf  etc.; 

(«•  +  «« 

also 

t  «-«sinOS*)  — «-««*sin  (3/fcr)  +.<-*«Mn(5/fcr) 

<■ 

—  «-'«sin  (7/fcr)  +  ....}  *"~l&r 

=  ä  sin  (»  arctang  £)/(«), 

(«*  +  £*)* 

wenn  man  /(n)  =  l        +  A  — 1  +  etc.  in  infinitum  setzt. 
Sei 

5 = er  «  sin  QSj:) — «-*«»  sin  (3/fcr)  +  e-***  sin  (5ßx)  —  etc. , 

T=e-«coS  (fc) --«*-»«*  cos  (3/£r)  +  «-***  cos  (Ö/J*)-  ett  , 

Hieraus  folgt  sogleich: 

Sco8(2/foT)+  Tain  00*) 
sin(3/fcr)  -  c->««8in(5^)  +e^sin(7/Jar)-etc, 
Tcos  (2ßx)  —  S  sin  (2jfar) 


=  «-«cos  (3/fcr)  -  «-»«cos  (5/fcr)  +  «~*»cos  (70*)  -  etc.; 
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e-«8iii(/fcr)-S=x  €-*«*co8(2/fcr)S  +  e-*«*sin  (2ßx)T, 
e-**co8(ßx)  —  T z=e-***coa(2ßx)  T  —  e~2«  sin  (20x)  S; 
und  hieraus: 

«-«sin  (ßx)  =  { 1  +  e-*«cos  (2/fcr) )  5  +  er*«**\n  (2/fcr)  7\ 

e~**co*{ßx)  ==— e-^sin  (2/fcr)  Ä+  {  1+#-2c"cos(2/5j:)|  T ; 

woraus  durch  Elimination  von  T  folgt: 

e-«  (1— e— aa*)sin(frr) 
1  +  2«-aa*cos(2/Ja:)  +  «~4«' 

Also  wird 

/*  e-«  (I  -  sin  (/fcr)  ar»-1  a*       r(n)     .  ,  Ä  ^  , 

l  +  2e-^cosC>4  +  ^  =  " 

(«HP*)* 

Setzt  man  «  =  0,  j5  =  1,  so  wird  der  Zähler  unter  dem  Inte- 
gralzeichen =  0,  und  der  Nenner  nicht  verschwindend,  ausser  in 
den  Fällen  %x=z7t,  3»,  5»,  etc.  Der  Werth  des  IntegTals  be- 
steht also  in  diesem  Falle  aus  mehreren  einzelnen  Theilen,  deren 
Summirung  mit  der  Cauchy'schen  Residü  -  Rechnung  Aehnlich- 
keit  hat. 

Es  sei  0=1  und  a=ö  eine  sehr  kleine  Grosse,  deren  Qua- 
drat und  höhere  Potenzen  vernachlässigt  werden ,  2&= (2A  -f  1) 
so  das«  man  die  Integration  auf  sehr  kleine  Werthe  von  ?  be- 
schränken kann;  dann  wird: 

1  +  2e-2«  cos  (2*)  +  e-*«* = (1  +  e-*«*)»cos  x*  +  (1  —  e~  smx*. 

Es  ist  nun,  wenn  man  sich  auf  die  niedrigsten  Potenzen  von  0 
und  £  beschränkt: 

l  +  e-*«=:2,  cos*  =  db|,  l-e-*«*:=(2A+l)*6\  sioar=(-l)A; 
demnach  für  einen  bestimmten  Werth  von  X  das  obige  Integral: 

V  (~ ,}    p+{(2*+i)*.0}*  • 

Sei  f=(2Z  +  l)jr.0tangt,  so  wird  das  Integral: 
welches  man  von  i  =  —  ~  bis        nehmen  kann,  da  wegen  der 

.   i»  »      !*».*. .  '    es  »  i  • 
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Kleinheit  von  $  ein  kleiner  Werth  von  £  schon  einem  Winkel  von 
-r  nahezu  entspricht.    Das  Integral  wird  also: 

und  also  für  alle  ganze  Werthe  von  k  von  0  an  his  00: 

(ff  Al-n)  =  r(n)8in(^)  f(n), 
welches  die  von  Schlomilch  gefundene  Forme)  ist. 


Das  Differential  von  Log  T(x)  lässt  sich  auf  folgende  sehr  ein- 
fache Weise  ableiten.  Es  ist  (Minding's  Integraltafeln  p.  151.): 

o 

Differentiirt  man  nach  b,  so  ergiebt  sich,  wenn  man  nach  La- 

grange's  Bezeichnung  ^■^==rv(z)  setzt  und  j^j-  durch  y{z) 
bezeichnet : 

f 1  Log(l  (1  -*)»-»  &r  =  ffiffi  («(*)-*(«+*)). 

O 

v 

Sei  (a  +  6)  =  <,  6=1,  also  a  —  t — 1,  so  wird 

x  r(a)r(b)  _  r(t-p  1 

r(a+6)  ""   r(t)  ~  t  —  1 » 

also 

Log(l-ar)^-»ao:  =  ^|^(l)-^(OI, 


oder  durch  theilweise  Integration : 

1  1       p  1  ~f-i  1 

=  _(^._1)Log(I_*)  +  _  /  -j^&r; 

^  O 

und  da  der  erste  Theil  an  beiden  Grenzen  verschwindet: 


/1  1  xt-\ 


Th.il  XX*.  12 
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Im  zweiten  Bande  von  Crelle's  Journal  für  Mathematik 
findet  sich  eine  Abhandlung  von  Abel  Ober  die  Functionen,  welche 
der  Gleichung 

Genüge  leisten.  Die  Auflosung  dieser  Aufgabe  ergiebt  sich  ziem- 
lich einfach  auf  folgende  Weise.  Es  sei,  wenn  ifj(z)  =  «,  z  =s  ^ (u), 
<p(*)  =  £,  *=F(|),  q>(y)  =  v,  y  =  F(v): 

f{x)  =  F.®,  also  auch  /ty)  =  F,(t>); 

so  wird 

(!+»)  =  F(£)  Fi  (»)  +  F(v)  F |  (|). 

» 

Differentiirt  man  zweimal  in  Beziehung  auf  £,  so  ergiebt  sich: 

V«  +  »)  =  F(|)Fj(t?)  +  F/(i)F(P), 
+    =  F"($)Fi(*)  +F1"(|)F(*). 

Setzt  man  nun 

!=*,    F(|)  =  J,    F'(|)  =  ^,    F*<8  =  ^, 
F,(Ö=:Äf   F,'(£)=i?',   ^"(1)  =  /?"; 


so  geben  die  obigen  drei  Gleichungen,  nach  Elimination  von  F(v) 
und  F,(«): 

0  =  (A'B"-A''B')l>l(k+V)  +  (^"2?  —  AB") yi(k  + ©)  - 

+  (AB'-A'BW(k  +  t>), 

deren  Integration  bekannterweise  sehr  leicht  ist.  • 
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üeber  den  Werth  des  Integrals  -J**  ^— Ar, wenn m 
and  n  positive  ganze  Zahlen  sind  and  m>»  oder  m=n  ist. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  -F.  Min  ding 

an  der  Universität  zu  Dorpat. 


Wenn  n  =  l  und  m  eine  gerade  Zahl  ist,  so  wird  das  vor- 
gelegte Integral  =oc.   Denn  es  ist  für  ein  gerades  m 

/•  sin*«  _         /**  ,    |!t    ]      .  ]  i 

die  Summe  der  eingeklammerten  Reihe  ist  aber,  wie  bekannt,  un- 
endlich gross.   Dieser  Fall  bleibt  daher  im  Folgenden  unbeachtet 

Die  Gleichung  —n=~-  I     e-*yy*-*dy  giebt 

o 

/*  s\nxm  ,        1     /»•  p  od 

0  O  o 

~rnj     y*~ldV  I  e-*ysmxmdx- 

Für  ein  gerades  m  ist: 

sin  ar»»= c  (cos  tnx~m1  cos  m— 2* + ti^  cos  m—Xx  -....  +  (- l^Jm«,) 
und  für  ein  ungerades  m: 

sin *-=  *(smm*  - mt  sin ^2 x^sm m=ir-....+(-l)»'.mW' sin*), 

12* 
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wo  m'  überall  filr  die  grösste  in  ^  enthaltene  ganze  Zahl  und  s 


(—  1)«' 


Da  ferner 


* 

©  ° 
so  folgt  für  ein  gerades  in: 


o 

iH 


»  ♦ 


F=  -f--^*"    +  ....  +  (-  1)«.'  .w-y— . 

m2  +  y*    m-22  +  y2    m-42  +  y2 

und  fär  ein  ungerades  m: 

o  o 
m  .jy"-1    >»! . 771—2  .y»-1  _  (-I^W-y«-1 

m2+y2      Jn^  +  y2  m— 42+y2 

Bezeichnet  wiederum  ri  die  grösste in  |  enthaltene  ganze  Zahl, 
so  ist 


+  2/2  +  «2 

wo  »— 2n'=0  oder  =1,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade; 
trennt  man  mit  Hülfe  dieser  Formel  in  Y  den  ungebrochenen  Theil 
vom  gebrochenen,  und  bemerkt  dabei  sogleich,  dass  die  (n  — 2)te 
Potenz  voo  y  aus  dem  ersteren  wegfällt,  weil  für  gerade  m 

1— «i|  +  ma— ....  +  (—  I)m' .  iwim'  =  0 

ist,  so  folgt: 

Y = *2 '  .  y»"2*  { m2*-2  -  ml .  r/T^2*-2  -f  im,  .  m^42*-2  - . . . . 


4  « 


,  (- 1  )--->. nw_,.2»«-) 
-  +  ^*+2*  i' 
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—n — 1 


 +  (-l)~'.»lm'l 

* 


•  •  •  • 


a  +  l  i 


(Der  in  Yx  vorkommende  Grenzwerth  »— n'  —  ]  von  A:  drückt  die 
n  |  n  I 

grosste  in  — ^-  enthaltene  ganze  Zahl  aus,  nämlich  — ^—  für 

fi 

ein  ungerades  »,  ^  —  1  für  ein  gerades  ».)  Werden  obige  Reihen 

für  8inaem  bei  geradem  m  2£mal,  bei  ungeradem  m  (2Ar — l)raal  dif- 
ferentiirt,  so  kommt: 

82*sin.zm 


—  =  (—  l)*£(m**cosnia?— mx .  jn— 2**. cos m— 2x  -f ... . 

....  +  (—  I)*'-1 .  mm-i .  2"  cos 

r» 

4 

o2k~1.8ina:'n     

—fa2k-i — l)*-1^»!2*-1  cos  mar— mt .  wi— 22*-1 .  cosm— 2a;+.... 

....  +  ( — l)m'.mm'  cosa:), 

jenes  für  gerade,  dieses  für  ungerade  m.  So  lange  nun  die  An- 
zahl der  Differentiationen  kleiner  ist  als  m,  sind  die  Ableitungen 
liokerhand  mit  dem  Factor  sina?  behaftet  und  verschwinden  also 
för  ar=0.  Wird  daher  die  im  Folgenden  mehrmals  wiederkeh- 
rende Summe 


—  Wl| .  771 —  2* 

zur  Abkürzung  mit  /(m,  bezeichnet,  so  dass  m  in  /"(m,  A;)  immer 
eine  gerade  Zahl  bedeutet,  hingegen  für  ungerade  m  die  ent- 
sprechende Summe 


mk  —  ml.  771—2*  -f  TTia .  m — 4*  — ....  +  ( —  l)m' .  mm'  =  f\  (m, 

gesetzt;  so  ist  /(m,  2Jfc)=rO,  wenn  2A;  eine  Zahl  aus  der  Reihe 
2,4,6,8,  ....m— 4,  ifi-2  ist,  und  /i(m,  2*-l)=0,  wenn  2A:-1 
eine  der  Zahlen  1,  3,  5,  7,  ....m— 2  ist. 

Für  2*  =  m  erhält  f(m,  m)  und  für  2/fc— l  =  m  /i(m,  m)  den 
Werth  2*-1.m! 
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J  *" 

o 

Diesen  SummationeD  zufolge  verschwinden  in  Y  und  Yx  sämmt- 
liehe  positive  Potenzen  von  y,  und  es  zeigt  sich,  dass  Fund  Yx 
in  der  That  ächte  algebraische  Brüche  sind,  nämlich: 

Ffir  ein  gerades  n  ist  n'  =  |,  daher  findet  sich  sofort  durch  In- 
tegration,  zufolge  der  so  eben  erklärten  Bedeutung  des  Zeichens 

f  Fay=(_j)?.|./(m>B_1). 

o 

Ferner  ergiebt  sich,  wenn  Fi  zuerst  von  0  bis  y  integrirt  wird: 

/'  n^=(~l)^\^w«-iJog(l+^-Wl.^»-Mog(i+=^ 
o  m  w-22 

+  ....  +  (—  1)«'.  mm' .  Iog(l  +  y«) }. 

Es  ist  aber  i log (1  -f-  ^)  =  |0gy - |0gm  +  iJog(l+^);  wird  dieser 

Ausdruck  nebst  den  entsprechenden  ähnlichen  in  vorstehendes 
Integral  eingeführt,  so  folgt: 


9  Yxdy=(-l}l  Vi(m,n-l)Jogy  +  m»^.;iog(l  +  ^) 


- ,Wl .  w_2»-i .  •  f (1  +  __}  +  ....  +  (_ 1)«' mm, .  l  |0g(I  +  ^  t 

n 

+  (— m«-^  loS  ///  -  mx .  m— '2»-1 .  log +  . . . . 

Es  ist  aber  fx(m,  7i-l)=0,  weil  hier  m  und  m-1  ungerade  sind 
und»— 1<»»;  daher  fallt  das  erste  Glied  rechter  Hand  sofort 
aus;  geht  man  ferner  zur  Grenze  y=oo  über,  so  verschwinden 
auch  die  folgenden  Logarithmen,  und  es  wird  für  gerade  n: 
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/OD  »     
Yxdy—( — l)2 !mn— 1  logm —  rriy  .m— 2"-1 .  logm— 2 


+  m^.m— 4"-1 .  log  m— 4— . ...  +  (—  I)"1'-1  mm-i  .3""1 .  log  3). 
Für  ungerade  n  u  ird : 


>  i 

n-1 


F%  =  (-!)  *~.Hm»-Mog(l +  £)_.... 

I 

Wird  hier  wieder  mit  den  logarithmischen  Factoren  dieselbe 
Verwandlung  vorgenommen  wie  vorhin  und  bemerkt,  dass  für 
gerade  m  und  ungerade  n,  wenn  zugleich  n — l<m  und  n  we- 
nigstens =  3,  f\m,  n  — 1)  =  0  ist,  so  verschwindet  auch  hier  das 
im  Integrale  auftretende  Glied  f\m9  n  —  l).log#;  ferner  werben 
die  übrigen  Logarithmen  in  dem  Integrale  =0  für  y  =  oc,  und 
man  erhält: 

:  \ 

/od  n+l     
ydy=( —  1)  *  {m"_1logm — ml.m — 2n-1.logm — 2  + .. .. 

....  +  (- I)»»'-1 .  rom>-i .  2»-1  log  2  J. 

Endlich  ist  für  ungerade  n: 

0 

Bezeichnen  wir  der  Kurze  wegen  auch  noch  die  Summen 


wMognt — ml  .m— 2* .  log  m — 2  -f-  m% .  »1—4* .  log  m— 4— . . 

•    •   .    •  .• 

....  +  (—!)*     .  jBm^  .2*log2  durch  f{m,  k,  logm), 


mMogm —  i»! .  111—2*. logm— -2  +  .... 

....+(-1)  *  .m„>_s.3*log3 

durch  /i(m,  A,  logm),  wo  immer  m  in  /gerade,  in  fx  ungerade  ist, 
so  lassen  sieh  die  den  unterschiedenen  Fällen  zugehörigen  Werfhe 
des  gesuchten  Integrals  nunmehr  wie  folgt  schreiben:  ' 
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o 

•   •  •  •  • 

m-f-fl 

J  x%  = ~~2m^Yn —  f\m>  w-l)  (in  und  n  gerade)  1. 
o 

m-l-n 
(      1  —   _ 

=  ^7rn~L~^m,tk^   (round  nungerade)  2. 

(-  1)~»~~ 

Ä  r»  l°gm)   (w  ger- » «  unger.)  3. 

f»-f-n— 1 
(—1)  » 

=  2«~1.r«  Ä(«f  «— 1>  logm)   (ro  unger.,  nger.)  4. 
Hier  ist,  wie  ich  zu  grosserer  Deutlichkeit  noch  hervorbeben  will: 

an 

-1 


/(m,n-l)=7n'»-i-m1.7n~^-i+wa.m--4«-i-...+(-l)2    .mm  .2«-i, 


tn-l 


A(m,n-l)t=m»-1-m1.m-2»-1+ni2.m-4"-1-....+C-l)  «  .m«-!, 
f(m,  n— !,  log  in)  =  m«~l  log  m— mt  .m— 2»-1 .  log  ro  + . . . . 

m 

•...  +  (-l)T~1.*»  f.2»-»log2, 
/i  ('«»        logm)  =  m^-Mogm-wi! . m— 2"-1 .  logm  + . . . . 

ro —  3 

"••+(—        .  wim- 3  •  3"-i  log3. 
Insbesondere  wird  für  m  =  l : 

/»•   /Sin4?\"  TT 

y       vär~y  <tes=5vl5A^*"l)  wenn  »  gerade, 

~     j^/i (*» *— 1)  wenn  »  ungerade. 

Beispiele. 
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0  O  0 

3jt    /»•  sina:«        5*  /sinar\ •  115.» 

sr^wj  {-*-)  dx=-m  > 

o  o 

sinar«         3.    256   /»»sinar«        .  ' 

1  ,  3^ 
=  16log2W» 

/»»sina:»     _3         r**™**         5,    27  /^«sina:* 

0  0  o 


_5  5** 
—  96  ^  3^" 


Ich  benatze  die  gegenwärtige  Gelegenheit,  um  über  den  Zu- 

sammenhang  zwischen  den  Jntegralen  j^^^-dx  und ^x 

eine  Bemerkung  einzuschalten,  welche,  wie  ich  mich  erinnere, 
▼or  mehreren  Jahren  einer  meiner  damaligen  Zuhörer,  Herr  S.  N. 
Zwett,  mir  mittheüte. 


Es  ist 


daher 


.sinar*     sin  2a:  .       /sinarV  , 


sin  x* 


oder 


o  o 


*  1 1 

Aus  dieser  Bemerkung  folgt  fär  a=oc  wieder,  wie  oben  gefun- 
den ward, 


/sinarV  _  * 


Auch  möchte  noch  die  Folgerung  der  Erwähnung  werth  sein,  das» 
sin  o  =  0,  also  a  —  nn^ 
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o 


wird. 

In  einem  an  mich  gerichteten  Schreiben  aus  Tschern  igow 
vom  17.  Mai  d.  J.  stellte  mein  schon  genannter  Freund  Herr  Zwett 
über  bestimmte  Integrale,  welche  eine  periodische  Function  ent- 
halten, folgende  Betrachtungen  an,  auf  die  ich  schon  desshalb 
gern  näher  eingehe,  weil  sie  mir  zu  der  gegenwärtigen  Unter- 
suchung den  ersten  Anlass  gaben. 


Es  ist 


fx .  g>(sin  x)dx=  §       Fx.<p  (s'mx)  dx , 

o 

*  - 

wo  Fx  eine  sogleich  anzugebende  Function  ist  und  statt  &mx 
auch  eine  andere  periodische  Function  gesetzt  werden  kann.  Da 
nämlich 

=/  +/.+••■• 

1  •  w 

fx .  qp(sin  x)dx  —  J       f{x  +  ^nn) .  a>(sin  x)  r&r, 

21171  O 

so  folgt: 

Fx  =  /fc  +  /fcr  +  2 »;  +  jfar  +  4 »)  + . . . . 

Die  angegebene  Umformung  gilt  unter  der  Voraussetzung,  dass 
Fx  zu  einer  endlich  auszudrückenden  Function  convergirt.   Es  sei 

fx  =     ,  <p(sin  x)  =  sin  xn ,   so  wird 
x 

l  +  }     1  - 


oder 

Nun  ist  aber 
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t*     t*+*  s**  dt  p*  t*-ldt 

*»  +  (:r+l)*  +  J      tj     TPT  ' 

o  o 

allgemein : 

t*  .  —f'Mf'di       f'dt  P't'-idt 

 7     «./    7—;/     <7  1-«'* 

daher 

i  .    i  .     e*^,*,*  s  p*dtp<dt  p*dtpn*-Ht 

O  0  Ü  O 

und  weil  nach  obigem  Satze 

/OD  p  1 

fx<p(fiAnx)dx  =  2*  /     f  (*2»a:)9(sitr27rar)d!a:, 


o 

so  folgt: 

O 


1      r*dt  r*dt     p'dtp'    dt     pi  , 

=  95Fl/  T7   1"7   ^7  «X=i>J  M™R(U> 
00         0     0  0 

wo  die  Anzahl  der  Integrationen  nach  t  gleich  n  ist. 

So  weit  ging  die  Mittheilung  des  Herrn  Zwett;  es  schien 
mir  der  Mühe  werth,  den  darin  angefangenen,  aber  freilich  wegen 
der  vielfachen  Integrationen  einige  Schwierigkeiten  darbietenden 
Gang  der  Rechnung  weiter  zu  verfolgen.  Setzt  man  allgemeiner 
<p(sin.r)  =  sina;m,  so  ergiebt  sich  auf  demselben  Wege: 

sin«1"  , 
 dx 

0 

/*dt    P'dt        p*  dt    p*     dt      /»i    __  , 
«S7  53-;/    tortj  ur-7)J 
00  00  0 

Nach  Einführung  der  Reihen  für  sinlitaf*  und  mittels  der  Integrale 

» 

» /  4maw2  +  log 


y*»aii 
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/t     dt       P1  4m*7r» 
ÜJ~l)J     t*(l  —  coa2mitx)da:  =  ilog(l  +  J^£flh 

o  o 

wird  nun  folgender  Werth  in  Gestalt  eines  (n — l)faehen  Integrals 
gefunden,  nämlich: 

/»sin*»»  1     Pi  dt    P*  dt  P%^Lt 

—^r^-^-iJ  2^  ""J  2ttt'if 

0  0  0  0 

wo  für  gerade  m : 

49.K*  8*»a 
T  =  mm'-i .  i  log  (1  +  j^^)  —  m«.-a .  \  log  (1  + 

+  /iw_8 .  i  log  (1  +  -=-)  -....  +  (-  D"'-1  •  i  log  (1  +  -=- ), 

log*2  log** 

und  fiBr  ungerade  m : 

r=  7\  =  mm' arctg — j  —         arctg  j+to»'_2  arctg  j  —  .... 

log-,  log  ^  log  ^ 

....  +(— l)w  arctg  j-. 

log  7 

2» 

Durch  Einfahrung  einer  neuen  Veränderlichen  v  z=  — j  werden 

log< 

diese  Integrale  auf  folgende  Gestalt  gebracht: 

/»sinjr«  1      pm  dv    /  p  dv        P*  dv 

0  0  0  0 

wo  die  Anzahl  der  Integrationen  rechter  band  stets  »  — 1  ist,  und 
für  gerade  m: 

T  =         .  i  log  ( l  +  2*»*)  —  mTO'_2 .  i  log  (1  +  4M)  + . . . . 

....+(~l)^.iIog(l+mV»), 

fllr  ungerade  m : 
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T=  Ti  =  mmf  arctg  v — mm'-i  arctg  3c  +      +  (—t)m' arctg  mc. 

Die  Ausführung  der  gesonderten  Integrationen  stösst  sogleich  auf 
die  Schwierigkeit,  dass  schon  die  ersten  oder  doch  die  zweiten 
Integrale  der  Glieder  von  T  und  Tx ,  in  so  fern  sie  von  Null  anfan- 
gen sollen,  unendlich  gross  werden;  wesshalb  dieser  Gang  der 
Rechnung  auf  den  ersten  Blick  überhaupt  nicht  zum  Ziele  zu  fah- 
ren, sondern  sich  in  Unbestimmtheit  zu  verlieren  scheint.  Bei 
näherer  Prüfung  zeigt  sich  jedoch,  dass  dieser  Uebelstand  geho- 
ben wird,  wenn  man  von  jedem  Logarithmus  oder  arctg  in  T  die 
ersten  Glieder  der  dafür  geltenden  Reihe,  bis  zu  der  zunächst  der 
nten  vorangehenden  Potenz  von  c,  abzieht,  indem  vermöge  der 
Eigenschaften  von  T  alle  so  hinzugefügten  Glieder  sich  für  jeden 
Werth  von  c  zu  Null  aufheben.   Setzt  man  nämlich 

iytn — In' — 2 

wobei  zu  bemerken  ist,  dass  2»— 2n'  —  2  die  der  n  zunächst  vor- 
hergehende gerade  Zahl  ausdrückt,  nämlich  »—2,  wenn  n  gerade, 
und  n  — 1,  wenn  n  ungerade  ist;  so  ist  stets 

mm'-i.  g>(2c)  -  mm'-2 .  g>(4c)  +  mm_a .  <p  (6c)— . ... +(- 1)»'-1 .  g>(iw»)=0, 

weil  jede  linkerhand  vorkommende  Potenz  von  c,  sie  sei  v*k,  die 
Summe  /fy»,  2A:)  zum  Factor  bekommt,  welche  hier  wieder  =0 
ist,  weil  m  gerade  und  grösser  als  2,  2k  wenigstens  gleich  2  und 
kleiner  als  m  ist  Demnach  ist  also  T  folgendermaassen  zu 
schreiben : 

2T=mm>-i  { log (1+2^ t log (l+4V»)-o>(4c) }+.... 
....+(-  J)"*'-1  { log  (1  +  ro*c*)  -  o>(mc) }. 

Wird  auf  ähnliche  Weise  gesetzt: 

v  -  Je'  +  lv>  -....+  (-         .         =  ^(c) , 

^  wo  2n'  — 1  die  der  n  zunächst  vorangehende  ungerade  Zahl  dar« 
stellt,  so  ist  wiederum 

w*ni'9>i(0)— mm'-i.  o>,  (3c)  -f-mm'_*  ,tpx  (5e)  — ....  +  (— l)m'o;1(mtj)=Ö, 
daher  ' 

7|  ss  mm'  { arctg  c — g^c ) — mm-i  { arctg  3c  —  <px  (3c)  I  + ... . 
....  -f  (—  l)w  { arctg  mc — (p(mv) ). 
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o 

In  dieser  Form  lassen  sich  nun  die  gesonderten  Integrationen 
alle  vollziehen;  ich  setze  einige  als  Beispiele  hierher: 


0  0 

0  0  0 

f 

u.    s.  f. 

^  {arctgt?-»)  =  1  f  ^(1+©*), 


o 

* 

P*do  Pvdv,  1     1.,     1,     ,     ,  log(l  +  v*) 

I    jij     ^  Inrctgt,— Cl=-^— --S)arctgt>+-S-2i  . 

O 


/•  dv   P»  dv   Pv  dv.  a. 
000 

1      II  .  -      1  x  arctg©     /l     1  \  1 ,    ,«  . 

U.     8.  f. 

Um  allgemein  die  («— l)fachen  Integrale 


0 

und 


1 

y  *  ?/•  •  •  y  *  £  ■  arctRe  -  ** w  •  -  * w 

000  . 

in  Hinsicht  auf  Ihr  Verhalten  ITir  »  =  qo  zu  untersuchen,  bat  man 
nur  nothig,  die  vorgeschriebenen  Integrationen  für  sehr  grosse  v 
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an  der  höchsten  In  <p(v)  und  <px(v)  vorkommenden  Potenz  von  v 
zu  vollziehen ;  man  findet  durch  die  wiederholte  Integration  dieses 

höchsten  Gliedes  in  q>(v)  bei  geradem  n :  r(n—l) 


v 


M-i 

2(— 1)  * 
bei  ungeradem  n:      r   log»; 


(-Da 


in  g>i(v)  bei  geradem  n:  — j?- — l°g*>» 

,  .           ,         (—1)  2    1  +  logr 
bei  ungeradem  n :  ^  ^  —' 

Im  ersten  und  vierten  Falle  nähern  sich  diese  Werthe  mit  wach- 
sendem n  der  Null,  woraus  sich  der  Schluss  ziehen  lässt,  dass 
^(t?)  und  ^(c)  für  t)  =  oo  dann  endliche  Werthe  erhalten,  wenn 
m  und  n  beide  gerade  oder  beide  ungerade  sind,  oder  kürzer, 
wenn  m  +  n  gerade  ist.  Dagegen  werden  bei  ungeradem  m  +  n 
die  Werthe  von  y{v)  und  ^(ü)  für  »  =  od  unendlich  gross,  aber, 
wie  aus  vorstehenden  Integralen  im  zweiten  und  dritten  Falle  her- 
vorgeht, in  der  Art,  dass 

ty(v)  —  t  log  v  =  0(t>)  und  1//,  (o) — Oj  log  (t?)  =  6\  (») , 

wo 


«— 1  n 

'n 


für  t)=oo  endliche  Werthe  erlangen. 

Um  nun  auf  dem  gegenwärtigen  Wege  das  gesuchte  Integral 
zu  finden,  hat  man  die  Werthe  folgender  Ausdrücke  für  ©  =  oo  zu 
bestimmen,  nämlich: 

1 

2m  1        .  2— 1  y(2o)  —  mm'_a .  4"-» .  y(4v)  + . . . . 

i   ,     •»  •  *  . 

....+(—  I)*»'-1 .  m»-1 .  y(mt>) )  för  gerade  nt, 

\ 

....  +  (—  I  )»*' .  m»-* .  V;,  (mv)  \  für  ungerade  nt . 

Ist  m  +  n  gerade,  so  erhalten  tp(2o),  i//(4r),  t^(6r)  für  r  =  oc 

alle  denselben  endlichen  Werth  <K<*>)>  und  ebenso  -ft(*>,  ^(3t>), 
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/OD   gjn  JPff| 
-—-dx,  etc. 


^  (5t>) , . . . .  aJle  den  Werth  ty,  ( 00).  Die  Bestimmung  dieser  Wertbe 
würde  jetzt  noch  eine  besondere  Untersuchung  fordern ;  vergleicht 
man  aber  die  oben  gefundenen  Ergebnisse,  so  folgt  sofort,  wenn 
m  +  it  gerade  ist, 


n  _  ^  n— 1 


'2 


*(<»)=:   und  ^(00)=^-^  

/od  sin^m 
—^-dx  wieder  wie  oben  in  den 

0 

beiden  einem  geraden  m  +  ra  entsprechenden  Fällen. 

Für  ein  ungerades  m  +  n  setze  man         =  0(t?)  +  5  löge, 
=  0i(v)-{-8i  \ogv,  wodurch  die  beiden  vorigen  Ausdrücke  in 
folgende  übergehen: 

] 

2^  lm"«'-i  •       •  Ö(2r) —....+(—  I)"»'-1 .  m"-1  0(mi>) } 

~  i  m«.- .  Bx  f»  -  m«M .  3«-1 .  0,  (3i>)  + . ...  + (-1)«' .  m—*4(iot) } 

+  2^--i.(-  l)m' I /i  (m, »  - 1) log t>  +/i  (m,  n - 1,  log m) }. 

In  dem  ersten  dieser  Ausdrücke  ist  m  gerade,  n  ungerade,  und 
n  —  I  <  m,  jedoch  w—  1  wenigstens  =2,  daher  /{myn— 1)=0; 
in  dem  zweiten  ist  m  ungerade,  »  gerade,  n  — l<ro  und  »  — l 
wenigstens  =1,  daher  fi(m9  »— 1)  =0;  hiermit  verschwinden  die 
den  Factor  log»  enthaltenden  Glieder.  Für  c=oo  erhalten  ferner 
0(2©),  0(4t>),....  alle  denselben  endlichen  Werth  0(oo)  =  0  and 
eben  so  $i(v)t  di(3u),....  denselben  endlichen  Werth  01(ao)=501. 
Daher  verwandeln  sich  für  t>  =  00  die  ersten  Glieder  der  beiden 
vorstehenden  Ausdrücke  in 

1  .(-l)«'-i.^m,„~l)  und  ^-1.(-l)"Vi(m, n-1), 

und  werden  also  gleich  Null.  Es  bleiben  also  als  Wertbe  des 
gesuchten  Integrals 

-  ^ — '-fltn,  n—  1,  logm)  fär  ein  gerades  m  und  ungerade»  «, 

^~2^i  /i(ro> n  ~ 1 » l°gm)  för  ein  ungerades  m  und  gerades  n; 
nbereiostimmend  mit  den  vorher  gefundenen. 
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Methode  nouvelle  de  discossion  des  lignes  et  surfaces 

du  second  ordre. 


(Methode    des   sections  planes») 

...  t,  •%  % 

Par 

Monsieur  Georges  Dostor, 


■ 


^7 


Ducieur  es  sciences  malhlntatiques,  Membre  da  la  SocilteV  de«  ScJeoees 
et  Art«  de  Hie  de  la  Renniiui  (Mer  des  lndt  t). 


1.  Cette  m  et  ho  de  cdnsiste  ä  ramener  l'etude  de  la  surface  ä 
cejle  des  sections  qu'y  determinent  certains  plana.  Elle  fournit 
des  caracteres  analytiques,  qui  permettent  de  reconnaitre  imme» 
diätem ent  lä  oature  geome'triqae  de  la  surface. 


L'equation  du  second  degre 


f2C*+2C'3,  +  2f?''x  +  F  =  0  \\\ 

peut  represeuter  trois  especes  de  surfaces,  auxquelles  räpondent 
des  caracteres  analytiques  bieti  destincts,  que  1'on  obtient 
imiuldiatenient  par  ta  translation  de  I  origine  au  centre  raeme  de 
la  surface,  suppose*  re*el  ou  imaginaire,  unique  ou  multiple,  a^ioe 
distance  finie  ou  ä Tinfini. 


♦  * 


g.  1.  Surfaces  douecs  d'nn  centre. 

2.  Supposons  que  la  surface  (1)  soit  rapporte*e  ä  son  centre; 
l'equation  (1)  se  change  en  r 

fpi^^i^A^^AY^x^Wyt^B'tx^ß^H^O,^) 


oü  Ton  a 


en  meme  temps  que 


i  i 


c1  <W       V  V.- 

13 
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^  r  ^Av  lho*t+r*  ^HkXAöde  tKtotXU*  <ie  disaissfon 

n=AB*\A,B,*\At,B,,*-AA'A'—*BB'B\  . 
=  A{B*-A'A")—B(BnB-A'B')-B"(BB'-'A"B'),  f 
=A\B'*-AnA)-B"{Bp-A"B")-B{BB"-AB),  l 
=  -AA')-  B{B B"-AB)-B' {B"B—A' B) ;  J 

-JV=  C(Ä*- ^")  +  C\A"B'-B&) \ Cn(A'B-BB%  k    : . 

=  B(BC- B' C'-B"C") -C$£'\ C[AI'B'\ CA'B' ;  1 
-N'=C{B'*~A»4)  +  C'iAB-ftB»)  fC(JB—  Bf'B) 
=zB'{B,C,—BnC"-BC)—C'AuA+C"AB\CAnB,'\ 

-N"=C"(B"*^4A')+€(A'W^BPB)  +  C'(A'ß'-BBt),  \ 
[  '=Ül'(B"C''--ßC-- B'C')—&AA'+  CA'B       AB.  ' 

Lee  ^galitös  (II)  donnent : 

1  ■  ,nl  i"A='(irb'— "iriQ'-cBr1— ^(fl*-"^").  r  (iv> 

A"D=  (A'B^BB'p  -*{B**~A'A")  (/?'*—  A"  A)>\  l 

BD={B^A'A")(AB-B'Bn)-(A{h'-B,B){A,'B 
B'Dzzi{B'*-A"A){A'B- B"B)  -  (A"  B"—BB')  (AB-B'B»),  j  (V) 
$D={B''*-AA,){A"B"-BB')-{AB-B'Bn)(A,B'-BPB^ 
Le«  >quations  (III)  fouruissent  ms*U 

' "  'JVC  -  N'  C  -  iV"  C"  =  2 C"  C"  (ilÄ  -  B'B»)  -  ^  ( JP  -  4M") 

C/ _  2V» cff  -  NC  =  2 C  C(4'j0V~        ^  C'*(Ä'*  —  A"Ä) 

+  Cn*{B"*-AA')  +  C*(B*-A>A>'),  . 

.  ,-i  ^  •  ,  ,  vif"  •  ■  - 

iV»C* -  NC- ITC  =  2CC  (A«B"-^BB') -  t'»(B»**~jM') 
<Toü  on  tire 


v<VU) 


-WCiAB-B1 Bn)-WC{A' B'-BnB)-WC'iA*B"-mM&)r 

:-i  .    ...  i  11 
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et,  {mrattite,  '  .v 

(VIII)  s  . 

(iVÄf        ZV»  C')(&*—  AnA)-— m+DiA"  C*+  4  C«-2B'  t"  CJ, 

Dang  le  cas  particulier,  ou  Ton  a 

A=0,   A'  =  0,   A"  =  0, 
lee  relations  precedentes  se  rlduisent  ä: 

D  =  —  IBB'B"  y  v 

N  =ß(B'C  +  B"C"^BC),  f  -  1 

;  (IX)  t.. 

.     ,      1S'  =  B'{B»C»  +  BC~B>C%  L 

N"  =  &'{BC+BC'-B»C")i  ) 

N*C*  +  NC— N'C'—B'HV*— (B"C^ BCy*>,  V  (X) 
NC+N,C'-NnCn=ß''*C''*-(ßC-BtC')*;) 

NCtN'C'+WC"=tyBB'CC,+B/B»C'C''+B''ßC"C) 

—  (^C^  +  ^C'  +  H^C*).  (XI) 

3»  Les  trois  plana  de  coordonuees  coupent  la  surface  sui- 
vant  trois  lignes  representees  res^ectivement  par  les  equations 

Ax*  +  Ay  +  2B'x,,  +  H==0,  V 

M*j-A"z*  +  2ß'xz  +        0,   [  (3)  > 

•t  le  plan  y=ßz  y 'de*termine  une  section,  qui  se  projette  sur  le 
plan  xz  sufrant  la  courhe 

'Ä*  +  *(&P+B^xt  \-{A'P  +  *Bß  +  A-')%*+U=Q9  (4) 

,  ■•,%.» 

qui  sera  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parahole,  suivant  que 
IVxptessibn 

t      =  (£'*- ^')0*_ HAB^ß,B»}ß  +  (ß'*~AA'')t- 

13' 
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qui,  en  vertu  de  la  premiere  des  relations  (IV),  peut  s'ecrire   .  v 
[(B"*  —  AA')ß—(AB  —  B'B'^—AD 

•ist  iuferieure,  e^gale  ou  superieure  ä  zero. 

4.  Caracteres  analytiques  de  V ellipsoi'de.  Supposons 
qae  l'equation  (v2)  represente  un  ellipsoYde.  Les  troU  sections  (3)  par 
les  plans  coordoones  seront  des  ellipses;  par  conslquent,  les  trois 
differences 

B*—A'A",   ff*-A"At  B"*-AA' 
aont  toutes  negatives,  ce  qui  exige  que  les  trois  coefficients 

A,   A',  A" 

des  carres  des  variables  soieut  differents  de  zero,  de  mime  signe, 
et,  parsuite,  positifs;  puisqu'il  est  toujours  adiuis  que  le  pre- 
mier  terme  de  l'equation  (2)  a  6te  rendu  positif. 

II  faudra  de  plus  que  la  section  (4)  soit  une  ellipse,  quel  que 
soit  ß;  ou,  en  d'autres  termes,  que  Texpression  (5)  soit  negative, 
pour  toute  valeur  du  parametre  variable  ß  du  plan  secant.  Comme 
le  de'nominateur  B"*  —  AA'  de  la  quantite  (5)  est  ne'gatif,  le  nu- 
me>ateur  devra  toujours  dtre  positif.  II  est  donc  d'une  necessite" 
absolue  que  le  polynome  D  soit  negatif. 

II  est  du  reste  evident  que  notre  ellipsoi'de  sera  reel  et  öni, 
se  re*duira  ä  un  point  ou  sera  iroaginaire,  selon  que  les  sections 
eiliptiques  (3)  seront  re'elles  et  finies,  se  redutront  k  leur  centre, 
ou  serout  imaginaires,  conditious  qui  sont  exprimees  par  les  trois 
relations 

/J<0,   B  =  0t  H>0. 

Puisque  D  est  negatif,  ces  trois  relations  peuvent  dtre  rempla- 
ee*fs  par  les  suivantes: 

iVC+  N'C  +  N"C»  +  FD  >  0,   NC+  N'C  -f  N'  C"+  FD  =  0, 

NC+N'C'  +  N'CAFD«*. 

»       •  »  •  » 

Si  nous  rapprochons  toutes  ces  conditioris  et  que  nous  1en?6n* 
corapte  des  observations  faites  au  nuroero  präcedent,  nous  pou- 
vons  en  de'duire  le  theoreme  suivant: 

Pour  que  l'equation  du  second  degre  ä  trois  variables  re- 
presente un  ellipsoi'de,  il  faut  et  il  suffU 

1°  que  les  carres  des  variables  se  trouvent  dans  l'equation 
et  soient  a free  les  du  mime  signe;  \; 
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2°  gue  les  differences  B*  -  A'A",  B  *  -  A"A,  B"*  -  JA' 

■ 

r  '  ) 


soienl  negatives, 


it.     <  i 


3°  gue  le  polynome  D  soit  inferieur  ä  %ero. 

Cef  ellipsoide  est  re'el  et  ftni,  se  redtdt  ä  son  centre  ou  eH 
uiginaire,  suivant  gue  l'expression 

NC+N'C  +N"C"  +  FD 

est  superieure,  egale  ou  inferieur e  ä  %ero. 

5.  Caracteres  analytigues  des  hyperboloides.  Lorsque 
Deatdifferentdezero,  lequation  (2),represente  necessairement  une 
surface  ä  centre;  donc,  dans  ce  cas,  lun  des  dem  byper^oloidea, 
ou  le  cöoe,  chaque  fois  qu'elle  n'exprime  pas  l'ellipsoYde.  Ce» 
circonstauces  se  presentent  donc  pour 

Z><0,  B"*-AA'>0; 

et,  pour 

Z>>0. 

II  reste  ä  s£parer  cee  trois  surfaces. 

II  est  d'abord  evident  qn'on  a  le  cöne,  si  H  =  0. 

Supposons  qoe  le  coefficient  A  de  x*  oe  soit  pas  nul. 
resolvant  l  equation  (2)  par  rapport  ä  x,  nous  trouvoos 

Ax\B"y\B'x 

=  ±  V  (B*-AA')y^2(AB-&B')yz+(&*-'A"  <fi) 

Si  B"*  —  AA'  n'est  pas  nul,  cette  e'quation  peut  encore  se  mettre 
sous  la  forme 

Ax  +  By\Bz 

_l\[UB*-AA')y-{AB--B'B»)i^ADx* 
-±V   ß<*  _  AA.  AH.  (7) 

.  -.' 
Pour  le  cdne  asymptote,  nous  trouvons 

■ 

L'inapection  de  ces  deux  dernieres  equations  fait  voir  que  , 

1°  si  Z)<0,  B"*—  AA">0,  le  cdne  asymptote  admet  les 
deux  geoeratrices  rectilignes 

s      '  / —  Afi 

(B"*-AA')y  (AB-B'B")z=0,  Ax+B"y+Bi+\  B^_A^i 


Digitized  by  Google 


I 


190  Doilor  :   Metkode  nouvelle  de  discussion 

2°  si  X>>0,  il  admettra  les  gene>atric<es  nectiligues 
(B"* -  AA')y~  (AB-  B'B")x  =  ±z>TÄD,    Ax  +  B"y  +  tfWö. 

•     •  »»'PI..'..  \  »  ■ 

Or,  si  la  surface  (2)  est  un  hyperboloide  ä  une  nappe,  eile  ad- 
roeltra  des  genöratrices  rectitignes  paralleles  ä  celles  du  edne. 
Mais,  d 'apres  lequation  (7),  cette  oirconstauce  ne  pourra  se  prä- 
senter, dans  le  premier  cas,  que  si  &  est  positif  ou 

ßnisque  1>  est  ftegtitll  >  et ,  »dans  la  second  cas ,  «|ue  ai  H  est 
negatif  ou  «ocore  JVC  +  A'C  f  iV"C"  +  FZ)  <0,  attendo  qae  O 
est  positif.  ■  *«  * 

Les  g£ne>atrices  rectilignes  de  1'byperboloTde,  qui  correspon- 
dent  ä  celles  du  cöne,  seront  alors  respectivernent 

(B"*  —  AA*)y  —  (AB  —  B*B")z±  V^577=0, 

et  I  =,  .   .  «| 

—  AA')y  —  +  *  V^/TOr-O, 

^  +  B"y  +  Bz  ±  \f^A7I=zO. 
,     Si  i!e  coefficient  de  A  est  uul,  l'equation  du  cdne 

est  satisfaite  par  les  valeurs  .y=0,  2  =  0;  le  cöne  admet  donc 
l  axe  des  x  pour  gendratrice  rectiKgne. 

Dans  le  cas,  ou"  Ion  a  en  meine  4enips  A  =  Q,  A'  =  0,  les 
axes  des  x  et  des  y  soni  les  denx  des  generatrices  i rectitignes 
du  cdne  asymptote. 

II  en  serait  ainsi  des  trois  axes,  si  Ton  avait  en  meme  teraps 
A  =  0,  A'=zi),  A"=z0. 

Or  une  discussion  analogue  ä  la  pr^cedeote  ferait  voir  que 
nos  cooclustons  subsistent  encore  dans  ces  cas  rrfduitp.  Kous 
pourrons  donc  dire  que  ,  .  j 

Lequation  du  second  degre  ä  trete  variables  repre'sentes  u+ 
hyperooioide  ä  une  nappe,  un  cöne,  ou  un  hyperboloide  a  deux  , 
nappe i,  ttt{vant  quex  ton  a 


< 
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den  Uynen  et.wxfmes  Ou  secondMWte.  .  1W 

1°  /><0,  B»*-AA'>0;  ou  Z)>0;  et  NC+N'C  +iV 'C'+FZ5<Q^ 
2o  /><0,     '»-4J'>0;  ou  Z>>0;  et  ATC+2V'C'+#'C "+FZ)=0; 
3°  Z><0,  £^^  >0;  o^£>0;  et  iVC+Z^C'+iV"C"+FZ)<0. 


g.  II.  Surface*  priveee  de  oentf-c.    >  *    -.\  \ 

6.  L'equatiou  (1)  representera  Tun  011  lautre  des  deux  para- 
boloYdes,  si  le  polynorae.  Z»efct  mit,  et  que  les  quantites  2V,  TV',  2V" 
ne  8ont  pas  toutes  egales  a  ze>o.   Dans  ce  eas,  lune  au  nioios 

des  trois  quantites     •    \      -\  , 

'         :        1  * 

—  A'A'i  B*J-A"A,  ß"*-AA' 

n'eat  pas  nulle:  car  l«s /trois  ^aDS  coordonnes  ne  peuvent  pas 
etre  tous  les  trois  paralfeles  ä^axe  du  paraboloi'de.  Admettons 
donc  que  B,t%  —  AA'  seit  dif^ent  de  zero. 

7.  Cependant,  avatft  d  aner  plos  loin,  e*tabiissons  quelques 
identites  qui  conviennent  au  cas  oü  D  est  tigal  ä  zero  et  lune 
au  rooios  des  trois  qnantites  7V*,;iV',  N"  differente  de  zero.  Ces 
identitls  s'obtiennent  aisemeftty.  nous  nous  contenterons  de  les 
ecrire,  sans  les  Aeraontrer: 

•  ;         •  i 

Vir 

N  :  W  .  N" 


.  >  1  ■  * 


B2  -  A'A"  T  #'8'^  BB  ~~  A  B*  -  B"B  * 

N"   £  , 

ß*  -  A"A  "AB-  BB"  -  A"B" — BB4 9    \  (X,I> 

N"  N  N'  , 

ß  2  —  AA*     A'B  ^  ß"B  -  AB  —  BW J 


N{ABt-B'B'')  ^W'B-&'ß^F"(4Mßr-*#);  (XIII) 

iViV'  .  ■ 

—  j/* »//  BB  *  ' 


r 
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^  TV"*2 

—  A'A"  -  iV"iV 

'      1  >'/?»  —  /VA'  .  /V\lh 

_    Mi"  (B*    B^\     ,  '  -1 

^  >  (xvni) 

- 


'  •**:''*»' 

;  :    :  '• 


A  —  ~  A"  V#  +  #7  / 


.  •  •  •  » 


>}■     <■    i;  "   —  "iA'A"  '     |  "*•'  '* 

^  =—  i^A  '  l  (x,x) 

JA»  +  J'iV'*  +  /l"A"*  =2(BN'N"  +  £'A"A  +  #"ATA').  (XX) 

8.  Car  acter  es  analyliques  du  paraboloide  ellipti- 
que.   Si  /?"*  —  JJ'  est  negatif,   la  section 

Ax*  +W'xy  +  A'y*  +  2C*  +  Wy  +  F=  0 

de  la  surface  (1)  par  le  plao  xy  «er*  une  ellipse.  Ainsi  cette 
surface  est  un  paraboloide  elliptique.  'Nous  ferons  observer  que, 
dans'ce  cas,  les  deux  autres  diflferences  B*  —  A'A",  B*  —  A"A 
soiit  ou  negatives  ou  egales  ä  zero,  ce  qui  exige  que  les  trois 
coöfticients  A,  A',  A"  soient  differents  de  ze>o,  de  meme  sigoe, 
et,  parsuite,  posiüfs.  , 

^  Si  cependant  Tun  de  ces  trois  coefficients  etait  nul,  ce  qui,ae 
poorrait  avoir  lieu  que  pour  A" ,  il  faudrait  que  B  et  &  fussent 
aussi  uuls.  ■ ' L 

Do  ce  qui  präcede,  il  nous  est  permis  de  conclure  que 
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f 


ifequation  du  seeond  degre  ä  trois  variables  represente  un 
par abolol'de  elliptique 9  lorsque ,  ie  polynome  /)  e'tant  nul,  tun' 
au  moins  des  trois  numerateurs  ÄT,  IS',  JS"  est  different  de 
%ero,  et  que  C  une  des  trois  differences  Bt  —  A'A'\  B"l—A"At 
B"*  —  AA'  est  negative,  les  deux  autres  e'tant  negatives  ou  nulles. 

9.  Qaracteres  analytiques  du  parabolo'ide  \yper- 
bolique.  Par  des  consideratioiis  analogues  aux  prec^deotes  ou 
troure  que       .  »»• 

Üequation  du  second  degre  ä  trois  variables  represente tun 
paraboloi'de  hyperbolique ,  si  te  denominateur  l)  est  nul,  que 
tun  au  moins  des  trois  nvmeraieürs  iV,  ZV',  est  different  de 
%ero,  et  que  tune  des  trois  quantiles  B*—A'A",  B*  —  A"A, 
B"*-*AA'  est  positive ,  les  deux  autres  etcmt  nvties  ou  positiPes. 


f.  III.  Surfaces  donees  dune  lallnHe  de  eentre»  ea 
v;\—  li«n«  drnlte.       x  y 

10.   Ces  surfaces  sont  caracterisäes  par  les  trois  e^quationd  1 

B"*+A'u+Bz  +  C'=0,   V  (9) 

.*  '  •  ■  v    1     »     "     "  :         »  .  "i 

supposeea  distinctes  deux  a  deux,  mais  teile»  que  I  une  quelconque 
d'entre  eil  es  isolt  une  consequence  des  deux  autres.  L'^quation  (1), 
dans  -ce  cas,  peut  representer  un  cylindre  elliptique  ou  uo  oylin- 
dre  hyperbolique.  Si  les  trois  droites  representees  par  la  combi- 
naisQtt  deux,  a  deux  des  equations  (9)  sont  paralleles,  «ans  se  con- 
fondre,  Ie  cyiiodre  est  parabolique.  •  — 

IL  CMl.1n.4r**  eWpÄqves,  te«  sections  plane«  de,  ces 
cylindres  sont  des  ellipses  ou  des  gene>atrtce«  rectUignes.  ^  §i 
aueun  des  plaos  (9)  n'est  parallele  ä  Tun  des  axes  de  coordon- 
nees,  les  trace«  du  cylindre  sur  les  trois  plans  de  coordonn4es 
sont  des  ellipses.   II  faudra  donc  que  nous  ayons 


#*-i4'J"<0,  ß*-A?A<09  B'*-AA'<0, 
en  roenie  temps  que 

/>  =  ü,    A=ü,    A':=Ü,    /?"=0.  ■■  r 
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St.  U  •  eylindre  tftait  parallele  au  plan  des  yz,  sa  trace  sur  ce 
plan  se^att  deux  droites  paralleles,  ee  qui  exigerait  que  Ton  eftt^ 

=  0,  B*-A"A  <  0,  >'*-^'  < 0. 
Enfin  si  te  cylindre  etait  parallele  ä  Taxe  des  z,  oo  aurait 

Supposons  donc  que  B"*—  AA'  soit  celle  de  ces  trois  quantites, 
qui  n'est  pas  nulle.  La  section  par  le  plan  des  xu  sera.  une 
empse  representee  par  !  equatton 

Ax*  +  <2B"xy  +  Atg*  +  Wx+Wy+F*zfy        (10)  ^ 

o*  eette.  eJUpse  est  reelle  et  fioie^  se  a&iuit  &  aoii  oaatre,  ou  est 
imaginaire,  suivant  qu'on  a 

Ch  +  CW  +  Fd 

positif;  auKeu  aegatif,  oü  '».-  J»  i     ,     •'  :  i  .£ 

d=B"*—AA',  n—jrC-B-e';  n'^AC'—B'C. 

LequaHon  (1)  repre&entepa  cylindre  elliptique  re'el  et  fini, 
un  cylindre  elliptique  inflniment  mince  ou  une  droile,  ou  un 
cylindre  elliptique  imaginaire,  mit) an t  que 

1°   D=0,   iV=0,  44'<0,    Ot  +  CV  +  Fd<0; 

2«  0=0,  iV=Q,  <Q,   Gt +  C'n'+/U=Q* 

30  O=0,   iV-0,   J5^-^<0,    Cn  +  CV  +  Fd>0. 

12:  Cylindrcsnyperboliquee..  La  discuseion  du  nurneYo 
prec^dent  nous  montre  de  suite,  qae 

'  Ut-quatton  {%)  represente  im  cyitrtaYe  hfrer»*Hfr#  ou  äeux 
Plans-  qui  ee  coupent,  selon  que 

V»  Ät=0,   iV^O*  B^—AA'y  0,   Chr+C'n'  +  Fd±/±Oi  +)> 
2°   0=0,   iV=0,    ß"»-^'>0,    Cn  +  C'n'  +  Fd  =  0. 

Nous  ferons  observer  qu'on  a 

  .p  »•.»    •»  •».'••■/i  <■•> 

•)  Le  »igne  p/=  iiynifie;  dif  f6ren|  de.  t      i,  -  -  »\ 
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13.  Cylindres  paraboliques.  Ces  cylindres  peuveht 
etre  regard^s  corome  isfus  de  cylindres  elliptiques  ou  hyperboli- 
qoes,  dont  les  axes  se  sont  transportes  ä  l'infini.  On  peut  donc 
dire  aussi  que  le?  cylindres  pawnoliques  *oit  doues  d'uoe  infinite 
de  centres,  disposes  sur  une  droite  releguep  ä  l'infini. 

Les  car  acter  es  analyliques  de  ces  cyUndres  sonf  ^ideuuneRt 

D=0,   ZV=0,   B*-A'A'=0,   B*-A"A=Q,  B*"-AA'=±Q: 

f.  IT.  Surfaces  douees  d'uae  Infinite  de  eentre«  sltues 

,-.  ,u  i       .  \oA  - .  -  v'fi*«i»       meme  plan, 

■  J4.  .  Ce«  #Wtf&9$«,  se  presentent  dans  l'eqoatfon  (!>,  chäque 
fois  yie  jles  öquaiions  (9)  reotrent  dans  une  seule,  qui  est  riifda- 
tion  du  pian  central.  Elles  coroprennent  deuz  plans  paralleles, 
reels  ou  uusginftircs*  ou  bieo  un  seul  plan,  et  deriveot  du  c^lin- 
dre  parabolique.  | 

Dans  ce  cas,  les  prewiera  meuhiea  des  e*quations 
Ax2  +  1B"vy  -f  A'y*+  2Cr  +  2C'#  +  F=  0 , 
+  2B'xz  +  ^'2*+ 2Ca:  +  2C^  +  F= 0 , 
4y + 2Äyz  +  A"i*  +  2C'y  +  2C|* + F = 0 

»     *    • 1  '  *    1  *  t  t ' 

devront  dtre  d^composablea  6n  uri  earre"  d'uae  fonction  du  premier 
degie,  augmente*  dune  quantlte  constant^.  Qr  ces  equ&tions 
peuvent  s'ecrire,  en  nous  bornant  aux  deux?  premieres, 

{Ax+B"y+C)*-{B'»~AA')y*-^B'C^^ 

{Ax  +  B'z  +  C)*-(B'*-A"A)2*-2(B'C-  4C")  z-(C*-AF)z=0. 

II  laudra  donc  que  Ton  ait,  outre  D=0  et.iV=0, 

B"*-AA'=Ot   B*~AA>±\>,  4*=* 

.  *s  *s 

Les  deux  plans  sont  röels ,  imaginaires  ou  se  confondent,  suivaot 
que  Ton  a 


C»^il^>0,   C*~^F<0,  C*-^F=0. 


j 
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Q,  V.   Tableau  §;eneral  de  la  dlscnsalon  de 

15.   Representation  geometrique  de 


Surfaces  ayant  im 
centre  unique  ä  une 
distance  finie. 


*•       M  w  "   ▼  • 


Surfaces  prive>s  de 
ceoJreM'istance  fiuie 
et  ayant  un  seul  cen- 


Surfaces  dornte« 
d'une  infinite  de  ceo- 
tres  situe«  sur  une 
droite  ä  distance  finie, 
ou  sur  une  droite  a 
l'infini  ou  dans  un  plan. 


Genre  ellipso'tde 


Genre 

Hyperboloide 


\Genre  paraboloide 


Cylindre  genre 
ellipUque 


i 


Ellipsoide  r«*el  et  fini; 
Ub  point; 

Ellipsofde  iniaginaire. 


Cylindre  genre 
hyperbolique 


CyHndre  genre 
parabolique 


Hyperboloide  ä  nne 
oappe; 

Cöne  du  second  cjegrä; 

Hyperboloide  ä  deuz 
\  nappes. 

Paraboloide  elliptlque ; 

ParaboloYde  byperbo- 

bofique. 
Cylindre  elliptlque; 

Une  droite; 

Cylindre  elliptlque  ima- 
ginaire. 

Cylindre  hyperbolique; 
Deux  plana  se'cants. 


Cylindre  parabolique; 


♦    *  • 


Deux  plane  parallele«; 


Un  seul  plan; 

» 

Deux  plaas  paralleles 
imagioaires. 

( Fit  y«  Im  N«f«t 
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des  ligfies  tt  surfaces  du  srcond  ordre.  Wl 
l'eqnatloa  da  second  degre  a  trois  variables. 


Caracteres  analytiques  de  la  surface. 


/>     —  /I/I  x"> 

• 

nun  i 

• 

ß<0  et 

/)sn 

£ß\\r  et 

• 

i 

■  ■  .  .  ' 

£J<U  et 

/>>o, 

Z>  =  0, 

/>=0, 

iV=/=0,  « 

i 

-£/  =  U, 

Ja?  /V 

iV=0, 

Z>  =  0, 

B"*-AA'<fi,  <4> 

* 

0=0, 

2V=0, 

B't-AA'Kfl.W 

/)=0, 

N=0t 

B"%—AAn>Q,  W 

Z>=0, 

■  < 

iV=0, 

B"*—AAyÖ*  (•) 

.  :         ...  * 

■      "  !  .1 

£>=Ü, 

>  •  1   •    .  -  •      .     * : 

iV=0, 

J/4'=0,  («) 

/>=0, 

iV=0, 

0=0, 

A=0, 

J?"a— ^'=0,  («) 

* 

o=o, 

iV=0, 

NC+N'C 
NC+fli'C 


iw.) 


+iV'C,M+*,0<O; 

NC+N'C* 
+A"C"+*7>=0; 

+2V"C"+FZ)>0. 


AC*— 2BMCC+A'C* 
+  F(R*-AA')>0', 

AC*-2B"CC+A'C* 
+  F(B"*-AA')=0\ 

ACn-$B'it&4A,C1 
f  rXB"*-AA')<$. 

AC2-2B'CC'+A'C* 
+HB"*—AA')  =/=0; 

AC*-WCC+A?C* 
+  F(B"*—AA)=0. 

I;  •    '  '     '  i  '  i  . 

ü=/==_^ü7/;(r, 

C  ~  C  ~  C" 
C*—AF>0{ 

ä  -  ?1  —  äL 

C~~  C'  ~~  C"9  (8) 
C*-AF=0; 

A  _  B^  B^ 

C  ~~  C  —  C4" 
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(1)  Jl  «ufit  que  l'tn  de«  troi«  nitoeeiteur«  A"  s*lt  different  de 

:  f  ,  1  %4ro. 

(«)  Auciwe  de.  troi«  differences  ß*~-A'A">  fest 
ü    ,  .k  positive,  et  l'une  d'elles,  au  nioins,  est  negative. 

(8)  Anctme  de«  troi'«  differences  B*-*AA',  B'*~A"Ay  B"*—AAl.  n'eat 
.    .  negative,  et  l'ane  d'elles,  au  moins,  est  positive. 

(4)  et  (5)  Si  l'une  de«  troi»  alfference«  0*  —  A'A".  B'*—A"A,  Bn%—AA' 
etait  nulle,  le  rylindre  «erait  parallele  an  plan  correspondant  des 
coordonnees ;  ft,  si  dem  d'entre  elles  ötaient  nulle« ,  le  cylindre 
•erait  parallele  a.  Taxe,  iutersection  des  deux  plan«  de  coordonnee« 
correspondant  aj  ces  differences;  inais,  dans  ce  ras,  les  au t res  dif- 
ferences sont  t>ujours  negatives  (4)  ou  positives  (5),  suivant  qae 
le  cyündre  est  elliptique  ou  hyperboliqoe. 

i-     i  :  \ 

<*)  Lestroisdiffennces  B*—  A'A",  B'*  —  A"A,  B"*-AA'  sont  toajonr« 
nulle«  dans  toul  ce«  cas. 

A    B  B' 

(T)  Si  le«  troi«  rapport«        tt~»  ^77  euienteganx,  il  faudrait  qne  les 

A*      B     B"  \"     B'  B 

troi«  rapport«  ^r,,  —  ou  les  rapport«  ^77,         ~,  ne  fussent 

pas  egaux  ton«  le«  troi«. 

(8)  Ton«  ces  rapports  sunt  necessai  reinen  t  egaux.  II  en  est  de  menie  de 
A'     B     B"       .    A"    B'  B 

F'  Cr"  ~C  U1"   C'  er 


•  * 
—  — ■ 


:»  *  v;       *  \ 


••  v. 
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g.  Vi.  Uemumxe  geaeral  de  la  diseussion  de«  anrffcees 

du  second  ordre. 

I.   Lea  trois  carres  des  variables  »e  trouvent  4ana 
•  «  Toquatioin  (1)  de  la  surfae-e.    .  ^ 

16»  ces  trois  carres  sont  de  metne  signe,  et  que  ies 

irois  reclangles  se  trouvent dans  l'equation  (1),  celle-ci  pourra 
f  ^pr 4s etiler  toute  espece  de  surface  du  second  degre. 

Pour  reconnartre  lespece  de  surface  exprhn<te  par  requätioh 
(1),  od  calcule  Ies  trois  diflferences 

w-  v.vv    ,  Ä**    ^"j^  &*-~>-AA'*>  (11) 

Äl  Si  ces  trois  diffe>enees  sont  nalles,  fequation  (1) 
repr&entera  un  cylindre  parabolique  ou  l*un  de  ses  de'rives.  (Deux 
plans  paralleles,  un  seul  plan,  <Jeux  plan«  paralleles  imaginaires). 

B»  $i  une  seuie  ou  deux  des  differences  (11)  sont 
nulle8,  la  surface  (1)  ne  pourra  pas  6tre  ddlipsoi'de.  Pour  däter- 
mioer  la  nature  de  la  surlace,  on  calcule  D. 

a.  '  SiÜ)  est  3£al !  ä  zero,  la  surface (I) ne  sera  ni  un  hyper- 
bolotde,  ni  un  cdne.  —  On  calcule  ensuite  N,  JV',  N". 

S'ils  sont  nuls  tous  les  trois,  la  surface  (1)  ne  pourra 
pas  6tre  de  paraboloi'de ;  eile  est  un  cylindre  elliptique  ou  Tun  de 
se«  de'rive's  (Une  dröite  ou  un  cylindre  elliptique  imagiuaire),  un 
cylindre  hyperbolique  ou  deux  pläns  secants,  que  cetle  des  diffe- 
rences (11),  qui  n'est  pas  nulle  est  infdrieure  ou  suplrieure  a  zero. 

ß.  Si  Tun  ou  l  autre,  ou  tous  les  trois  numerateurs  N,  N',  N" 
sont  differents  de  ze>o,  la  surface  sera  Celle  de  Tun  des  deux 
paraboloYdes*  Le  paraboloi'de  sera  elliptique  ou  hyperbotiqoe; 
suivant  que  la  difference  (11)  qui  n'est  pas  nulle,  est  inferieure  ou 
et4>e>ieufe  a  zero.  '*♦(■«:  •  ;> 

b.  Si  D  est  diffe*rent  de  zero,  la  surface  (1)  sera  l'hyper- 
bolofde  ä  une  nappe,  le  cdne  du  second  deere  ou  i'hyperboloTde 
a  deux  nappes. 

;  0.  Aucune  de«  Irois  differeodes  (31)  n'est  4gale;  a 
z4ro.  L'equation  (1)  pourra  representer  toutes  les  surfaces  du 
stebnd  degrey  &  l'exception  des  eyiiadres  genre  parabolique. 

a.  Si  le  de*  nomtnateur  />  est  nol,  en  mime  temps 
que  las  tr sie  au*  erat«  ur*  \Ä,  JV<y  ,£f%  i*  surface:  sera'  un 
cylindre  elliptique  ou  Kyperbolique,  suivant  que  les  diiereace»  (11) 
sont  inferi eures  eu  euperieure»  &  (zeei.,;  1/  ,  i    u  .  jy.i 
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Ik  Si  i>  est  uul  et  que  l'un  d«s  *ume>at6ttra3iV, Nf,  N" 

est  different  de  zero,  la  surface  sera  un  paraboloide  elliptique 
ou  hyperbolique,  suivant  que  les  differences  (11)  sont  inferjeures 
ou-  superieures  ä  zero. 

c.  Si  Z>est  difftfreotde  se>o,  la  surface  est  a  centre  unique. 

v.  \       Wie.         Ketii ps oi'd e>  §»ouv  #  <  j9 ,  Mföi—Aät  <0. 

'  |Jj  '  Elle  sera  fhyperbolölde  & une  nappe,  Fe  coue  ou  Vhyper- 
boloYde  &  deux  nappes,  pour  /><0  el  B"*-~  AA'yO;  öd  pour 
Z)>0,  et  cela  suivant  que  WC  +  JV'C  +  iV"C"  +  F/>  est.infle- 
rieur,  egal  ou  superieur  ä  zero. 

17.  2°  Le  trois  Corres  sont  de  meme  signe  et  tous  les 
rec langte 8  ne  sont  pas  dans  l'eqvation  (1).  Dans  ce  cas  la  sur- 
face n'est  ni  un  paraboloide  hyperbolique,  ni  un  cylindre  hyper- 
bolique ,  ni  un  cylindre  parabolique ;  eile  ne  pourra  etre  Tun  des 
deux  hyperboloi'des  ou  le  cdne  que  si  Ton  a  D  0. 

Si  les  trois  rectangles  manquent  dans  Vequation  (1),  la  sur- 
face est  un  ellip8oi'de  ou  Tun  de  ses  derivees. 

18.  3°  Les  trois  Corres  ne  sont  oas  de  meme  signe*  I/equa- 
tion  (l)'ne  pourra  representer  aucune  des  surfaces  suivautes; 
l'ellipsoide  et  ses  derivees,  le  paraboloide  elliptique,  le  cylindre 
elliptique  et  ses  derivees,  le  cylindre  parabolique  et  ses  derivees. 

A.  Pour  /)==0,  eile  exprimera  le  cylindre  hyperbolique  ou 
deux  plans  s&ants,  ou  le  paraboloide  hyperbolique,  suivant  que 
les  trois  numerateurs  JS ,  2V',  N"  sont  nuls,  ou  que  Tun  deux  au 
moius  est  different  de  zero. 

i         »  ■  % 

'    *  i  ■ 

B.  Lorsque  D  est  different  de  zäro,  ou  a  Tun  des  deux 
hyperboloi'des  ou  le  cdne. 

II.   L'un  des  trois  carrös  manque  dans  l'equation  (1). 
{La  surface  ne  pourra  pas  etrt  tfellipsoide.) 

19.  1°  Les  deux  autres  Corres  sont  de  meme  signe.  LVqua- 
tion  (1)  pourra  representer  toutes  les  surfaces  du  second  ordre, 
autres  que  t'ellipsof  de.  Cependant  eile  ae  donnera  le  paraboloide 
elliptique,  le  cylindre  elliptique.  ou>  ses  derivees,  le  cylindre  parer 
bolique  ou  ses  derivees,  qu'autant  que  les  rectangles,  qüi  renfe?» 
ineifjt  les ,  variables,  du,  tcarre'  absent ,  uianquent  dans  1'equ.ation. 

v.  üß*  <      Les  deu£  autres .  Corres  sont  de  signe s  eontrairesy 
La  surface  ne  sera  que  Tun  des  deux  hyperboloides,  le  parabo*  * 
leTde  hyperbolique,  le  cylindre  hyperbolique  ou  son  deriv&  
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•  » 

III.  Dens  de«  troi«  carrls  manquent  dan«  1'tfquation  (I). 

21.  La  «urface  ne  pourfa  pas  <tre  l'ellipsoYde,  ni  aucuo  de 
*e«  derive^s,  ni  le  paraboloYde  elliptique,  ni  le  cylindre  elliptique 
ou  Tun  de  «es  derives,  ni  le  cylindre  parabolique  011  Tun  de  «es 
derive«.  L'equation  ne  repre«entera  qne  Tun  ou  l'aulre  dea  deuz 
hyperboloYde«,  le  cmie,  le  paraboloYde  byperbolique,  le  cylindre 
byperbolique  ou  snn  derive. 

1°  La  surface  sera  im  cylindre  byperbolique,  ou  «e  composer» 
de  deux  plana  «ecant«,  si  Itm  a  JD=  0,  iV  =  0,  iV' =:  0,  2V"  =  0. 
2°  Elle  «era  un  paraboloYde  byperbolique  pojir  Dzs:0,  et  Ton 
-  ao  oioiii8  des  iinnierateura  N,  N*,  N"  differeiit«  de  «erb. 

3*  Elle  «era  Tun  ou  t'autre  dea  deux  hyperbnloYde«  o*  le  cone, 
pour  I)  different  de  zero. 

IV.  L'equation  (1)  ne  renfernie  aucan  dea  trois  carres, 

raais  contient  lea.  trois  rectangle«. 

22.  Dans  ce  cas,  eile  ne  pourra  representer  que  Tun  ou 
l'autre  des  deux  hyperboloYdes  oa  le  cdne. 

V.  Les  trois  carrls  et  un  rectangte  manquent  dann 

l'equation  (1). 

23.  L'equation  ne  repräsentera  que  le  paraboloYde  byperbo- 
lique» ou  le  cylindre  byperbolique  ou  son  deVive'  (deux  plan»  slcants). 

1°  Elle  ne  donne  la  premiere  de  ces  surface«  qu'autant  qti'elle 
renforme  au  moins  Tone  des  premiere«  puissance*  des  deux  va- 
riables du  rectangle  absent. 

Si  ce«  deux  variables  ae  trouvent  ä  la  premlere  puiasance 
dan«  l'equatioo,  il  faudra  en  outre  que  les  coeTficient«  de  ce«  ter- 
me*  du  prcmier  degrd  ne  soient  pas  proportionnels  aux  colffi- 
cienU  des  deux  rectangle«  presents. 

2°  Elle  exprime  le  cylindre  byperbolique  ou  sow  derive*  daos 
toua  lea  autre«  cas. 

■  * 

VI.  Les  trei«  carre*«  et.  deux  rectangle«  manquent 

dan«  I  ^quatioD. 

24.  Dans  ce  cas  eMe  exprimera  ou  1°  le  paraboloYde  byper- 
bolique/ si  le  terrae  du  premier  degrl,  qui  renfernie  la  variable 
commune  aux  rectangle«  absent«,  «e  trouve  dans  l'equation;  ou 
2°  le  cylindre  byperbolique,  si  ce  terme  manque  dans  1'equatioa. 

Thtil  XXX.  14 
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XXIII. 


Methode  rapide  pour  ecrire  ies  equations  aux  axes 
des  lignes  et  surfaces  du  second  ordre, 

Par 

Monsieur  Georges  Dostot  , 
Doctenr  6»  «ndncei  inathcmfttiqiies ,  Menfbre  de  I«  Suriele  do«  Science« 
et  Aru  de  Tlle  de  U  Reunio^  (Mer  de«  Inde«). 


•  ■ 


1.  La  methede,  qoe  «ous  publions  <kin*  eet  articlc,  e«1 
simple  et  elementaire;  eile  est  independante  de  la  transf'orniatioii 
des  coordonnees.  Elle  permet  d' Ecrire  immediatenient,  ä  l'aide 
des  derivees,  lequation  aux  axes  de  Tellipse  et  de  l'fiyperbole, 
l'equation  de  Taxe  de  la  parabole,  ainsi  que  les  equations  aux 
axes  de  l'ellipsoide,  des  byperboloTdes  et  des  paraboloTdes.  Ces 
resuftats  s'obtiennent  cte  suite,  rjuelqüe  comp  Ii  qu  des  qne  sblcnt  les 
equations  de  ces  courbes  et  de  ues  surfaces,  et  quelqüe  sörent, 
dailleurs,  les  angles  des  äxes  de  coordomiees. 

'-   -  *  •  -  ir.     :  ■>  i;    .      .      >,  \  \  ,  ,    <      ►  .  \ 

/.    Eaualion  aux  axes  de  PeHipse  et  de  Pkyperbote. 

2.  Supposons  que  lequation  *  t  . 

flxty)=Ay*  +  ßxy+Cx*+/h/  f  Ex+F=Q 

soit  celle  d'une  conique  a  centre;  ädmettoris  qu'eife' soft  rapportee 
a  des  axes  de  coordonnees  in  cl  in  es  entre  eux  d'un  angle  6.  Soient 
«*  j  y'  les  coordonnees  dun  sonimet;  p,  y  Celles  du  centre -de  la 


>.   Laie,  qui  passe  pax  ce  00mm et,  est 
equattoa  donMe  coeföcient  aogulaire  est 


par  au« 

»»•■»•  •  • 


x'i—p' 


.«\< 
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««x  44t«  de$  liffnes  et  iurface*      second  ordre. 

La  taugen te,  qui  passe  par  le  meine  point,  a  un  coefücie*i 
d'inclinaison  egal  ä 

m  ^"T7^'        k  ' 

Ce*  deu*  riroites  sont  perpeTidiculaires  entrg  ettesv  'par  cenU 
**quet»t,  leurs  coeTfici«fits  angulaires  devront  satisfaire- & ;  la  **tai> 
lion  de  conditio!)  connue  •  i.l       ~  •  i;  x::.  r  : 

• 

ce  quidonne  Te^uaWön 'nvA  l  7  •      A  v  -^V,  u\yV\  Yh.un    u  ^ 

</V  -  cos  ö/v)  (y'  - .9)  =  (/>  r  C08  Vy)         >  (2) 

qu'on  peut  encore  ecrirev>Ui^,  ...  .  ,,,,,,  wV,lv,,  -4VV  y, 

*'  - P  +    '— 7)  cos  0         -  q .+  (ar'  -  p)  cos  0 ' 
°Ue  d'8  <iue  VequaUox»  ,  v_      •  ;  >     v  }  v.  ^ 

que  Ion  obtient  en  remplacant  dans  l'une  de  ces  trois  detfiieres 
relations  tes  coordonnees  ar'y  y'  du  sotitinef  par  les  variables  cou- 
rantes  x,  y,  est  preVisementU'equatiJofi  eu*  axes  de  la  conique  (l). 

En  effet,  Iftjjgpe,  xepresepts»  paj  i'equatitin        passe  par- 
chacun  des  points  x*t  y'  et  p,  y,  puisque,  par  (2),  cette  equation 
est  ^atisfaite  par  ies  coordonnees  de  des  points;  de  plus,  si  Ton 
remplace  dans  cette  equation  f'9,  fx  par  leurs  valeurs  respectives 

2.%  f  lix  +  D  =  2%  +  Bx  -  2Aq  -  Bp = 2^4(;/  -  9)  +  - 

By  +  2  O + £  =  Zfy  +  2  Ca:  -      -  2     =    (y — 9)  +  2  C(ar  -  p) 

et  la  transforme  en 

(Ä~2^cosd)  2  (.4-  C)(y-q)  (.rip) 

■«.,>,     .— (Ä~2Ccosö)(^p)*s=0,  * 

et  que  Ion  resolve  cette  derniere,  oii  trouvera  quelle  sc  tlicom- 
posedans  Ies  equation«  du  premier/ degre 

:..v 

±  (x~p)        -  C)H  (Ä  -  «4c*s  #)<Ä  -  2Ccos  Ö)  =0, 
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(B— IC  cos  ß)  (x-p)  -  (C—  rf)  (5—7) 

i:  (y -  7)  V(C-  .4)*  +  (JS— 2 Ccosfl)         LI  arsti)  =  0. 

Dane  lequation  (I),  qui  est  du  secmid  degre,  rejinWtite  deux 
droites  paseant  par  le  rentre  et  p&r  le*  »ontniet«;  *i«»nc  eile  e*t 
l'equatioo  aus  axe*  de  la  ennique  a  centre.  j .  i 

De  ce  qui  precede,  noos  de>luisons  cette  regle  bien  simple: 

Ftntr  awrtr  feguation  aux  axee  d*une  conicue  ä  centre,  ü 
euffit  de  remplacer,  dane  l'equation  de  condition 

1  +  mro' +     +  wt')ch8  0  =  0 

de  la  rectangularüe  de  deux  droitee 

y=zmx\n,   pw'ar+w,  t. 

m'  respectivement  par  le»  rapports 


1 

f .. . 


qü  p  et  q  designent  leg  coordonnees  du  centre  de  la  conique. 

3.  Si  la  conique  est  rapportee  ä  son  centre,  lequation  aux 
axes  sera 

lAy+Bx  _  *2Cx  +B9 


»       1  ■ 


1 


et,  daus  le  cas  d'axes  de  ceordemtees  rectangnlaire», 

2%  +  &r=_2Cr+g3, 

•  .'■  .V         ,       *  ,{  .» 

c'est-a-dire 


(MD 


*ft -»/"«='«■  (IV) 

//.    Eyuation  de  Faxe  de  la  parabole. 

4.  Adraettons  maintenant  que  l'equati<»n  (I)  represente  une 
parabole;  dans  ce  cas  eile  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

/K«,  31)  =    Vi  +  *  VC)H/)y + +  F=0,  (3) 
qui  fait  ?oir,  que  tdutea  les  droifes  paralleles  ä  la  ligne 


, .  }    t  .  .         .  . 
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aitx  axes  des  ttgnes  el  turfaces  du  second  ordre.  $05 
n«  rencontrent  la  cctirbe  (3)  qu'en  un  seul  point;  donc 


m  =  — 


VC 


VA  ■ 

•    t  , 

est  le  coelBcient  angulaire  de  laxe  de  la  parabole.  Le  coeJnc}ent 
dinclinaison  de  la  tangetite  au  soraruet  x' ,  y'  est 


v— /v 


»•  •  *    ■  *  *  < 


1 

et,  corome  ces  deux  droites  sont  perpendiculaires  entre  eile»,  on 
a  la  relation  de  condition 


i  .  VC  /V    /VC  /v\ 

ou,  en  supprimant  le»  accents  de  x%  y'i 

{VA-*os6VC)f'<,  +  (VC-cosöV^)  A  =0,  (Vj 

:  -  i 

que  je  dis  etre  l'equatiou  de  Taxe  de  la  parabole. 

En  effet,  cette  Iquarto»  du  premier  degre  est  satisfalte  per 
les  coordonnee*  x' ,  nf  du  spmmet;  eile  represente  deoc  unedroite 
passant  par  le  somroet  de  la  courbe.   De  plus,  comme 


■ 


A  =  2%  +  Är  +  Z>  =  2VA(yVA  +  xVC)  +  D\ 
fsz=By  +  2Cx  +  E  =  2  V  Cfr      +  *VC)  +  £, 

eile  peut  s'ecrire 

#  I  .7 

2(^  +  C^2cos(?V*3C)CyV'^-|-a:VC) 
+  Z)(1A4-  cos  0VC)  +  ff  (VC-  cosÖV^)  =  0 , 

OU 

y^-t-JVCtP^+£;vC-(Z></C+f.^)c<'8(>=0;  (VI) 


eile  represente  done  une  droite  parallele  ä  l  axe;  donc  eile  repre 
Beate  Taxe  meine  de  la  parabole  (3). 

Noua  iroyons  ainsi  qoe 


<  .  > » 


Pour  avoir  Vaxe  de  la  parabole,  il  sufßl  de  remplacer  dana 


,  I+mm'  +  (m-|-m0co8^  =  0 


-+ 

m  et  ml  respectivemeni  pat  hi.-,.        .)fJ  ? 
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VA*  fy 

Si  le  coeWient  B  du  rtecfcngle  xy  etait  negatif  daiis  l'rfquation 
de  la  parabole,  il  faudrait  cjianger  le  signe  de  VC  dans  tout  ce 
'»Heede.*         [      ;  ,  S 

5.  Si  le«  axes  de  coordonnees  sont  rectangulaires,  1  equation 
de  Taxe  sera  1   - ...  u 

v^A  +  vcy,  =  o.  (vii) 

....    .-. ;  .;  ■  ■  ■         -:>    •  •     s"!  '•  t 

#//.  Equation*  aux  axt$  de  V elljippöide  et  4c*  dpnx  hypei-boloides. 

"    '  •  • '       ;  j.  , ;  -    ./i.  .  *  ; 

6.  Siipposon8  que  Tequation 

/(x,  y,  z)  =  Ax*  +  ity*  +  AV  +  2%:  +  2/?'xj:  f  2ÄÄ^ 
"        !  V^if2^V^-fV=ö'        ^  (5) 

represente  une  surface*  ä  centre  (I1  ellipsoTde,  l'ijo  ou  l'autre  des 
d*ux  ihypertoJoSdee,  <)u  tacöpe  «du  *eeiwt|><dogit*j>  .    U  t  >  -i 

:«  Avant  tfe  calculer  'l'liftta-tYtfW  'äHiVif««  de  cötVe 'süVfac'e, 
proposons^ivousMe'de'lerYnWr  tee>«W:du  jilan  tangen*  atf  point 
a',       i'  de  la  surface. 

L  equation  de  ce  plan  sera  de  la  forme 

a(jr— +  o{y-y')  -f  c(r  — 1')=0.  (6) 

Par  le  point  x* ,  y',  x'  menona  un  plan  parallele  an  plän  des 
jri;  il  coupe  la  surface  (5)  suivaijt  une  eoui;be,  d<>rit  la  projection 
8ur  le  plan  des  xz  est 

fix^^ÄxH^^zx    M  * 

ei  le  ptan  (6)  auiyant  une  4roUe, '  flui  se  projefte  *ur  le  plan  des 
xi  «uivant 

La  droite  (8)  devant  etre  tangente  k  la  courbe  (7),  au  point 
t*9  oous  avons  la  relation  de  conÄtlotf 

<l  c 

En  coupant  la  surface  par  un  plan,  raene*  par  le  point  x4,^, 
paralleiement  au  plan  des  yzt  eous  twotetrnit  'de  ^wft«e     i-.  *w 
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aux  axcs  des  Ugnes  e(  surfuces  du  second  ordre,  207. 

/£  =  ^.  (10)  ■ 

Suhstituant  dans  (8)  les  valeurs  de  o  et  b  tire>s  de  (9)  et 
(10),  noos  obtenons 

(x  -  *o/V  +  (y-yW  f  (*-*') f V  =  0»       (H) »  ' 

pour  I  equation  du  plan  tangent  ä  la  surface  (5)  ao  poInt  x\  y\  i*. 

Cela  pose,  supposons  que  x4 ,  y',  2'  soient  les  coordonnees 
d'un  sommet  de  la  surface  (5);  pt  q,  r  Celles  du  centre  de  la 
surface.  L'axe,  qui  passe  par  ce  sommet,  est  represente  par  deux 
Equations,  dont  les  coefficients  angulaires  sont 

ce      x4-~p      ß      1/ — q  j  ■ 

or  cette  droite  est  perpendiculaire  au  plan  tangent  (11);  par  con- 
elquent,  noos  avons  les  egalites  de  condition 

  /V  f'tf  1 

**— q)co8v+ (x4— r)cosf» ""  {x1— p)cosv  +  (y'-q)+ (j'—r)co*A 

=   A'  t 

(x4  — p)  cos  fx  +  (y* — q)  cos  X  -f  (2' — r)  * 

dans  lesquelles  la  supprcssion   des   accents   aux  coordonnees 
x',  y't  *'  donne  les  equations 


•  1 


Z!£  ÖL 


(x— p)+(y— ejcosv+fc— r)cogft    (#— />)cosv+(y— 0)-f-(2-r)cosi 

~  (*-/>)  cos,»  +     — tfcosA  f  (2-r)'  (Vj,,) 
que  je  dis  4tre  les  tfquatioos  aur  axes  de  la  surface  (5). 


D'abord  la  ligne  represente  par  les  equations  (VIII)  passe 
par  I«  point  x4 ,  y',  2',  ainsi  que  par  le  centre  j>,  q,  r:  car  les 
equations  sont  satisfäites  par  les  coordonnees  de  ces  points.  Je 
dis  de  plus  que  cette  ligne  se  cpmpose  de  trois  droües, 

Les  coeTficiente  anguJairea  de  la  droite,  qui  passe  »par  les 
pofats  y, V;  9,  r  etant  representes  par  ~,  notis  pou* 
vona  donnet  uoe  forme  plus  explicite  aux  e'quations  (VllI). 

£0  effet,  nous  avons 
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/V  =  Ä  V  +  Btj'  +  A«t  f  C", 
en  inline  temp*  que 

+  Bq  +  /l"r  +  f"  .--0; 

il  vient,  pa<r  suite 

/V  =  ^  (*'-/>)  +  -  n)  \  H'{J  -  r) , 

/V  =  +  I  ßi'.'-r), 

Substituatit  dans  Ies  equations  qui  precedent  (VIII),  pui*  rem* 
placant  Ies  rapporU 

et  3 

par  letirs  äquivalent*  -  ,    — ,  nous  trouvons  Ies  egalites  de  rapports 

*  Y     Y  * 

'  ....  •  ,  . 

(12)  ,   .  ,  , 

A«  f  B"ß  +  H *y        **"«  f       f  By  j_  B'a  +  Bß+ A'y  _  ^ 

Nimm  repre*sentous  par  5  chacun  de  ces  rapports  enaux.  Ordor»- 
natit  par  rapport  aux  incommes  <*,  0,  y,  iiou»  en  de*duUons  Ies 
trois  equatinns  du  premier  degre 

—       +  (Ä/-  —  5co«v)j9+(ß'--(Sc«J»v)y==0,  J 

;  J  ;     (Ä'-Scos,.)«  +  (B-Scosk)?  i  (A»-S)r  =  0.  )  ; 
Cos  trois  öquatious  du  premier  degre*  doivent  avoir  Heu  entre 

Ies  deux  rapport«        y»  ••  h"**  f-onc  <lu6  -,,ine  Celles  seit  une 

conaequence  du  Systeme  des  deux  aatres;  cette  restrictfon  exige 
que  leur  r&olution  simultanöe  fournisse  des  valeurs  aß  ß,  y  ,  doot 
le  denoiuinateur  commuii  eoit  nul.    On  trouve  ainsi  Cequation  de 

coudition  <■  > 
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I 

anx axes  des  tigues  et  surface»  du  steond  ordre,  £Q9 

+  ■  •  -  • ,  '  ■..  ,.*  - 

{A-S)(A'-S)(A"-~S)  +  2(B-ÄcpsA)(a'— 5co8/i)(Ä"-5co8v) 
-M- S)(B  -  ,ScosA)»-(^'  ->Ä)(Ä'-Ä:o8fi)»-(^— S)(ß"~Sco8f  )* 

qiii,  etant  d^veloppee,  devieut 

(1  —  cos  H  —  cos  V  —  co«  V + 2  cos  A  cos  p  cos  v) 

—  5«  [  .4  si» n  f  <4Vm  V  +  A" niti *v  -f  21t  («o»  «  Co>  v  —  cw*A) 

+  2B/(coavcn*  A — cnsp)  f  2#"(co*  Acnsp  —  cos  v)J 
+  S[ A'A« -     i  ^'M-      |  JJ'  - 

—  2(i4Ä-Ä'£")cos  ji-2(^'tf Ä"Ä)co*  ,*  -  2(il"£"  -Bß^cos  v\ 

+  (AB*  +  A*B*  +  Auß"*-  AA'A"-»BBB")  =  0. 

Cette  equation  est  du  troisierae  degre  en  5;  eile  fournit  pour  cette 
incotiniie  auxiliaire  trois  racines,  qui  toutes  (es  trois  sont  reelles. 
En  subsfituant  ces  trois  valeurs  successivement  dans  les  Equa- 
tions (12),  on  trouve  pour  les  rapports  ~»  ^  trois  Systemen  de 

valeurs  reelles;  donc  les  equations  (VIII)  representent  trois  droi- 
tes,  qui  sont  les  axes  de  la  surface  (5).  On  en  dlduit  la  regle 
«uivante : 

Lorsqu'une  surface  du  second  degre  ä  centre  est  rappor- 
tee  ä  des  coordonnees  oblique*,  pour  avoir  les  equations  aux 
axes  de  cette  surface,  prenez  les  derive'es  f'x,  fy,  f*%  par  rap- 
port  ä  x,  y,  %  du  premier  membre  de  fequation  de  la  surface; 
divisex  ses  derive'es  respeclivement  par 

^+ycosv  +  2Cosf*,   arcosv+y+zcosA,    xcosp  f  ycos A-f  z; 

egale»  entre  eux  les  trois  quotients  obtenus;  puis,  dans  les 
equations  re'sultanles ,  dei  variables  x9y,%  retrancke%  les  coor- 
donnees respectives  p,  q,  r  du  centre  de  la  surface, 

7.  Si  les  axes  de  coordonnees  sont  rectangulaires  et  passent 
par  le  centre  de  la  surface,  il  suffit  d'egaler  entre  eox  les  rapports 

t*9    Cit   Cl.  '  I 

-  *"*  ■  *       ff  '   •  *  *      ■  ■*  *    -...bt.  ,  i.  ) 

Dans  le  cas  oü  lortgine  n'eat  pas  le  centre  de  la  surface,  il 
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faudra  encore,  dansces  eqoations,  diminuer  xty,z  des  c«ordonue>s 
9,t  du,  centre. 


•  »  - 

A  •        ^  .  j 

On  voty  doDC  que 


Si  f(x,  y,  s)  =  0  tequatton  ttune  surface  du  second 
ordre  ä  centre,  rapportee  ä  des  eures  rectangvlaires  mene's  par 
le  centre,  les  eg  aUtes 

seronl  les  equaiions  avx  axes  de  la  surface. 


IF.    Eaualion  de  faxe  des  sttrfnces  de  Evolution  du  second 
♦  degr4  ä  centre. 

8.  I/equation  (5)  representera  une  smrface de  reVolution,  si 
les  trots  plana  priucipaux  que  fournissent  le«  trois  valcurs  de  S 
tirees  de  (15)  et,  Substitutes  dans  (12),  se  reduisent  ä  lin  seul 
plan  perpendiculaire  ä  Taxe  de  revolution.  Cette  condition  sera 
remplie  dans  le  cas,  oü  Jes  coefficients  des  equations  (13)  sont 
praportiönnels,  /C'est-a-dire  ou  Tem  a  ,  . 

A-.8-        B"  —  jjcng»  _  B'  —  Sco»*' 
ß»>-8cosv~~     A'  —  S      "  B-SvhsX' 

S         B" — Scosv      Bl — Scoh(x 


^  v.fi<,_,Seog/l  ,<r  B— 'Stasi'  ~  Ä  .; 

\  .  •  %|fl>o*>ne*.  paur  phi$  d<?  siaiplicite,  quej.es  axes  de  coor. 
dqiwe>s  *©ient  ^ctang^aires,.  oo^  e^aji|eä .  <fc  cuudition  devjeiinerit 

j  —  S^-'  B41  *'»       A  v  *\^v„ 

;  -  ~B^-Ä^$  =  B'  . 


/I  -  5  JS" 


et  dounent  les  telatimis  Necessaires  et  süffisante«  ^  <• 


B'B"   •        B"R  BB* 
A-^-=A'-^=A"-^r=S,  (16) 

pour  que  la  surface  (5)  soit  de'  Evolution. 

Or,  dans  ce  cas  particulier,  les  etjuations  (13)  devienuent 

!        Ä'B"«  +Bf'Bß  +  BB'f  =t  Ov 
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qui  est  t'equation  du  plan  mene  par  le  centre  perpendiculairement 
ä  Taxe.    Lea  equations  de  Taxe  seront  donc 

floas  av,ma  ainsi la  regle  *uiv ante , 

Lorsqtfune  svrface  de  revolution  du  second  degre  ä  centre 
est  rapportee  ä  des  coordonnees  rectangvlaires  tnenees  par  Se 
centre  (j»,  9,  r),  on  obtient  les  equations  des  axes  en  mul/ipli- 
''itf  #'•'^«l^«l'■iP-/),■  i^t  tespectitetnänt  par  B. 

W;        # V*  mauHs  etitre  ev*. 

.■■v\.  v.'      . .)*  \    -v.      \  •>     .•  ,\v.„  . 

9.  Supposons  que  l'^quätibn  (5)  repröaente  Ptin  ou  l'autre  des 
deux  parabolofdea.   Dans  ce^  cas,  on  sait,  que  lea  troia  equafionx 

o,  a  =  o,  Y'.^o  5 

ou 

se  r^duisent  ä  deux  Equations  compatibles  et  distincte*,  et  repre"- 
senten t  dem  plana,  dont  l'interaection  eat  precNeruent  Taxe  du 
paraboloTde.  La  droite,  menee  par  I'origine  parallelement  ä  laxe, 
eat  determine*e  par  lea  e^quatioiw  — - 

(AB—B'B*i)x  =  CA'B'-B"B)y  =  (A"B''—  BB')z.  (18) 

Mais  cet  axe  est  auaai  perpendiculaire  au  plan  taugerit  (II)  mene 
par  le  sommet;  par  consequent,  noua  avona  les  relation» 

(XI) 

1  COSV  COSfl 

1    (AB  -  /*'£")/**' =  (Ä^^,''WP7^^i^n^BW'' 

]  coail  cos  v 

{AfB*  —  BB4l)pyi  +  {Z'F^WV  *  {AB'-BrBnjy^ 

1  cos  ft  cos  A 
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Or  je  dU  que  ces  4quations  (XI),  a?ee  suppression  d'accetif* 
aux  coordonnees,  sont  precisemejit  Celles  de  J'axe  du  paraboloYde: 
car  il  est  aise  de  voir  que^  la  d rotte,  qu'elle*  represeotent,  passe 
par  le  soromet  x\  y',  et  se  trouve  dtre  perpendicnlaire  au 
plan  (II).  .  '  i    *'        "  *  \ 


10.  Lorsqtie  les  axes  de*  coordofineV*  »»nt  reetangulaire»«, 
les'equations  de  Taxe  ee  r&tufoettt  a 

(AB-B*B")rM=(A'B'- B"B)f*„  =  {A"B"-BB*)f'>.  (XII) 

f)«nc ,  \       <   v» 

Pour  avoir  Taxe  du  pcraboloide,  U  sufftt  de  mulliplier  les 
troU  derive'es  du  premier  membre  de  l'equaiion  par  le*  diffe- 
rences  respectives  AB — B'B4\  AtBl^B,iBt  Ä"B"—B&. 
et  d? egaler  entre  eux  les  prodtäls  obtenus. 

* 

12.  81  le  paraboloTde  est  de  revolution,  le*  equations«  de 
Taxe  se  «implifient:   car  les  egal it es  de  conditio» 

'     B'B"_       B"B_At;  BB' 
A~~    B   ~~         B*  ~     ~~  BiT 

les  changent  en 

Bf'x=B'f'y^B"f:.  (XIII) 


r 


:  ...        •    •»  •  •  '  r 


,  i 
■  j    .  i. 

i 


, ,  ... 
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V 


XXIV. 

Neue  Methode  die  Ellipse  zu  reclifidren. 

..  . 

\  cm 

dem  Herausgeber. 

,    -      •       !»  .»■  1 1 


"f  i- 


Die  bekannten  Methoden  zur  Rectification  der  EUipse  sind, 
namentlich  wenn  es  um  die  Rectification  '^einzelner  \  Bogen  der 
Ellipse  sich  handelt,  immer  beschwerlich,  und  selbst,  insbeson- 
dere der  Gebrauch  der  zu  diesem  Zwecke  gegebenen  unendlichen 
Reihen,  etwas  misslich.  Ich  habe  daher  schon  vor  längerer 
Zeit  darauf  gedacht,  eine  Methode  zu  finden,  welche,  oiebt  sehr 
beschwerlich  in  der  Anwendung,  zugleich  völlige  Sicherheit  dar* 
böte,  Und  namentlich  auch  ein  Mittel  an  die  Hand  gäbe,  in 
jedem  Stadiuni  der  Annäherung  die  Grösse  des  begangenen 
Fehlers  sicher  beurtheilen  zu  können.  Whs  sieh  mir  aus  meinen' 
desfallsigen  Untersuchungen  als  das  Zw  eck  massigste  ergeben  hat, ' 
will  ich  jetzt  mittheileu.  ♦  •  v 

Die  beiden  Endpunkte  des  zu  rectiücirenden  Bogen*  d.»r 
EUipse  seien  A0  und  Ax,  und  diese  beiden  Punkte  seien  durch 
die  Anomalien  v9  und  «Ä  bestimmt.  Den  zwischen;  den  beiden 
Punkten  A0  und  Av  liegenden  elliptischen  Bogen  denken  wir  uns, 
indem  wir  voraussetzen,  dass  ut  grosser  als  «o  sei,  von  A$  an 
nach  At  hin  immer  nach  der  Richtung  bin  durchlaufen,  nach  wel- 
cher die  Anomalien  von  0  bis  360°  gezählt  werdeu.  Die  Sehne 
der  Ellipse,  welche  die  beiden  Punkte  A0  und  At  mit  einander 
verbindet,  sei  #0,(,  und  r0>l  sei  der  mit  dieser  Sehne  parallele 
Halbmesser  der  Ellipse,  welchen  letzteren  wir  uns  immer  von  dem 
Mittelpunkte  der  Ellipse  aus  ^o  gezogen  denken  wollen,  daSs  er 
mit  der,  als  von  Aq  aas  nach  Ak  hin  gehend  gedachten  Sehne 
«*„  gleich  gerichtet  ist.  Alle  im  Folgenden  vorkommenden  Kreis- 
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bogen  nehmen  wir  in  T heilen  des  der  Einheit  gleichen  Halbraes- 
iiiers  ausgedrückt  an. 

Nach  Tbl.  XXIV.  S.  374.  S.  373.  ist 
*üfl*  =  4sin}(«o  ~  i/i)2to*sin  J«>o  +  wOa  +  6*cos£(«o  +  «,)*}, 

und  die  Gleichung  der  Sehne  *0,, ,  dieselbe  als  eine  gerade  Linie 
von  bestimmter  Lage,  aber  unbestimmter  Länge  gedacht,  ist: 

bx  cos  i(«o  +  «i )  +  aV  s'm  «("o  +  Mi  )  —  ob  cos  J(t/0 — «, ).  1 

Also  ist  die  Gleichung  des  Halbmessers  r0>1 ,  welcher  der  Sehne 
s0$l  parallel  ist: 

.tv.  f!:)i.    'f  i'V  '   •»;'•  "■    .  * 

y  =  — -arcoti(w0  +  «i); 

und  bezeichnen  wir  nun  die  Conrdinaten  des  Punktes,  in  welchem 
von  diesem,  nach  der  oben  gegebenen  Bestimmung  gezogenen 
Halbmesser  die  Ellipse  geschnitten  wird,  durch  //Vi  :  80 

haben  wir  zu  deren  Bestimmung  die  beiden  Gleichungen: 

ist»  +  V  Ä  /  =1r  .^i  =-r -^o  i  coU("o+¥i>5, 

a^  deneii  ^ich  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen 
auf  einander  leicht  ergabt :  , 

•K.Ii  lbrlv,,lt)i^  *»"iJ«»#       .  •!  •  •     ;  h  '  .<  .     1/    »  •••   in  tf  .  .*i 
es.^idi  1. im  frag* ,  welqhe  Zeichen  #a#n  zu  Pehmen  hat .  Um 
djese,  fragejzu  beantworten,  bezeichnr  man  die  Coordinaten  der 
Punkte  A«  und  J4  respectiv*  durch        y0  und       ^ ;  90  ist 

bekanntlich;.  ......  .  ...  x         -nti  ...  >\    I  1  '».i  ii. 

a:w    a  cos  w0 ,   y0  =  6sint/0  und  :r|  =:  a  cos  ut ,   yi  =  6sinut.1 

Mittelst  einer  einfachen  Betrachtung  erheilet  auf  der  Stelle,  dass 
WjJ,,  positiv  oder  negativ  ist,  jenachdem  ^  >  «0  oder  ^  <  y0  ist, 
wobei  man  immer  die  oben  rucksichiüeh  des  Halbmessers  r0)1 
gegebene  Bestimmung  festzuhalten  bat.  Also  ist  y0/.  positiv 
negativ,  jehachdeiri  -*1  ' 


oder 


,  .  i|  6sini/t«>  6sintio  oder  t>*\nux  <  Atwi«^  1. .' 

d-dHij.';> .  ^iiu    >.  n«»l».fd  •  '••  ••'.;•-./    •   .vi  !  »••'• 

d.i.  jenachdem1 

sin.«4  —  siniio>0  oder  sin  «,  —  sin««,  <  0 

ist.   Folglich  hat        mmer  Reiches  Vorzeichen  mit     :  ' 


Digitized  by 


Grttnert:  Neue  Methode  die  Etkpu  %*  rectiflciren.  2*5 

also,  weit  et»^<ti|l — Uq)  offenbar  stete  positiv  ist,  mit  cos^u,  t«^). 
Daher  muss  mao  im  Obigen  die  unteren  Zeichen  nehmen  und 
demzufolge 

*oti  =  —  ö  sin  l(iio  +  «i ) ,   y0tl  =  6  cos  £(»o  +  «, ) 

setzen. 
Weil 

ist,  so  ist  nach  vorstehenden.  Formeln: 

r0,la  =  a*sin|(ti0 +  Ml)*  +  6«cosU«o  +  wi)1, 
also  nach  dem  Obigen  :  i    :'■  ' 

*o>i*  ==  4r0„*8lrii(f/Ä  -  u,)2, 


und  folglich,  weil  sin  J(tft  —  t/ö)  stets  positiv  ist: 

*o»i  =*2ro»i  sini(w,  —  «„). 

•    i  I  '  ■ 

Denkt  man  sich,  dass  die  Sehne  s0tl  entweder  in  die  Berüh- 
rende der  Ellipse  in  dem  Punkte  Au  oder  in  deren  Berührende  in 
dem  Punkte  Ax  übergehe,  so  gehen  die  vorstehenden  Coordinaten 
offenbar  respective  in 

— -  asinuo,   6cosn0  und  —  «sin?;, ,  ocosmj 

über;  und  bezeichnet'  man  nun  die  Anomalien  der  Punkte,  in 
denen  die  Ellipse  von  den  mit  den  beiden  in  Rede  stehenden 
Berührenden  parallel  gezogenen  Halbmessern '  geschnitten  wird, 
durch  t>o  und  v* ,  so.  sind  die  Coordinaten  dieser  Durchschnitts- 
punkte  bekanntlich  «cosr0,  AsinrJ  und  Vcos  rt ,  Asinp, ;  folglich 
ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

cosr0=— sinwo,  sin r0  =  cos und  cos»t  =  -sin«,,  sin.r^rns »,; 

mittelst  welcher, Formeln  die  zwischen  0  und  360°  liegenden  Ano- 
malien v0  und  Vi  immer  leicht  und  ohne;  alle  Zweideutigkeit  be- 
stimmt werden  können,  worüber  hier  nichts  weiter  zu  sagen  ist. 

Die  Differenz  ti, — t/0  der  Anomalien  Uq  und  ux  wollen  wir 
jetzt  in  eine  beliebige  Anzahl  »  gleicher  Tbeile  theilen,  deren 
jeder  j  sein  mag,  so  dass  . 

*  ~«>  =  »f  \ 

ist.   Die  den  Anomalien 

t<o»  wo  +      «o  +     *o  +  2t;   if0  +  2i,  tio  f  3t;  .... 

....;       +     —        «o**»  -   ,i  ^ 
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entsprechenden  Sehnen  der  Ellipse  mögen  4er  Reihe  nach  durch 

•  *  *  ,  / _  i  * 

,  -  i    r«        .  «  '  •  •  :         •        4.-    ■  •  1 

*0»     *1  »     J2 »     ig »  .  . ..  Sm—l  ,  i  - 

und  die  diesen  Sehnen  parallelen  Halbmesser  der  Ellipse  respec- 
tive  (luri-n 

.  •  >> 

bezeichnet  werden.    Dänn  ist  nack  den*  Obigen: 

i 

,o  =  2r0sin'i,  4=2rksintf,  «,  =^2r4sin  {i,  j*-isr 2r»_isin V $ 

also  :  1  . 

«0+*l  +  **  +  *S  +    ••    +*■-»  ,| 

=  2(r„  +  n  +  r%  +  r,  +  . +  r»~i)  sin  lt\ 

und  folglich  •  i  • 

*0  +*1  +*»  +  *»  +     •   +  *a-l 

i 

.  T0  +  r,  -f  rt  +  r,  +  ....+r,-i  i* 
=(«,-«.)•  ^  ^  7"^-^ 1 

'  n 
also  nach  dem  Obigen:  * 

•6  +  »1  +  *2  +  *s  +  ••••  + 
■    <  /         v  r0+r, +r1  +  rs  +  ....  +  r«_i  «in t» 

=  («,-«.)-s  r   iT' 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 


S»=:f0  +  *t  +  *a  +  «3  f  •••  •+ 

Netzen  : 


r0  +  rj  +  n  +  r,  f  . . ..  +  r,-i  sin  |i 
«o)-  — ~  -jT* 

Bezeichnen  wir  nun  den  durch  die  beiden  Anomalien  tr0t.  «1 
hestimmten  elliptischen  Bogen  durch  Em„        so  ist 

und  oflenba'r  ffir  ein  In  s  Unendliche  wachsendes  «,  also  Rir  ein 
der  Null  sich  jiüherndes  i: 

Eu0,  «,  =  Lim  $m , 

folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

'  «  I       .  :  '  J    i    k  •  5  .  ,. 

r  .  x  i..i,o-fr1-fr2-fri  +  ....-fr,-i  ,._•»"»» 

=  («l  — «0>«  *H«fft    ■     I   -     )    I  :  ■   ..  -L1"1  -JJ"  ' 
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also,  weil  bekanntlich   .  ..  . 

sin 

T  :'•    Lim  ■■  ,■„     =s  l '  w    v      .;  T.-'rVM, 

s  ;«•;  tu  ;•  r  .  .  .   ~.<  .:. .("'..  ./v  

r  ,  v«.  r0  +  r4  +  ra  +  r3  +  r***x  ■<:.■<  .u. 
^«o, «,  =X«i  ~  «o)  -  Lim  „  • 

Gebt  die  Ellipse  in  einen  mit  dem  Halbmesser  r  beschriebe- 
nen Kreis  über,  so  ist  »;>  -V  -  • t  »  ° 

r  =  r0'i=r    =  ra  =  r,  =  /^mm-i, 

also  ;\     ,  •«•<;•    '.. '  »V  '  ' 


und  folglich 


ro     ri  ~f  ra  -f  r3  +  -  jff»-ij 


=  r(M,— «0), 

.     ,  «Ii    ■  •  : 

wie  es  bekanntlich  sein  muss. 

Aus  der  fileiclwiig  i«  -  i  VH<;> 

:  ÄuL  »,  =  («!  -  Mo) .  Lim  r°  +  y*  +  r» +  r»  *  f  •••*F*r*  <  -  Uo~ 

ergiebt  sich  anmittelbar  der  folgende  sehr  bemerkenswerte  Satz: 

Die  Länge  eines  elliptischen  Bögens  ist  ^flefe*  dem, 
die  Differenz  der  Anomalien  seiner  Endpunkte  mes- 
senden, in  Theilen  der  Einheit  äusgedruclcten  Kreis- 
bogen, multiplicirt  mit  dem  arithmetischen  AftttelaUer, 
der  Halbmesser  der  Ellipse,  welche  den  Berührenden 
de/  Ellipse  in  allen,  in  stetiger  Folge  gedach ten  Punk- 
ten des  zu  messenden  Bogens  parallel  sind. 

Durch  alle,  durch  die  Anomalien  vr 

"«o»  «<o  +  *>  »o4-2i,  «o  -f3i,        «o-f  ni 

bestimmten  Punkte  der  Ellipse  wollen,  wir  jetzt  an  dieselbe  Be- 
rührende ziehen,  wodurch  ein  ausserhalb  der  Ellipse  liegender 
Polygon -Theil  entsteht,  wie  durch  Taf.  IV.  F^,  8.  näher  erläu- 
tert wird,  aus  welcher  Figur  zugleich  auch  Von  selbst  die  Be- 
deutung der  Zeichen 

-■Ii,:»  t.  w    .  >\  f       :  »ih  ..■>  ■    iw.      -im.,  >  v  .  ■■,       ■  ...    ■?><■-.  %vh  ntiü 

erhellet.  Die  den  in  Rede  stehenden  Berührenden  päf&relen 
Halbmesser ,  der  Ellipse  mögen  durch  ,  ^      n    .  rt 

Th«il  XXX.  ,  15 
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Qo  >     0 1 »     02  »     03  •••••»  Q* 


•  I 


bezeichnet  werden.  Dann  haben  wir  Aach  einer  in  der  Abhand- 
lang Tbl.  XXX.  Nr.  II.  S.  26.,  aufweiche  uns  der  Kürze  wegen  zu 
▼erweisen  erlaubt  sein  mag,  bewiesenen  Formel  die  folgenden 
Ausdrücke:'1  i 


» 


tf0  =  p0tangit, 

»  * 

di=Ql  tangit, 


*a 
o3 


na  tangit, 
fctangii, 
u.  s.  w. 


■  -> ■  >   "Ii;    r    i.'i   i  l  "    •      r  «'  ■ 

oy  =  a,tangii; 

V =93  tangit; 


u.  s.  w. 


o*«-i  =  o«-!  tangit, 


0»_l'  =  p„_i  tangit; 
fe'  =  o»tangit*); 


also : 


öb+(tfj'+  tfi)  +  (*a'  +  *z)  +  (V  +  tf8)+....+(«W-ii+tf»-i)+c»' 

■ 

=p0tangU  +  2©!  tangii-f  2öatang^..i.  +  2o»_i  tangit  +  e«tang|i 


1*1  p  » 


1"  • 


odp. 

, ;  /.'=  %9o  +  Q1  +  0a  +  9z  +  •  •  • •  +  $4  tangit  -  (o0  +  o»)  tang  U* 
lind  folglich : 

Wlo:f^i'+*i)  +  (öa'  +  tfa)  +  (V+tf3)  *  •••  -f-CoV-i'  +  tf—O-f^ 

,  v  Po  -f  Qi  +  Qa  + 03  +  —  +  Qn  tangit 

71  i  Mi  ~~ 


„  ^  ft>+  9«  tangji 
»• — n — 


%  nacb  d>m  Obigen : 


*)  Jch  mache  hierbei  aufmerksam  auf  die  jedenfalls  beachten* 
theo  und  eine  Analogie  an  einer  bekannten  Eigenschaft  des  kreise«  dar- 
bielae^^leich^^«.^-    ,  .y  <,r ' 


e,  — a,  ,    oÄ  — a 


s  > 


0j  ff«*-l  ==  ffnl.1  . 


*  *  *        •  * 
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*0  f  W  Ml)  +       +  *z)  +  (V  +  *»)  +  •  •  •  •  +  (tfn-l'  +  <*»-*}  W 

—  (tii-tto).—  2-  n~, 

«  i  i.   •♦.  i  . 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen  \  ' 

2n=c0  +  W  +  °i)  +  +  <**)  +  (*.'  +  0*3) +^H-^ 
setzen : 

Zn^im—  Uq)  ^o+^  +  ga  f (>3+  •  •  +Q«  tangjt 

l„        «  ^    *>  +         tBPg  ** 

*; :   ü~' 

Bezeichnet  nun  wieder  EUo,  ut  den  durch  die  Anomalien  u^  fa 
bestimmten  elliptischen  Bogen,  so  ist 


und  offenbar  för  ein  in's  Unendliche  wachsendes  n,  also  ein  der 
Null  «idi  n^TPdes  <:  :.    ,  .L,     „      ,  t  . 

-£*u0>  bx  =  Lim  2n , 

folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

^»o, «,  =  («i  — «o)  •  Lim  -  Lim  -q— 

—  (Ui—U^^Um-j-    .Lim-,—  . 


•)  In  Taf.IV.  Figi**  «»*  ,  f     .  ,  r    .  u 

A  +a>  «+ 

also,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  addirt,  aufhebt,  was  «ich  anfhe|>en^ 
lüast,  und 

Die  Anwendung  hiervw  «ef  VWHPWe  Linien  so  machen,  bleibt  dem 

J5# 
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Weil    4  ' 

tangjt      sin  \i  1 

jl  \l       C08  4« 

ist,  so  ist 

tang^i       .  sinjt         1          i   1  i 

it  \i     Lim  cos  \i  1 


und  weil  ferner  offenbar 

ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

.  Si. =  («,  -«o)  •  Lim  9^+*  +  *  + +  » 
oder 


£uo, »,  =  (t«i  —wo)  •  Lim  |  — ^-qrj  — —  J 

•1       •    u'.i  t  »  ■ 

=  («,  -  «,) .  Lim  gd3L±*+tft  +  ""+JÜ .  Liin  (1  +  J ), 


also,  weil 


ist: 


■v 


Lim  (1 +  ?)==! 


=(«,-«0).  Lim  ^tfcy-^t 
woraus  sich  ganz  derselbe  Satz  wie  oben  ergiebt. 

4  ■  * 

Weil  nach  dem  Obigen 

Sn  <  Eu0,  u,  K,  En 

ist,  so  sind 

— ^ .  r° + r»  +r»  + r» + •  -  • +r-± .  ™¥ 

n  ti 

Ii    d    f;  *••«  I  Iii»  ,  t     .  i  . 

und 

1       <*  *  4* 


—  (»i  -Mo)  — ^  rj— 
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z 

jederzeit  zwei  Gränzen,  zwischen  denen  der  elliptische  Bogen 
EUo,ul  liegt,  und  der  Fehler,  welchen  man  begeht,  wenn  man 
eine  dieser  beiden  Gränzen  als  einen  Näherungswert!)  des  Bogens 
Euo,ut  betrachtet,  ist  nicht  grösser  als  die  Differenz  2?« — 5*. 
Ein  noch  genauerer  Naherungswerth  des  Bogens  £»„  «,  als  eine 
der  beiden  Gränzen  Sn,  Sn  ist  das  arithmetische  Mittel 


t 


iwischen  beiden,  wo  der  Fehler  offenbar  nicht  grosser  als 

2n-Sn 

ist. 

Um  sich  dieser  Methode  bei  'der  Berechnung  der  Länge  ellip- 
tischer Bogen  bedienen  zu  können,  kommt  es  hauptsächlich  dar- 
auf an,  dass  wir  zeigen,  wie  die  Halbmesser 

<fo>    9\i    <h>    Qs  Q* 

und 

'"o  >    '"i »   'a »    's  * ' ■ ' '  * 
mit  Leichtigkeit  berechnet  werden  könnet v 

Nach  der  Abhandlung  in  Thl.  XXX.  Nr.  II.  8.  26.  ist  aber: 

p0  =  V" a* sin  Uq*  f  6*  cos  «,,» , 
p,  =  V  a»sin  («o  +  0*  +  6*cos  (m«,  +1)*, 
p,  =  V  o»sin  (w0  +  2i)«  +  6*cos(mo  +  2Ö«, 
ft,  =  V«»»in  (Mo  +  3i)«  +  62cos  (««,  +  3t)», 

U.  8.  W. 

p«  =  Va*sin  («o  +  »0*  +  ä*cos  (Ii«  +  m)* ; 

und  nach  derselben  Abhandlung  S.U.,  oder  auch  nach  dem  Obi- 
gen, ist:  \  , 

r0=  V a* sin  (n0  +  40*  +  *>*  cos (t^-fiO* , 

r,  =  V  a^sinCtio+^  +  o'cosCMo+lt)*, 

r8  =  V  aU\*{pQ+\fi*  +  b*Cü*{uf+         '  ; 

r,  =  V  a*sin(«/0  +  ^  +  6*cosK  +  {i)V  ;  :j 

U.  8.  W. 


r    — of-  |  ■  ^ — — 9w  i 
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"'  '  Kette*  ttfr  Abfct  * 

r<>-    ■  ^  ?*  ,T       ^  feLZlHjj--*)  , 

o*  - 

so  können  dfie  zur  Bestimmung  der  Halbmesser 

Qo>    Qif    Q%*   «a»  ••••  Qn 

und 

*«»   ri »   ra>  ''»—1     t.   , ,  . 

erforderlichen  Formeln  im  Zusammenhange  mit  einander  auf  fol- 
gende Art  dargestellt  werden: 


#0  =  «  Vi  —  «^COSM*5»,   ;i 

1  —  €*  COS^  +  1  > 


V-    ■    ■     .    r  \\  -U  m  ■  ■ 
l-e2cos(tto  +  2.^)», 


oa  =:  a  Y  1  -  eacos(«a+4.Jo2, 

r-  — ■ — ^  ■  u— 

r.  =  oy  l-e2co8(«o  +  5r^)», 
u.  s.  w. 

«-i  =        1  -  ««cos  (tf0 + (2»-2) 


#»         ■     • •  •  ♦ 


,-i  l-e*cos(^+(2»-l)^ 
•    =  arfl — e2  cos  («o +4n  j)*  • 


Berechnet  man  die  HCl fs wink el 


wo»    o>i>  «*8>    cö4,....  o2b 

mittelst  der  Formeln:  l-  * 
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s^^ecos^,      t  «uic^rrrefio«^^! 

#  '  • 

•lDo»t=eeo«(«0  +  2.i),  «n  o»$ = e  cos  («o  +  3 .  ; 

sin  »4= e  cos  (ti0  +  4 .  ^ ) »  sin  «s — «  «>•  («o  -F  5  •  5 )  5 

«.    8.     W.  V> 

sio  <xn*-i~  e  cos  (tio + (2n  —  2)  j) ,   sinco*,-! = e  cos  («<>  +  (2»—  1) ^ ) ; 


so  ist: 


Qo  =  a cos o>0 ,  r0=acos 


p,  =  acosco»,  r1=acosc(),; 


=  acos  w4 ,  =  a  cos  a>6 ; 

p8=acoso>6,  r3  »acoscoy;  , 

U.    S.  W. 


oB-i  =  a  cos  a>2n-£ »   r«— 1  =  a  cos  a>2n-i  * 

^i=ocos(aait;  * 


wobei  vorausgesetzt  worden  ist,  dass  die  Winkel 

•  *' 

»0»     0>1,     »2>     »8»     <Ö4>  ••••»*» 

absolut  sfimmtlich  .  Uehtf  r  ,aj*, ,90? ^tnejmen  worden  sind,  was 
offenbar  immer  v erstattet  ist. 

Wenn  man  die  Differenz  1^  —  1*0 ,  nachdem  man  sie  in  n  gleiche 
Theile  getheilt  hatte,  um  zu  ^iner  ferneren  Näherung  überzu- 
geben, in  2n  gleiche  ^cf^  tW^t*  sojlnd  die  Formeln  zur  Be- 
rechnung der  Halbmesser,  die  wir  jetzt  mit  oberen  Accenteo  ver- 
sehen wollen,  die  folgenden:  v» 

Po' = a  V  1  —  e*cos  uj*  =a  Vi  —  e*cost402, 

r0'=a\  l-e»cos(«o+l.j)a, 

0l'= a ^"l  -r^f  <Afc»4»t£p    « « 4*cos («„+ 1 . 
r, ' = a  Y  1  —  e*  cos (t<*+  3 .  y)* » 
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*  » 

V-^r^. — n  •  —  !  »•>     r  '  t!i'' 

l-e»co6(tio+5.j)*, 

^-■'=a^I-Aos(ifc+(4ii^ 
=  ay  l-eacos(«0  f  (4«  -3)  j)* 

'=o\  l~eacos(«0+(4ji~2)  jf^a\l  l-c*cis(u0+(2n-l)^)« 

*  ■  <:  ••  .  .      ;\       *  *  ■  -  ,.k  * 

l-e*co8(«„+(4n-l)|)», 
9*'    =a\  1  -  eacoS(Uo  +  4n       =a\  1  -e'cosK  +  2»  *-)*; 

.  /•       .i  r       •  ,  •«♦      :..c«  /  »'flow 

!    "  r0'-a\  1— e»cos(ife  +  l.j)V  "  ,y  -,!" 


t  ' 

- . i :  .  '   —   -   '  ,  y    •  • . •  t 


<    •  .  •» 


04  =  (>* , 


u.    s.  w. 


I 
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.    ran-i'  —  arfl  —  e2 cos (u«  J  (4»  -  1)  j)* , 

Hieraus  ergiebt  sich  der  für  diese  Rechnungen  wichtige  Umstand, 
dass  man  bei  jeder  neuen  Näherung  die  ganze  hei  der  vorher- 
gehenden Näherung  gemachte  Rechnung  wieder  benutzen  kann, 
was  natürlich  für  die  :  Abkürzung  dieser  Rechnungen^1  von  sehr 
grosser  Wichtigkeit  ist  Besonders  bemerke  man  auch,  dass 
nach  dem  Vorhergehenden  immer 

Po'  +  Qt '  +  Q%  +  Qz '  +  •  •  •  •  +  <>2n      +  Qtu  -1 '  +  Qi»' 
=  (»O  +  »*!  +  r*  +    •  •  +  r«-0  +  (fc>  +  01  -f  fe  +     . .  +  0«-l  +  Qn) 

Ist  f  '  ' ' 

Um  ein  Beispiel  zu  der  vorhergehenden  Rectification  der  Ellipse 
zu  geben,  wollen  wir 

a  =  l,   6  =  4,   e*  =  |;   log  e  =  0,9375307  —  1 

uod 

iio  =l?o,  ^  =29°,  «,^=12° 

setzen.  Nehmen  wir  nun  im  Obigen  n  =  6  an,  so  ist  t  =  2°  und 
4t  =  1°;  also: 

««  =  170. 


i  •  ■  { t 


2 

Ho  +  2^=  19«, 

■••  •  \;     -  . ;      i      w.'mvx)  - £% 

.  r  «o  +4*o  —  *L;> 


■         4  4 
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«o+  7.£ 
«o+  8.^ 


24*, 
250, 
26°, 
270,  1 


: 


«o+ll  £  = 

{ 


■  V 


+         =  29°.  / 
der  im  Obigen  entwickelten  Formeln  findet 


zuerst 


o>0  =  55°.  54'.  45",6 

»1  =  55.  27.  2,8 

=  54.  58.  9,0 

#3  es  54.  28.  •  7,2 

«4  =  53.  57.  0,3 

=  53.  24.  51,1 

«>6  =  52.  51.  42,2 

m7  =  52.  17.  36,5 

»8  =  51.  42.  36,4 

<o9  t=  51.  6.  44,5 

«,10  '=  50.  30.  3,2 

ton  ==49.  52.  84,8 

»„  =  49.  14.  21,5 

uod  hieraus  ferner: 

r0  =  0,5671140 
rt  =  0,5811483 
r,=  0,5960260 
r8  =  0,6116171 
r4  =  0,627795l 
r6  =  0,6444396 

  1  , 


nun 


I 


I''. 


i.iljj 


f.,1 


.      '<  \  I 


,  I» 


i  ^,  =  0,5604558 
Ql  =  0,5740171 
*  &  =  0,5884897 
9,  =0,6037406 
1  ?4  =  0,6196406 
q6  =  0,6360661 


3,6281401 

6)  ^ . 


9(i  =  0,6529010 
105558,=.     ,;.{,  4,2353109 

°;  0,7058852 
vi  =  '  a  {  „n  .-0,1011131 

0,6047721 
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p0    0,5604558  i         -  U 

o6*=  ^,6629010 

1.2133568        ..'  -M„. 
2)  0,1011131 

Es  ist  also: 

ro-hn-fr^ry-h^tLö  =(^6046000 

Po  +  Pi+Pa+gs  +  gi  +  gs  +  Pa     Po  +  Pc  a-r9604772i 
6  1*2      "  1 

i 

und  die  Logarithmen  dieser  Heiden  Grossen  sind  respective 

0,7815328-1  und  0,7815917— L 
Nun  ist  in  Theilen  der  Einheit  ausgedruckt: 

Ji  =  0,01746329,  ■    •  v 

log  Jf  =  0,2418773 -2, 


\ »     *   %  ■ 


!  r 


lo--'.i  =  a24]S77;j  - 2. 

•  II  >  I 

 >, 


^  =0,9999780 - 1 ,  log         ä  0,0000442 ; 


■ 


folglich : 

0,7815328  - 1     '  0,7816917-1 
0,9999780-1  0,0000442 

0,7815208-1  0,7816359 
uud  zu  diesen  beiden  Logarithmen  sind  die  Zahlen 

0,6046594  und  0,6048m 
Weil  fion  in  Theilen  de*  Einheit  ausgedfüc'kt 

ttl  — i^=a20943951 

ist,  so  sind 

,   Ö,2O943951.<WO46504        „v       „  .  !,„„ 
Und  0,20043981.0,00483», 
«4er,  wie  mm  ieioht  «mit  Hülfe  4er  .L«gatsthnieo  findet: 


■ 

a,    Ir  »J   tm  / 
*  .  »  I 


.        ' »     i  » 


0,1266396  und  0,1266760 


zwei  Gränzen,  zwischen  denen  der  elliptisch*  £<*geo  ü.^i» 
vorliegenden  Falle  liegt 
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Das  Mittel  zwischen  diesen  beiden  Gränzen  ist 

0,1206578, 
und  setzt  man  nun  näherungsweise 

Eu0,  ut  =  0,1266578, 
so  ist  der  Fehler,  welchen  man  begeht,  jedenfalls  nicht  grösser  als 

0,1-266760-  0,1266396  0,0000362 
 2  =       2  ' 

d.  i.  nicht  grösser  als 

0,0000182. 

Die  numerischen  Rechnungen,  welche  bei  dieser  Methode  der 
Berechnung  der  Längen  elliptischer  Bogen  nötbig  sind,  sind  im 
Ganzen  leicht  auszuführen,  wie  Jeder  selbst  finden  wird,  der  ein- 
mal ein  Beispiel  nach  dieser  Methode  rechnet.  Vor  der  gewöhn- 
lichen Metbode  durch  BntwkteitoBg  in  Reihen  bat  dieselbe  den 
grossen  und  wesentlichen  Vorzug,  dass  sie  bei  grossen  und  klei- 
nen Excentricitäten  ziemlich  mit"  gleicher  Leichtigkeit  anwendbar 
ist,  wogegen  die  Entwickelung  in  Reihen  nur  bei  kleinen  Excen- 
tricitäten einige  Bequemlichkeit  darbietet.  Als  den  Hauptvorzug 
meiner  obigen  Methode  vor  den  sonst  bekannten  Methoden  be- 
trachte ich  aber  die  Sicherheit,  mit  welcher  sich  bei  derselben  in 
jedem  Stadium  der  Näherung  ein  Urtheil  über  den  Grad  der  er- 
reichten Genauigkeit  oder  über  den  in  dem  erhaltenen  annähern- 
den Resultat  noch  steckenden  Fehler  fällen  lässt.  Endlich  kommt 
in  methodischer  Rücksicht  hierzu  nun  noch,  dass  die  obige  Me- 
thode in  der  That  ganz  elementar,  und,  wie  es  mir  scheint, 
völlig  geeignet  ist,  in  den  Elementar -Unterricht  über  die  Lehre 
von  den  Kegelschnitten  oder  von  den  Linien  des  zweiten  Grades 
aufgenommen  zu  werden. 

In  wie  fern  sich  von  dem  oben  ausgesprochenen'  merkwürdi- 
gen ,  in  der  Gleichung 

En.,  .,  =  <«. +  , 

wobei  n  als  in's  Unendliche  wachsend  gedacht  wird,  enthaltenen 
Satze  Anwendungen  zur  Bestimmung  der  Länge  elliptischer  Bögen 
durch  Construction  machen  lassen,  und  in  welcher  Beziehung  und 
Verbindung  zu  und  mit  der  eigentlichen  Integralrechnung  derselbe 
steht,  werde  ich  späterhin  vielleicht  in  einem  besonderen  Aufsatze  zei- 
gen. Hier  wollte  ich  nicht  über  den  Kreis  der  gewöhnlichen  Ele- 
(»ente  hinausgehen* »  <• . 

 ^  
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M  i  8  c  e  I  I  e  n, 


Eiu  neues  mathematisches  Paradoxon. 

Von  Herrn  Dr.  G.  Zehfnss,   provisorischem  Lehrer  an  der  höheren 

Gewerbeschule  zu  Darm  Stadt.  .'^ 

Will  man  sich,  die  Entstehung  einer  Linie  durch  Fortbewegung 
eioes  Punktes  klar  machen,  so  .bieten  sich  bei  näherer  Betrach- 
tung» dieser  Bewegung  folgende  zwei  Fälle  dar: 

1)  Es  ist  zwischen  den  aufeinanderfolgenden  Lagen  des  sich 
bewegenden  Punkte«  kein .  Zwischenraum.  In  diesem  Falle  wfirdß* 
da  jedes  Element  der  Linie  =0  wäre,  und  aus  noch  so  vielen, 
selbst  unendlich  vielen  wirklichen  Nullen  (welche  man  von  un- 
endlich kleinen  Grössen  wohl  zu  unterscheiden  hat)  keine  endliche 
Grösse  zusammengesetzt  werden  kann,  überhaupt  gar  keine,  Linie 
entstehen  können.  > 

2)  Es  ist  zwischen  den  aufeinanderfolgenden  Lagen  des  «ich 
bewegenden  Punktes  ein  Zwischenraum.  In  diesem  Falle  wäre 
keine  stetige  Bewegung,  welche  doch  stillschweigend  vorausge- 
setzt wird,  vorbanden. 

Es  bietet  sich  also  hier  ein  wirkliebes  Paradoxon  dar,  weil 
beide  Fälle,  die  einzig  möglichen,  auf  Widerspreche  führen.  Die 
Auflösung  desselben  werde  ich  später  in  einem  besonderen  phi- 
losophischen Artikel  zeigen.    •  •> 


,  •    I  •  .       t  ..  f     ..   :   ..  . 

Sehr  einfache  Bestimmung  eines  bekannten  Integrals. 
Von  Herrn  Friedrich  Gaue«,  Kandidaten  der  Mathem.  zu  Greifswald. 
Das  Integral'  \  »•"•  - «- 

V^o  +  bx  +  cx*' 
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* 

Bei  der  Betrachtung  des  Fans,  wenn  Äa»>6* ist,  auf  S.  &;; 

ist  nämlich  stillschweigend  angenommen  oder  vorausgesetzt  wor- 
den, dass,  so'  wie  a,  welches  in  diesem  Falle  nothwendig  posi- 
tiv sein  muss,  auch  6  positiv  sei.  Dies  erhellet  daraus,  weil  auf 
derselben  Seite  weitet' unten  '  '   \  , 

gesetzt  worden  ist,  welches  nur  unter  Voraussetzung  eines  posi- 
tiven b  zulässig  ist ,  da  man  ja  naturlich ,  weil  a  jedenfalls  noth- 
wendig positiv  sein  muss,  fu'r  ein  negatives  6  keineswegs-  ;  :  ' 


'  r   -  :  ' 

2of  «      v  4«3 


setzen  darf. 

Daher  gilt  auch  auf  tS,  7.  die  Behauptung:  , 

_       4  i 
„3.   Wenn  ^a8>6s  ist,  so  hat  die  gegebene  Gleichung 

drei  sämmtlich  unter  einander  ungleiche  reelle  Wurzeln, 
zwei  negative  und  eine  positive."  ;    ,>  / 

natürlich  nur  unter  Voraussetzung  eines  positiven  6,  was  a.  a.  0. 
zu  bemerken  unterlassen  worden  ist  ., 

Wenn  man  aber  in  der  in  jenem  Aufsatze  betrachteten  Gleichung 

x*  =  ax  \  b 

\   i  •       ■  ' 
die  Grösse  ar=  — (— setzt,  so  geht  diese  Gleichung  offenbar  in 

( — x)*  =  a(—  a-)  —  o      j.     m     u  - 

über,  woraus  also  erbellet,  dass  die  Gleichungen 

x*  =  ax  +  6  und  ar5  =  cur  —  6 

jederzeit  absolut  gleiche,  rucksichtlich  der  Zeichen  aber  entgegen- 
gesetzte Wurzeln  haben. 

1  Mari  würde  also  auf  S.7.  hoch  hinzuzusetzen  oder  kuf: bemer- 
ken: naiven,  '  -  »  :  " 

■"'"hti"'  ;,dass,  wenn  ±4*  >  .6»1  und  b  negativ^ ist,1  !n%  togeWh^ 

I- .!,  n  /  Glei^hwag  dr^i  sämm^wb  unter  ein^p^r.ungleieh^  ^eUft. 

Wurzeln,  !*wri  prti*iHvfc;.u^^^^  ...lrffib 
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Um  allen  möglichen  Missverständnissert  vorzubeugen,  habt» 
ich  dies  hier  bemerkt,  wenn  auch  der  in  Rede  stehende  Aufsatz 
schon  vor  einer  ziemlichen  Reihe  von  Jahren  erschienen  ist,  in- 
dem ich  aber ,  wie  schon  oben  erinnert,  die  darin  vorgetragene 
Methode  immer  noch  der  Berücksichtigung  nicht  ganz  unwenUl 
halte.  G. 


Ich  bin  einigemal  brieflich  aufgefordert  worden,  eine  recht 
deutliche  Erläuterung  der  Einrichtung  der  Gauss 'sehen  Talein 
zur  Berechnung  der  Logarithmen  der  Summe  oder  Differenz  zweier 
Zahlen  zu  geben*»  die. nicht  selbst,  sondern  nur  durch  ihre  Loga- 
rithmen gegeben  sind,  und  habe  solchen  Aufforderungen  auch 
einigemal  brieflich  entsprochen.  Um  indess  dergleichen  Aufforde- 
rungen ein  für  alle  Mal  zu  geniigen,  möge  die  nachstehende  Er- 
läuterung der  an  sich  zwar  ganz  einfachen  Sache,  die  mir  aber 
doch  nicht  überall  mit  der  gehörigen  Deutlichkeit,  Strenge  und 
Allgemeinheit  gegeben  zu  werden  scheint,  aus  welchem  Umstände 
wohl  auch  die  erwähnten  Aufforderungen  hauptsächlich  hervorge- 
gangen sind,  hier  folgen. 

«  - 

Wenn  x  und  y  zwei  beliebige  positive  Zahlen  bezeichnen  und 
die  Basis  des  logarithmischen  Systems  6  genannt  wird,  so  ist, 
vorausgesetzt;  dass  im  Falle  der  Subtraction  y  die  kleinere  der 
beiden  Zahlen  x  und  y  ist: 

i  .....  •   ;  .  ..  • 

x  —  blo*x,   y  —  bt°&yy   x  £  y  =  bl°* (* Jts) ; 

also: 

Bringt  man  diese  Gleichung  auf  die  Form 

>  -  ■ 

htogy 

und  nimmt  auf  beiden  Seiten  die  Logarithmen,  so  erhält  man, 
weil  log6  =  l  ist,  die  Gleichung: 

logOr ±y)  =  log*  +  log 6*»** , 

oder 

\og(x±y)z=:\ogx  +  log|  1  +  (f)**'*  ~  l0'*i; 


und  weil  nun,  wenn  wir  Überhaupt  die  Zahl,  deren  Logarithmus 
1  heil  XXX.  16 
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dteSröase  JKist,  durch  Nnmlog  X  *),  eigentlich  dureh  Nömlog(=A), 
bezeichnen,  '  ' 

btogn-hg*  =  Num  lag  (log log«) 

I*.  so  ist:      '  '  1 

log(*+y)  =  log:r  +  logt  1  ±  Numlogflogy  -log*)}. 

Ferner  ist  nach  dem  Obigen  auch: 

also,  wenn  man  wieder  auf  beiden  Seiten  die  Logarithmen  nimmt: 
log(*±2f>  ~  logy  +  log(6^*7/#"±l) 

oder 

\og(x±y)  =  logy  +  log  {Num  log(|og:r  —  logy)  ±  1}. 

WVr  wollen  nun,  die  Differenz  log*  —  logy  jetzt  immer  posi- 
tiv annehmend, 

A  m  log«  —  logy, 

B  =  log(l  +  6*>*  =  log  { 1  +  Num  log  (logy  —  logar)}, 

!      CslogO+ftf  *-*'»)  =  log{l  +  Nuro  log(log«  —  Iog^)l 

} 

setzen. 

Da»  Argument  der  Gauss* sehen  Tafel  **)  ist  die  Grosse  A, 
und  schreitet  in  derselben  fort  von  A  —  0,000  bis  A  =  5,0.  Ffir 
diese  Argumente  enthält  die  Tafel  in  zwei  mit  B  und  C  bezeich, 
neten  Spalten,  nebst  den  nOthigen  Differenzen,  die  Werthe  der 
obigen  Grössen 

B  =  log(l  +  6'0«»-*0*x), 
C  =  log(l  +  6^*-**»). 
Die  Werthe  von  B  schreiten  abnehmend  fort  von 

'  1  •  x 

*)  Man  denke  an  die  in  der  Analyaii  allgemein  gebräuchlichen  Be- 
zeichnungen Arc.inx,  ArctangX,  u.  ■.  w» 

••)  Ich  lege  absichtlich  xii  Gründe:  Lo  gar  ith  in  U  ch- trigono- 
metrische« Handbu^H  Herausgegeben  von  H.  G.  Köhler. 
Fünfte  reTidlrte  Stare • ty p-A u«gabe.  Leipzig  bei  Tauch- 
nitz.  1857.,  worin  «ich  S.  207.  bi«  S.  221.  die  Ganat'tche  Tafel  io 
ihrer  «repruagWehen  GeetoU  befindet. 
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B=  0,30103  bis  B  = 


die  Werthe  von  C  gehen  wachsend  von 

C  =  0,30103  bis  C  =  5,< 

4 

so  dass  also  0,30103,  nämlich  log 2,  in  der  Tafel  für  B  d\* 
grüsste,  in  der  Tafel  für  C  die  kleinste  Zahl  ist. 

Nach  den  oben  bewiesenen  Formeln  ist,  was  zuerst  den 
Logarithmus  der  Summe  betrifft, 

log(a?  +  y)  =  log#  +  B  und  log(:r  +  y)  =  logy  +  C, 

woraus  sich  zwei  Methoden  zur  Berechnung  von  Jog  (x  +  y)  mit 
telst  der  Tafeln  ergeben,  wenn  bloss  log.r  und  logy,  nicht  x  und 
y  selbst,  gegeben  ist.   Durch  Subtraction  der  gegebenen  Loga- 
rithmen berechne  man,  unter  der  Voraussetzung,  dass  log 3;  gros- 
ser «4s  logy  fei,  da*  Argument  <  i 

A  =  log:r  — logy, 

gehe  mit  demselben  In  die  erste  mit  A.  bezeichnete  Spalte  der 
Tafel  ein,  und  nehme  aus  der  zweiten  und  dritten  mit  B  und  C 
bezeichneten  Spalte  derselben  die  dem  in  Rede  stehenden '  Argu- 
ment A  entsprechenden  Werthe  von  B  und  C ;  dann  findet  man 
log(a:-f  y)  leicht  mittelst  einer  der  beiden  obigen  Formeln,  näm- 
lich mittelst  einer  der  beiden  Formeln; 

.  •  » 
log  (x  +  y)  =  log  x  -f  B ,   log (x  *  y)  =  logy  +  C. 

Was  ferner  den  Logarithmus  der  Differenz  betrifft,  so  hat 
man  in  dieser  Beziehung  zuerst  Folgendes  z«  merken. 

Weil  nach  der  Theorie  der  Logarithmen  ■  \  v     r  .  ,-. 

■ 

ist,  so  ist  in  den  obigen  Bezeichnungen: 


'1: 


1+6-A  =  6B,    1+6*  =  6C; 


und  folglich,  wenn  man  multiplicirt :    \  » 
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Nach  dem  Obigeil  Ist  tmo; 


log(ar-3r)»log*+latf(I-A  A), 

log  {x  —  y)  =  logy  -f  log(6A  —  1) ; 
den  vorhergebenden  Formeln  auch: 

log(ar— y)  =  logar  +  log  (2— 6B), 


oder 


; 


log(^~y)  =  logy  +  log(6c-2) 


log(i— y)  =  logar  +  log(ftfeff*— 6B), 
log(or— jy)     logy  +  log(6C  — 


Bei  dem  Gebrauche  der  Tafeln  sind  nun  die  zwei  folgenden 
Fülle  zu  unterscheiden. 

I.   log,*— logy ^0,30103,  d.i.  logar -logyylog2. 

.     .,.      •    i„  i 

In  diesem  Falle  suche  man  die  Differenz  logar  — logy  in  der 
dritten  Spalte  für  C  auf,  deren  kleinste  Zahl  nach  dem  Obigen 
0,30103  ist,  und  nehme  aus  der  ersten  und  zweiten  Spalte  das 
entsprechende  A  und  B.  Dann  hat  man  nach  dem  Vorhergehen- 
den die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

&A  =  6A>*         —  1,  , 

:  .!  .   \  -  1      .  <  • 

(6B — 1)  (6'°**       —  1)  =5 1. 
Aus  der  zweiten  dieser  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  leicht: 

frlogs-logy  — 


alao 


und  folglich : 


<  • 


Daher  haben  wir  die  beiden  folgenden  Ausdrücke : 

i       — H 

1 — blogy-logx  —  f)  } 
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also: 

log       *  -  l0*y  —  1)  =  A ; 

und  weil  Duo  nach  dem  Obigen 

log(a:-y)  =  log*  +  log(l  —  6Aw***) , 

Iog(a?-y)  =  logy+log(6*v'-*f»— 1) 

ist,  so  wird  log(ar— y)  mittelst  eines  der  beiden  folgenden  Aus- 
drucke leicht  berechnet: 

log  (x  —  y )  =  log  x  —  B ,   log  (x — =  log  y  +  A. 

.  •  i     V      «  ,•  ■ 

.  .  ' .  X "        I  .  ',  » 

II.   logar-logy  =0,30103,  d.  i.  log*— logy=log2. 

'  Iii  diesem  Falle  suche,  man  die  Differenz  log 4?  —  logy  in  der 
zweiten  Spalte  ftir  ß  auf,  deren  gross te  Zahl  nach  dem  Obigen 
0,30103  ist,  und  nehme  aus  der  ersten  und  dritten  Spalte  das 
entsprechende  A  und  C.  Dann  hat  man  nach  dem  Vorhergehen* 
den  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 


(ftio« *-«•«»  —  !)  (öv  —  1)  =  I. 


Aus  der  zweiten  dieser  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  leicht: 


1  o° 


also 


und  folglich: 


6"-I 


»  •  .  .      •  •  •  «'".  -  i 

blogy-logx  —  ]  _  ^-C) 


Dajier  haben  wir  die  beiden  folgenden  Ausdrücke: 

1—  0**y-A**  =  6~C',  : 


also :  |  .  m      ..      i  •  i  •■    .      i f-.it»  v>i> 

■ 

lög^l —  6,»*»~to«* )  =  C,  '         :      --   •'■i<'i. >_■,:; 

4 

log(6^*-^»~l)  =  -A; 
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und  weil  nun  oacb  dem  Obigen 

,  log  (x~y)  =  log*  +  log(l  -  6***-'»*  *) , 

logOr-jO  ==logy  +  log(6to*»-^sr-l) 

ist,  so  wird  log(*— y)  mittelst  eines  der  neiden  folgenden  Aus- 
drücke leicht  ge&inden :         * , 

log  (a?-^)  s=s  log«— C,   log(j?— y)  =  logy  — A. 

Dies  dient  zur  vollständigen  Erläuterung  der  Einrichtung  und 
des  Gebrauchs  der  Gauss' sehen  Tafeln  in  ihrer  ursprünglichen  Form. 

Eine  andere  Einrichtung  ist  der  Tafel  gegeben  in:  Voll- 
ständige logarithmische  und  trigonometrische  Tafeln 
von  E.  F.  August.  Berlin.  1846.,  welche  allgemeiner  gekannt 
zu  sein  verdient,  als  suj  zu  sein  scheint. 

Dieser  Einrichtung  liegen  die  beiden  aus  dem  Obigen  bekann« 
ten  Formeln  ,  , 

Ibg(jr-y)  =  logy +log(^V*-'w  _  i) 

zu  Grunde,  wo  es  in  der  ersten  Gleichung  ganz  gleichgültig  ist, 
welche  der  beiden  Zahlen  x,  y  die  grössere  und  welche  die  klei- 
nere ist,  in  der  zweiten  Gleichung  aber  y  als  die  kleinere  der 
beiden  Zahlen  x%  y  angenommen  wird.  Als  Argument  ist  in  der 
Tafel  die  Grösse 

A  =  log*— logy 

angenommen,  welches  nun  aber  nicht,  wie  in  der  ursprünglichen 
Gau ss 'sehen  Tafel  stets  positiv  ist,  sondern  positiv  und  nega- 
tiv sein  kann,  und  nach  einer  der  Einrichtung  der  gewöhnlichen 
Logarithmentafeln  ganz  conformen,  daher  durch  sich  selbst  leicht 
verständlichen  Einrichtung  von  A= — 4,0  bis  A=-f  5,0  fortschrei- 
tet.  Für  diese  Argumente  sind  in  der  Tafel  die  Werthe  der  Grosse 

log(6k**-'w-f-l)  oder  log(l 

berechnet.  Für  positive  Argumente  sind  die  Zahlen  dieser  Tafel 
offenbar  einerlei  mit  den  Zahlen 

C  =  log(l  +  6W*-**J0 

der  dritten  Spalte  der  ursprünglichen  Gauss* sehen  Tafel.  Für 
negative  Argumente  jsind  die  Zahlen  einerlei  mit  den  Zahlen 

/  B=lef (1  + 
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oder 

B  =  log(l  +  6-(W*-fcf»)) 

der  zweiten  Spalte  der  ursprünglichen  Gauss' sehen  Tafel,  wie 
augenblicklich  erhellen  wird,  wenn  man  nnr  überlegt,  dass  die 
Ganss'sche  Tafel  das  ste'ts  positive  Argument  logar— logy 
bat  Die  August* sehe  Tafel  korinte  daher  aus  der  Gauss- 
schen  Tafel,  bei  verschiedener  Anordnung  der  Zahlen,  unmittel- 
bar abgeschrieben  werden.  Der  Gebrauch  dieser  Tafel  ist  ouo 
aber  folgender,  wobei  wir  jetzt  die  den  positiven  oder  negativen 
Argumenten 

A  =s  \ogx  —  logy 


■  •  11«» 


entsprechenden  Zahlen  der  Tafel  durch  B  bezeichnen  wollen,  wo 
also 

B  =  log(6to**-  tofy  -f  1) 

ist.  -v.  f; 

Um  \og(x  +  y)  zu  finden,  berechne  man  durch  einfache  Sub- 
traction  der  gegebenen  Logarithmen  loga:  und  logy,  abgesehen 
davon,  welcher  der  grössere  oder  der  kleinere  Ist,  das  Argument 

A  =  logar— logy, 

*  ■ 

und  nehmi  das  dazu  geborende  B  aus  der  Tafel.  Weil  nun  nach 
dem  Obigen 

ist,  so  ist 

log(*  +  y)  =  fogy+B, 

'  *  ♦ 

mittelst  welcher  Formel  der  gesuchte  Logarithmus  der  »Summe 
durch  eine  blosse  Addition  leicht  gefunden  wird. 


ümvlog(#  —  y)  zu  finden,  wobei  y  (deiner  als  x  vorausgesetzt 
wird,  berechne  man  die  Differenz  logj?  —  log 3/,  suche  dieselbe 
unter  den  Zahlen  ß  der  Tafel  auf,  und  nehme  aus  derselben  das 
entsprechende  positive  oder  negative  A.  Weil  nun  allgemein 
nach  dem  Obigen  #  * 

5  ..  .. 

B  =  log<6A  +  l),  .,. 

altio  .etat 

,  log*-logy  =  !og(6*-f-l) 

ist,  so  ist 

■   "        «  p        '  .  ,  y 


•11  •■  1 
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t 

und  folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  Logarithmen  nimmt: 

'  A  =  log  —1)1 
Nach  dem  Obigen  ist  aber 

.j  log(*  —  y)  =  logy  +  log(^*-^»-I),  .  ..." 

folglich 

log  log  y  +  A, 

mittelst  welcher  Formel  log(# —  y)  sehr  leicht  gefunden  wird,  in- 
dem nur  A  immer  gehurig  mit  seinem  durch  die  Tafel  gegebenen 
Vorzeichen  Jn  Rechnung  gebracht  wird. 

Ich  stehe  nicht  an ,  zu  bemerken ,  dass  es  mir  selbst  am 
zweckmässigsten  scheinen  möchte,  für  das  stets  positive  Argument 
A  =  loga?— logy  eine  Tafel  für  ß  5=  log  (6'°«*-^  +  1)  und  eine 
zweite  Tafel  für  C  =  log(6*»f  *-*f*  —  1)  neu  zu  berechnen.  Dann 
wäre,  weil  nach  dem  Obigen 

m    '  ......  ti 

log(*  +  y)=logy  +log(6*f*-*fSf  +  l)f 
log  (x— y)  =  logy  +  log  (b*e*  -  log y_  1) 

ist, 

l°g     +#)  =  'ogy  +  B,    log  (x  -  y)  =  logy  +  0^ 

« .« *  •  •  •  • 

wo  immer  #  als  die  kleinere  der  beiden  Zahlen  x,  y  angenommen 
wird.  In  diese  Tafel  würde  man  immer  mit  dem  positiven  Argu- 
ment A  =  logar  —  logy  eingehen,  und  unmittelbar  aus  der  Tafel 
das  entsprechende  B  oder  C  entnehmen,  jenachdem  es  sich  um 
die  Berechnung  von  log(;r-fy)  oder  log(#  —  y)  handelte,  welche 
Logarithmen  dann  leicht  mittelst  der  obigen  Formeln  gefunden 
würden.  Eine  solche  Tafel  würde  nach  meiner  Meinung  die  durch 
dieselben  dargebotenen  Vortheile  sehr  erhöhen,  da  doch  immer 
der  umgekehrte  Gebrauch  der  jetzigen  Tafeln  manche  JNachrheile 
mit  sich  führt.  Man  hat  ja  bekanntlich  aus  diesem  Grunde  jetzt 
auch  schon  den  Gebrauch  der  gewöhnlichen  Logarithmen  durch 
die  Berechnung  sogenannter  Anti- Logarithmen  zu  erhöhen  gesucht 

Wie  die  verdienstliche  Zech 'sehe  Tafel  eingerichtet  ist,  kann 
ich  jetzt  nicht  mit  Bestimmtheit  sagen,  da  mir  dieselbe  gerade 
nicht  zur  Hand  ist.  Auch  werden  von  Lehrern  auf  Schulen  wohl 
nur  die  Köhler'schen  oder  August'schen  Tafeln  gebraucht  wer- 
den, und  dem  Schulunterrichte  zu  dienen,  war  der  Hauptzweck 
der  obigen  Erläuterungen;  die  trefflichen  Bremik er' sehen  Tafeln 
enthalten  die  G ausstehen  Logarithmen  nicht. :*  G. 
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■  >t:  .  Arithmetik. 

Mathematische  Mitth eilungen  von  Dr.  J.  L.  Raabe, 
Professor  (zu  Zürich).  Erstes  Heft.  Zürich.  Meyer 
$  Zeller.   1857.  8. 

Der  Inhalt  dieser  Mittheilungen  ist  folgender:  I.  Deutung 
bestimmter  einfacher  Integrale  mit  complexen  Inte- 
grationsgrenzen. —  II.  Zur  algebraischen  Analysis. 
(Eigentümliche  Beweise  der  gewöhnlichen  analytischen  Reihen, 
gegen  die"  wir  freilich  verschiedene  Einwendungen  zu  machen 
haben  würden,  wenn  dies  hier  ohne  grossere  Ausführlichkeit  in 
zweckmässiger  und  wissenschaftlich  erschöpfender  Weise  geschehen 
könnte.)  —  Iii.  Neue  Anwendungen  der  Jakob  Bernoul* 
li'schen  Zahlen,  wie  der  nach  demselben  Autor  be- 
nannten Function.  A.  Ueber  die  Form  der  linearen  Differen- 
tialgleichung zweier  Variabein  fiter  Ordnung,  bei  der  eine  partikuläre 
Integral -Auflösung  zugleich  den  integrirenden  Factor ''derselben, 
der  lediglich  Function  der  absoluten  Variabein  ist,  vorstellt. 
B.  Ueber  die  Darstellung  des  Ergänzungsgliedes  bei  der  nähe- 
rungsweisen  Berechnung  eines  bestimmten  Integrals  nach  der 
Methode  der  Quadraturen.  —  IV.   Werthung  des  bestimmten  In- 

'tegrals  J*    a+-*e**  e^tix.  —  V.   Zur  cubischen  Gleichung.  — 

Dass  den  Lesern  hier  meistens  Interessantes  und  Lehrreiches 
geboten  wird,  wenn  man  auch  mit  dem  Herrn  Verfasser  nicht 
fiberall  einerlei .  Meinung  sein  kann,  dafür  leistet  dessen  Name 
hinreichend  Bürgschaft.  , 


Thl.XXX.  Hfl.  2. 


Digitized  by  Google 


«2 


Uter arischer  Bericht  CXV/tf. 


Geometrie  und  Trigonometrie. 

Lehrbuch  der  elementaren  Planimetrie  von  Dr. 
B.  Feaux,  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Paderborn. 
Paderborn.   Schöningb.    1857.  8°. 

Ebene  Trigonometrie  und  elementare  Stereometrie 
von  Dr.  B.  Fäaux,  n.  s.  w.  Paderborn.  Schöningh.  1857.  8°. 

Begreiflicher  Weise  sind  wir  bei  der  Fluth  mathematischer 
Elementar- Lehrbücher,  mit  welcher  namentlich  seit  einiger  Zeit 
der  Büchermarkt  uberschwemmt  wird,  ganz  ausser  Stande»  diese 
Bücher  alle  im  Archiv  anzuzeigen  oder  gar  dieselben  genauer  zu 
charakterisiren.  Sowohl  durch  Deutlichkeit,  Zweckmässigkeit  und 
angemessene  Strenge  der  Darstellung,  selbst,  wie  es  uns  scheint, 
durch  mauche  eigene  Bemerkungen,  zeichnen  sich  aber  die  obi- 
gen Büchelchen  nach  unserer  Meinung  vortbeilhaft  aus,  und  wei- 
sen viir  daber  auf  dieselben  hin,  wie  wir  dies  von  jetzt  an  in 
ähnlichen  Fällen  Öfter  thun  werden,  aber  freilich  immer  nur  ganz 
im  Allgemeinen,  da  zu  ausführlichen!  Bemerkungen  bei  solchen 
Büchern  uns  ganz  der  Raum  fehlt.  Mögen  pädagogische  Zeit- 
schriften sich  deren  ausführlicherer  Besprechung  unterziehen. 


Mechanik. 

Ön  equally  attracting  bodies  ßy  Dr.  T.  A.  Hirst. 
With  a  Plate.  (From  the  Philoso phical  Magazine  for 
May  1857.)   London  1857.  8. 

Diese  in  vieler  Rücksicht  interessante  Abhandlung,  auf  die 
wir  die  Aufmerksamkeit  unserer  Leser  zu  lenken  für  unsere  Pflicht 
haUuu,  soll  aus  den  drei  folgenden  Theilen  bestehen: 

I.  Equally  attracting  curves; 

II.  Equally  attracting  surfaces; 
III.   Equally  attracting  solids. 

Die  erste  Abtheilung  über,  einen  Punkt  auf  gleiche  Weist  an-  » 
ziehende  Curven  liegt  uns  jetzt  vor.   Das  Problem,  mit  dessen 
Lösung  der  Herr  Verfasser  sich  beschäftigt,  ist  folgendes  : 

Man  soll  alle  die  Curven  finden,  deren  Elemente 
einen  gegebenen  Punkt,  den  Pol,  auf  dieselbe  Art  an- 
ziehen wie  die  correspoitdirenden  Elemente  einer  ge- 
gebenen Curve. 
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Polare  Coordinaten  werden  zu  Grande  gelegt.  Der  angezo- 
gene Punkt  wird  als  Pol  angenommen.  Alle  anf  demselben  Radius 
vector  liegende  Punkte  der  beiden  Curven  werden  correspon- 
dirende  Punkte  genannt.  Die  zwischen  denselben  zwei  Vec-' 
toren  liegenden  ßogen  der  beiden  Curven  heissen  correspoirdi- 
rende  Bogen  oder  Elemente;  correspondirende  Elemente» 
unbestimmt  verlängert  gedacht,  heissen  correspondirende  Tan- 
genten. 

Die  Gleichung  der  gegebenen  Curve  sei 

r  =  /I*); 

dann  ist  die  Anziehung  eines  Elements  derselben  auf  den  Pol 
proportional  der  Grösse 


wenn  der  Kürze  wegen 


du  _      _l  dr 


gesetzt  wird.  Bezeichnen  wir  das  von  dem  Pol  auf  die  Tangente 
geföllte  Perpendikel  durch  p,  so  ist  bekanntlich 

p:r  =  rdB:Bs, 

also 

dB  Bs 
p  ~  r«  ' 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 


de 

p 

*  ■> 

Ist  nun 

r,  =/J(«) 

de 

die  Gleichung  einer  anderen  Curve,  so  ist  —  die  Anziehung  des 

•  «errespondireaden  Elements,  und  mau  kmua  oun  leicht  scbüessen, 
das«  die  correspondiren  de  n  Elemente  zweier  oier 
mehrerer  Curven,  und  also  au  et  die  Curven  selbst,  de« 
Pol  auf  gleiche  Weise  anziehen,  wenn  ihre  correepon» 
direnden  Tangenten  gleich  weit  vom  Pole  entfernt  sind. 

Nach  dem  Obigen  ist  also  die  Bedingutigsgleicbung,  dass  die 
correspondirenden  Elemente  der  beiden  Curven 


■ 

* 

■ 
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den  Pol  auf  gleiche  Weise  anziehen,  die  Differehtialgleicbunfr 

welche  für  alle  Werthe  von  &  erfüllt  sein  muss.  Diese  Gleichung 
kann  man  auf  folgende  Art  ausdrücken: 

  ' ".  i  '<■  .         ,     ,  , 

w  f  V  «  — «1 

 •  - —  1  • 

«  +  tt-tt! 

oder,  wenn  wir 

<2v=u  +  «! ,   2»!  =  »— % 
setzen,  auf  folgende  Art: 

Diese  Gleichung  ist  aber,  wenn  F($)  eine  beliebige  Function  von 
6  bezeichnet,  erfüllt,  wenn 

ist.  Integriren  wir  diese  Gleichungen  und  fuhren  zwei  willköhr- 
liche  Constanteu  e  und  Cj  ein,  so  erhalten  wir: 


woraus  sich  durch  Addition  und  Subtraction  die  beiden  folgenden 
Gleichungen  zweier  Curven  ergeben,  welche  den  Pol  auf  gleiche 
Weise  anziehen: 

i  fde 
ut  =  -  =cef^dd  -  exPJ  W). 

Der  Raum  gestattet  uns  leider  hier  nicht,  dem  Herrn  Verfasser 
in  seinen  interessanten  Betrachtungen,  namentlich  der  Anwendung 
dieser  allgemeinen  Gleichungen  auf  specielle  Fälle,  weiter  zu  folgen; 
die  obigen  Mittheilungen  werden  aber  schon  hinreichen,  unsere  Leser 
auf  den  interessanten  Inhalt  der  vorliegenden  Abhandlung  auf- 
merksam feu  machen  und  ihnen  dieselbe  zu  sorgfältigster  Beach- 
tung recht  sehr  'zu  empfehlen.  ' 

Wir  wünschen  sehr,  dass  der  geehrte  Herr  Verfasser  recht 
bald  die,  Flächen  und  Körper  in  ähnlicher  Weise  behandelnden 
Fortsetzungen  der  hier  besprochenen  verdienstlichen  Abhandlung 


i 
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veröffentlichen  möge;  uns  hat  er  durch  dieselbe  eine  sehr  inter- 
lte  Lectflre  gewährt*).  !><: 


Vermischte  Schriften- 

Mathematisches  Ton  Johann  Rogner.  (Aus  dem 
Jahresberichte  der  st.  st.  Ober- Realschule  in  Gratz 
für  das  Studienjahr  1857  besonders  abgedruckt.) 

•  « 

Die  in  dieser  Schrift  roitgeth eilten  Untersuchungen  haben,  wie 
es  bei  solchen  Schulschriften  ganz  recht  ist,  neben  ihrem  wissen- 
schaftlichen Werthe  an  sich,  hauptsächlich  auch  das  Bedürfnis* 
der  Schüler  im  Auge  und  gehen  nicht,  oder  wenigstens  nicht 
viel,  über  deren  Gesichtskreis  hinaus,  indem  sie  vorzugsweise 
den  Zweck  haben ,  dieselben  in  einzelnen  Partieen  der  Elementar- 
mathematik etwas  weiter  zu  führen,  als  es  in  den  eigentlichen 
Lehrstunden  möglich  ist,  oder  ihnen  Gelegenheit  zu  eigenen 
Uebungen  zu  geben,  was  Alles  natürlich  nicht  bloss  dem  mathe- 
matischen Unterrichte  auf  der  besondern  Lehranstalt,  dnrch 
welche  die  Schrift  in's  Leben  gerufen  ist,  sondern  überhaupt  dem 
mathematischen  Unterrichte  auf  allen  auf  gleicher  Stufe  stehen- 
den Unterricbtsanstalten  forderlich  ist,  und  den  letzteren  zu  Gute 
kommt,  weshalb  wir  auch  diese  Schrift  zu  allgemeinerer  Beach- 
tung gern  empfehlen  und  ihren  Inhalt  im  Folgenden  etwas  genauer 
angeben  werden,  woraus  zugleich  erhellen  wird,  dass  dieselbe 
auch  an  sich  nicht  ohne  wissenschaftlichen  Werth  ist. 

A.  Uebungen  in.  der  Analysis  für  Schüler  am 
Schlüsse  des  Studienjahres. 

Diese  Uebungen  betreffen  die  folgende  ,  1 

Aufgabe. 

Ein  Kapital  K  liege  zu  P  Procenten  an,  wie  gross  wird  das- 
selbe nach  n  Jahren  geworden  sein,  wenn 

a)  nach  dieser  Zeit  die  einfachen  Zinsen  hinzugeschlagen  werden; 

b)  wenn  nach  jedem  Jahre  die  Zinsen  zum  Kapitale  geschla- 
gen und  mit  diesem  verzinst  werden; 

1 

c)  wenn  nach  jedem  kleinen  Zeiträume  von  -  Jahren,  wobei 

v 

»>J  ist,  die  Interessen  zum  Kapitale  geschlagen  werden; 


*)  Diese  Schrift  hätte  immerhin  anch  anter  die  Rubrik  Geometrie 
gebracht  werden  können;  denn  ihr  Inhalt  ist  vorzugsweise  geometrisch. 
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d)  wenn  nach  jedem  Augenblicke  die  Interessen  »am  Kapitale 
gelegt  werden,  und  sonach  die  Kapita  Ii  sation  mit  Zinses- 
zinsen  jeden  Augenblick  vor  sich  geht? 

Wissenschaftlich  ist  der  letzte  Tbeil  dieser  Aufgabe  naturlich 
von  dem  meisten  Interesse.  In  lehrreicher  Weise  hat  der  Herr 
Verfasser  diese  Partie  der  Aufgabe  auf  doppelte  Art  mittelst  der 
Binomialrethe  und  der  Reihe  für  e*,  die  wohl  auch  auf  Schulen 
tbeilweise  als  bekannt  vorausgesetzt  werden  können,  und  mittelst 
der  Differential-  und  Integralrechnung  behandelt,  wobei  er  in  bei- 
den Fällen  zu  demselben  Resultate  gelangt. 

•  »  ♦ 

B.  Beweise  zu  vier  von  Dr.  Iii  II  enttial,  Director 
des  Progymnasiums  zu  Ä5«sel,  bekannt  gemachten 
Sätzen  über  das  rechtwinklige  Dreieck.' 

*        ■  i  *  *  * 

Der  Herr  Verfasser  liefert  hier  eine  recht  verdienstliche  neue 
Behandlung  der  vier  Sätze  von  dem  rechtwinkligen  Dreieck,  die 
Herr  Director  Lilienthal  in  Rossel  schon  in  dem  Archiv. 
Tbl.  XXI.  S.  99.  einer  ausführlichen  Untersuchung  unterworfen 
:hat,  nachdem  >br  dieselben  bereits  unter  den  im  Programm  des 
Gymnasiums  zu  Braunsberg  von  1845  gelieferten  vier. und  fünf- 
zig Aufgaben  unter  Nr.  16,  J7,  47,  48  mitgetheilt  hatte.  Dieselben 
sind  besonders  bemerkenswert!! ,  weil  sie  auf  Gleichungen  ,des 
'dritten  und  vierten  Grades  führen  und  daher  eine  besondere  Be- 
handlung erfordern.  Wir  machen  auf  die  m  {lern  'vorliegenden 
Programm  gegebene  Untersuchung  des  Herrn  Prof.  Rogner  be- 
sonders aufmerksam. 

■  ♦ 

0.  Historische  Skizze  vom  Kreise  als  Curve  von 
der  Eigenschaft,  dass  der  Quotient  der  Entfernungen 
eines  jeden  ihrer  Punkte  von  zwei  gegebeneu  Punk- 
ten eine  censtante  gegebene  Grösse  sei. 

Dieser  Abschnitt  des  verdienstlichen  Programms  ist  uns  wegen 
der  darin  enthaltenen ,  mit  grosser  Sorgfalt  und  Umsicht  und  gros- 
ser Vollständigkeit  Gesammelten  historischen  Notizen  über  den 
fraglichen  Gegenstand  sowohl  Oberhaupt,  als  auch  namentlich  des- 
halb sehr  interessant  gewesen,  weil  wir  selbst  diesem  Gegenstande 
gelegentlich  im  Archiv.  Tbl.  XXV.  S.  231.  unsere  Aufmerksam- 
keit gewidmet  haben,  was  auch  der  geehrte  Herr  Verfasser  kei- 
neswegs zu  bemerken  und  besonders  zu  beachten  unterlassen  hat. 
Wir,  und  gewiss*  viele  Leser  des  Archivs  mit  uns,  halten  uns 
daher  dem  Herrn  Verfasser  fiir  seine  in  der  vorliegenden  Schrift 
gegebenen  sorgfältigen  historischen  Untersuchungen  zu  ganz  be- 
sonderem Danke  verpflichtet,  und  haben  daraus  Wiederholt  gesehen, 
wie  oft  auch  in  der  Mathematik  der  Ausspruch  sich  bewährt: 
„dass  nichts  Neues  unter  der  Sonne  sei."  Da  jedoch  in 
der  Mathematik  so  viel  auf  die  Behandlung  eines  Gegenstandes 
selbst  ankommt,  weit  man  zu  demselben  Resultate  oft  auf  vielen 
sehr  verschiedenen  Wegen  gelangen  kann,  so  trägt  in  dieser  Be- 
ziehung eine  mathematische  Untersuchung  doch  oft  ein  besonderes 
Verdienst  in  sich,  wenn  auch  das  gewonnene  Resultat  an  sich 
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nicht  neu  sein  sollte,  was  ja  auch  der  Herr  Verfasser  gern  aosu- 
erkennen  bereit  sein  wird. 

Wir  hoffen,  dass  diese  Bemerkungen  hinreichen  werden,  aof 
das  vorliegende  Progranini  aufmerksam  zu  machen,  das  sieb  sonst 
leicbt  der  verdienten  Beachtung  entziehen  konnte. 


Annali  di  scieuze  matematlch  e  e  fisiche,  compilati 
da  Barnaba  Tortolini.   (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXV1.  S.  14.) 

Maggio  1857.  Sulla  teorica  delle  coordinate  curviliiiee  e  sur- 
luogo  de'  centri  di  curvatura  d'uua  «uperficie  qualunque.  Memo-- 
ria  de!  prof.  Delfino  Codazzi.  (Cont.  e  fine.  p.  161.)  —  Intorno 
ad  una  linea  situata  in  una  superflcie  sviluppabile,  Nota  del  prof., 
Delfino  Codazzi.  p.  166.  —  Sur  l'induction  electrostatique. 
Note  par  M.  A.  De  la  Rive.  p.  168.  -  Formule  generali  sul 
roanometro  ad  ariä  compresso,  e  per  lo  stereometro.  Nota  del 
P.  Volpicelli.  p.  160.  (Sehr  beachteuswerth.)  —  Applicazione 
della  teorica  de  determinanti.  Nota  di  R.  Rubini.  p.  179.  — 
Sur  un  tbeoreme  d'Abel.  Note  par  M.  A.  Cayley.  p.  201.  — 
Kicerche  riguardanti  la  risoluzione  per  serie  di  qualunaue  equa 
sione.   Lettera  del  prof.  Emmanuele  F er gola.   p.  1Ö4. 

Giugno  1867.  Sulla  trasformazione  delle  fanzioni  ellittiche. 
Memoria  del  dott.  Feiice  Ca sorati.   p.  200. 

Luglio  1857.  Sulla  trasformazione  delle  funzioni  ellittiche. 
Memoria  del  dott  Fellce  Casorati.  p.  257.  —  Leonardo  Pisano 
matematico  del  secolo  XIII.  Articolo  del  »hj.  Angelo  Genocchi. 
p.  261.  —  Riduzione  d'un  integrale  multiplo.  Nota  del  sig.  An- 
gelo Genocchi.   p.  284. 


ROMA  2.  DIUHBRE  1857 

ANNUNZ10  SCIENTIFItO  PER  L  ANNO  1858 

.    «  i  'I 

ANNALI  DI  MATEMATICA  PURA 

ED  APPLICATÄ  - 

■  - 

PIJBBLICATI  DA  B.  TORTOLINI 

E  COfflPILATI  DA 

♦  »-»».,.,       »..,         .  ,-  .  ^ , 

E.  BETTI  a  pisa  A.  GENOCCHI  a  Toamo 

F.  BRIOSCHI  a  pavia  B.  TORTOLINI  a  roma      ,  :\#', 

(In  rontimiazioite  agli  Anuati  <H  Scienzc  Mntemaficb«  t  Fi»lclie.) 

II  rapido  e  continuo  incremeuto  delle  Scienze  Matematiche^ 
in  questi  ultimi  tempi,  e  dovuto  principalmente  alla  facilita  con 
cni  le  molte  e  varie  ricerche  appena  intraprese,  le  nueve  verita 


■ 
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appena  scoperte  possono  subito  estendersi  e  fecondarsi  da  molti 
geometri  contemporaneamente  in  varie  parti  d' Europa.  Quiudi  per 
tutte  le  nazioni,  che  vogliono  cooperare  a  questo  progresso,  la 
necessita  di  periodic*!  che  diffondano  con  prestezza  e  regolaritä  i 
nuovi  trovati  dei  loro  dotti,  e  che  agevolino  i)  modo  di  seguire 
il  generale  avanzamento  della  Scienza.  In  Italia  gli  Annali  di 
Scienze  Matematiche  e  Füiche,  fondati  fino  dal  18o0  da  üno  di 
noi,  intendevano  soltanto  al  primo  di  questi  due  fini,  ne  esisteva 
finora  alcun  periodico  che  si  proponesse  Ü  aecondo.  Noi  abbiamo 
perciö  credoto  di  potere  far  coaa  utile  agli  studj  matematici  nel 
nostro  paese,  associandoci  per  trasformare  i  suddetti  Annali  in 
an  giornale  che  avesse  questo  doppio  intendimento. 

II  nuovo  Giornale  sarä  distiuto  in  due  parti.  Nella  prima  di 
ease  troveranno  luogo  gli  scritti  originali-  contenenti  nuove  verita 
acquistate  alla  scienza,  o  dimostrazioni  nuove  di  importanti  verita 
conoaciute.  Nella  seconda  parte  si  daranno  estratti,  piü  o  meno 
estesi,  de  memorie  pubblicate  nei  giornali  matematici  stranieri  e  , 
negli  Atti  delle  Academie,  corredandoli  di  tutte  quelle  notizie 
bibliograüche  e  di  quelle  indicazioni  delle  fonti  originali,  che  pos- 
sano  dare  agli  estratti  medesimi  l'efficacia  di  un  mezzo  di  istru- 
zione;  ed  a  raggiungere  questo  scopo  si  daranno  anche  alcune 
monografie  di  quei  nuovi  rami  della  scienza,  a  conoscere  i  quali 
richiedesi,  per  difetto  di  trattati  speciali,  lo  studio  di  molte  me- 
morie sparse  in  varie  pubblicazioni.  Queste  monografie  per6  po- 
tranno  essere  inserite  nella  prima  parte,  allorquando  conterranno 
cose  non  ancora  note  siasostanzialineote,  sia  riguardo  al  metodo. 
Da  ultimo  nella  seconda  parte  si  renderä  conto  dei  iibri  recente- 
mente  pubblicati,  delle  questione  matematiche  proposte  dalle  So- 
cieta  scientifiche  per  concorso  a  premii,  ed  iu  generale  di  tutto 
quanto  concerne  i  progressi  delle  singole  discipline  matematiche. 

I  compilatori  sentono  tutta  la  gravita  dell'  impresa  alla  quäle 
si  accingono,  e  dei  doveri  che  assumono;  ma  non  potranno  ren- 
derla  veratuente  utile  alla  Scienza,  e  decorosa  per  I  Italia,  senza 
la  cooperazione  dei  geometri  e  specialmente  dei  loro  connazionali, 
ai  quali  e  a  tutti  i  cultori  delle  matematiche  raccomandano  il  nuovo 
Giornale.  Essi  confidano  (ed  altrimenti  non  avrebbero  intrapresa 
questa  pubblicazione)  che  i  geometri  Italiani  si  impegneranno  perche 
un  giornale  che  si  propone  di  rappresentare  lo  stato  della  scienza 
tfa  noi,  possa  ricbiamare  Tattenzione  continua  dei  dotti  degli  altri 
paesi;  e  far  cessare  il  lamento  che  i  nostri  lavori  non  sono  conosciuti 
fuori  d'Italia.   

E.  BETTL  A.  GENOCCHL 

F.  BRIOSCHL  B.  TORTOUNL 

Der  Preis  für  Deutschland  ist  23  Fr.,  für  ganz  Oesterreich  Jt  Lire  19. 

Die  obigen  Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  welche 
Tom  Jahre  1858  an  die  Herren  B.  Tortolini,  E.  Betti,  F.  Brfoschi, 
A.  Genocchi  in  Quart-Format  heraus  geben  werden,  sind  als  eine  Fort- 
setzung der  Annali  di  scienze  matematiche  e  fisiche  zu  betrach- 
ten, welche  bisher  Ton  Herrn  Tortolini  allein  so  trefflich  redigirt  und 
in  Octav  herausgegeben  wurden.  Wie  viele  treffliche  Beiträge  zur  Ma- 
thematik und  Physik  dieses  letztere  Journal,  durch  dessen  Herausgabe 
Herr  Tortolini  sich  ein  so  grosses  Verdienst  not  die  Wissenschaft 
erworben  hat,  enthält,  ist  bekannt.  G. 
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Tb.  Du  Moncel,  Notice  historique  et  theorique  sur  le  tonnerre 
et  les  eclairs.   In  8°.  Paris. 

H.  Slomann,  Leibnitzens  Anspruch  auf  die  Erfindung  der 
Differenzialrechnung.    Leipzig  4°.    1  Thlr. 

« 

Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 

Leitfaden  der  Planimetrie  und  Elementar- Arithmetik.  2.  Aufl. 
8*.   geb.   Leipzig  und  Görlitz.   5  Ngr. 


Arithmetik. 

J.  XEgli,  Leitfaden  der  Arithmetik  für  Mittelschulen.  8°. 
geh.   Zürich.   9  Ngr. 

F.  Hoff  mann,  Sammlung  der  «richtigsten  Sätze  aus  der  Arith- 
metik und  Algebra.  Zum  Gebrauch  an  höheren  Lehranstalten. 
gr.8°.   geh.    Bayreuth.   4  Ngr. 

W.  Nerling,  Lehrbuch  der  aligemeinen  Arithmetik,  nebst 
Beispielen  und  Aufgaben,    gr.  8°.    Dorpat.   geh.    \l/6  Thlr. 

\V.  Nerling,  Sammlung  von  Beispielen  u.  Aufgaben  aus  der 
Buchstabenrechnung  und  Algebra,  gr.  8°.  geh.  Dorpat.  %  Thlr. 
—  Die  Auflösungen  dazu  gr.  8°.  geh.  ebendas.,  */3  Thlr. 

A.  Paulsen,  Lehrbuch  der  reinen  Arithmetik  gr.  8°.  geh. 
Dorpat.    V»  Thlr. 

F.  X.  Po  Hak,  Sammlung  algebraischer  Aufgaben.  Der  Samm- 
lung arithmetischer  und  algebraischer  Aufgaben  2.  Abtbeilung. 
3.  Aufl.    gr.  8.    geh.    Augsburg.    %  Thlr. 

C.  Rauch,  Elementare  Arithmetik  für  Berg-,  Gewerbe-  und 
Fortbildungsschulen.   2.  Aufl.    gr.  8°.   geh.    Mühlheim.   1  Thlr. 

A.  P.  Reyer,  Beiträge  zum  Studium  der  Arithmetik  und  Al- 
gebra für  Unter -Gymnasial-  und  Realschulen,  gr.  8°.  geh. 
Triest.    I  Thlr. 

B.  Riem  an  ii,  Theorie  der  Abelscben  Functionen,  gr.  4° 
geh.   Berlin.   */,  Thlr. 
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S.  Stampfer,  Logarithmisch  trigonometrische  Tafeln  nebst 
verschiedenen  anderen  nützlichen  Tafeln  etc.  5.  Aufl.  gr.  H°. 
geh.   Wien.   */3  Thlr. 

4 

G  eometrie» 

W.  Berkhan,  Die  Anwendung  der  Algebra  auf  Geometrie. 
Eine  Anleitung  zum  Auflösen  geometrischer  Aufgaben  vermittelst 
der  algebraischen  Analysis.   gr.  8°.    geh.   Halle  24  Ngr. 

W.  ßlumberger,  Grund  zti^e  einiger  Theorien  aus  der  neueren 
Geometrie  in  ihrer  engeren  Beziehung  auf  die  ebene  Geometrie« 
gr.  8°.   geb.   Halle.  1  Thlr.  26  Ngr. 

W.  C.  F.  Fischer,  Lehrbuch  der  Planimetrie  mit  Rucksicht 
auf  Wöckels  Sammlung  geometrischer  Aufgaben.  8°.  geh.  Nürn- 
berg.   21  Ngr. 

J.  0.  Lückenhof ,  Anfangsgründe  der  Geometrie  2.  Thl. 
Stereometrie,  sphärische  Trigonometrie  und  Kegelschnitte.  2.  Aufl. 
8°.   geh.   Münster.    12»/a  Ngr. 

B.  Witzschel,  Grundlinien  der  neueren  Geometrie  mit  besond. 
Berücksicht.  der  metr.  Verhältnisse  an  Systemen  von  Punkten  in 
einer  Graden  und  einer  Ebene,   gr.  8°.   geh.    Leipzig.   2  Thlr. 

Zorer,  Grundriss  der  ebenen  Geometrie.  I.  Abth.  Lex. 8p. 
geh.   Ellwangen  und  Tübingen.   6  Ngr. 

Mechanik. 

Js.  Di  dien,  Lois  de  ta  resistance  de  Tair  sur  les  projectiles. 
Paris.   8°.    1  Thlr.  5  Ngr. 

Duhamel,  Lehrbuch  der  analytischen  Mechanik.  Ins  Deutsche 
übertragen  von  O.  Schlömilch.  2.  Aufl.  4.  n.  5.  Lfr.  gr.  8°.  geh. 
Leipzig,   ä  10  Ngr. 

H.  B.  Lübsen,  Einleitnng  in  die  Mechanik.  Zum  Selbst- 
unterricht mit  Rücksicht  auf  die  Zwecke  des  praktischen  Lebens. 
1.  Thl.    gr.  8°    geb.   Hamburg.   24  Ngr. 

J.  C.  F.  Otto,  Neue  ballistische  Tafeln.  2  Abtblgn.  Mit 
Holzschnitten  im  Texte.   Berlin.   40.  2  Thlr. 


The  Nautical  Almanac  and  Astronomical  Ephemeris  for  the 
Year  1861.    8°.   London.   2  s.  6  d. 

Annuaire  pour  Tan  1858  puhlie*  par  le  Bureau  des  Longitudes. 
In  16.   Paris.    1  Fr. 

G.  F.  W.  Baehr,  Over  de  draaijende  beweging  van  een 
ligchaaro  om  een  vast  putit,  en  de  beweging  der  aarde  ora  haar 
zwaartepuot.  Uitgeven  door  de  Koninklijke  Akademie  van  We- 
tenschappen.   4°.    Amsterdam.   80  c. 

J.  E.  Bode,  Anleitung  zur  Kenntniss  des  gestirnten  Himmels. 
Herausgegeben  von  C.  Brem ik er.  11.  Ausg.  1.  Lfr.  gr.  8°. 
geh.   Berlin.   ^  Thlr. 

Handatlas  der  Erde  und  des  Himmels  in  70  Lfr.  Neu  rev. 
Aus?«   J7.  18.  19.  20.  Lfr.   qu.  Imp.-Fol.   Weimar,    ä  10  Ngr. 

Berliner  astronomisches  Jahrbuch  för  1860.  Herausgegeben 
von  J.  F.  Encke  qnter  Mitwirkung  von  Wo l fers.  gr.  8°.  geb. 
Berlin.    4  Thlr. 
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J.  Kepler«,  astronemi,  opera  omnia  ed.  C.  Frisch.  Vol.  I. 
Pars  n.   Lex.  &  geh.   Frankfurt  a.  M.   2  Thlr.  45  Ngr. 

€.  Rani ust  Grundtraek  i  Astronomien.  Udg.  af  A.  Steen. 
M.  2  Tab.   8°.    Scandinavien.  21  Ngr. 

C.  Rauch,  Populäre  Astronomie  f.  Schule  und  Haus.  2.  Aufl. 
gr.  6.  geh.    Mülheim.    1  TWr. 

J.  F.  P.  Schmidt,  Resultate  aus  einjähriger  Beobachtung  der 
Sonnenüecken.   4P.   geh.   Olmatz.   2  Thlr. 

Wochenschrift  für  Astronomie,  Meteorologie  und  Geographie. 
Red.  von  Heis.  Neue  Folge.  I.  Jhrg.  (Oer  „Astronomischen 
Unterhaltungen"  12.  Jahrg.)  Nr.  1.  gr.  8°.  Halte.  Preis  für  den 
vollständigen  Jahrgang  3  Thlr. 

Kautik. 

J.  M.  Knudsen,  See  Merke- Buch,- ein  Handbuch  für  See- 
fahrende.   12°.   Neustadt  und  Altona.  1866-   cart.   */4  Thlr. 

Physik. 

E.  Dorr ilie,  Monographie  de  la  pile  electrioue.  Sa  forme, 
ses  applications ,  ses  perfectionnemeots.  Paris.  8°.  Mit  Abbil- 
dungen.   12l/a  Ngr. 

B.  Ellner,  Der  Höhenrauch  und  dessen  Geburtsstätte.  8°. 
geh.   Frankfurt  a.  M.   7  Ngr. 

A.  v.  Ettingshausen,  Die  Priucipien  der  heutigen  Physik. 
Hoch  40.   Wien.   geb.   7fc  Ngr. 

W.  B.  Feddersen,  Beiträge  zur  Kenntrüss  des  elektrischen 
Funkens,  mit  2  Steintafeln,    gr.  8°.   (Inaug.  diss.)   Kiel.    10  Ngr. 

J.  C.  Galle,  Grundzüge  der  seh  lesisch  ei)  Klimatologie.  Aus 
den,  von  der  schlesischen  Gesellschaft  ftlr  vaterländische  Cultur, 
seit  dem  Jahre  1836  veranlassten  und  einigen  älteren  Beobachtun- 
gen ermittelt  und  nach  den  in  den  Jahren  1852—65  ausgeführten 
Rechnungen  der  Herren  W.  Gunther,  R.  B tittner  und  H  von 
Rothkirch  zusammengestellt  und  für  den  Druck  vorbereitet. 
Breslau.   4°.   2  Thlr. 

E.  Kahl,  Mathematische  Aufgaben  ans  der  Physik  nebst 
Auflosungen.  2  Thle.   gr.  8°.   geh.   Leipzig.   1  Tbl*.  14  Ngr. 

J.  Lamont,  Resultate  aus  den  an  der  Königl.  Sternwarte 
veranstalteten  meteorologischen  Untersuchungen,  gr.  4°.  seh. 
München.    %  Thlr. 

Physikalisches  Lexicon.  2.  Aufl.  Von  O.  Marbach.  Fort- 
ges.  von  C.  S.  Cornelius.  59.  60.  Lfr.  Lex.  8°.  geb.  Leip- 
zig. »fcThrr. 

Fr.  Marron  j  Villodas,  Disertacion  teörica  sobre  el  modo 
de  producir  un  motor  permanente  sin  consumo  de  combustibie  ni 
otra  roateria  alguna,  por  roedio  de  la  combinacion  de  la  presion 
atmosferica  con  la  fuerza  elastica  de  un  resorte  soTido  poligonal, 
6  sea  resolucion  teorica  del  celebre  problema  del  movimieoto 
continno.   Madrid.  8».   Mit  3  Taf.   3  Thlr.  6  Ngr. 

A.  Mflhry,  Klimatologische  Untersuchungen  oder  Gnrodzüge 
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Ueber  die  Relation,  die  zwischen  den  Abschnitten  der 

*  ♦ 

Seiten  eines  Dreiecks  besteht,  welche  durch  sich  in 
einem  Punkte  schneidende  Gerade  gebildet  werden. 

Von 

Herrn  Doctor  Durege 

*  ► 

in  Zürich.  ,  l  ( 


Zieht  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  aus  den  Ecken  eines 
Dreiecks  gerade  Linien,  so  besteht  zwischen  den  Abschnitten, 
welche  diese  Linien  auf  den  gegenüberliegenden  Seiten  bilden, 
wenn  man  diese  Abschnitte  ordnungsmässig  mit  m,  n,  p  und 
m',  n'y  ff  bezeichnet,  die  bekannte  Relation: 

m.n.p  _ 
m'.n'.pi  =  L  .  , 

Wir  wollen  mit  dem  Beweise  dieses  Satzes  zugleich  den  des 
reciproken  verbinden,  und  daran  dann  noch  einige  Bemerkungen 
knüpfen. 

Die  Bezeichnungen  sollen  so  eingerichtet  werden,  dass  in 
der  reciproken  Figur  die  Geraden  mit  denselben  Buchstaben  be- 
zeichnet werden,  wie  in  der  ursprüngliche n  Figur  die  entsprechen- 
den Punkte,  und  umgekehrt.   (Taf.  V.  Fig.  1.  und  2.) 

Drei  Punkte  (Gerade)  a,  b,  c  bilden  ein  Dreieck,  die  Ver- 
bindungslinien (Durchscbnittspunkte)  derselben  seien  o,  ß,  y.  Ich 
nehme  beliebig  einen  vierten  Punkt  (eine  vierte  Gerade)  M  an 
und  bezeichne  die  Verbindungslinien  (Durchscbnittspunkte)  der- 
selben mit  a,  6,  c  durch  At  B9  C.    Bezeichne  ich  ferner  noch 

TheüXXX.  17 
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die  Durchschnittspunkte  (Verbindungslinien)  dieser  drei  Geraden 
(Punkte)  mit  a,  ß,  y  durch  1,  2,  3,  so  lautet  der  zu  beweisende 
Sati: 

61.c2.a3=.cl.a2.63, 
sin  (61) .  sin  (c2) .  sin  (a3)  =  sin  (cl) .  sin  (o2) .  sin  (63). 

Im  Dreiecke  61a  oder  ayA  und  den  analogen  Dreiecken  ist: 


61.sin(ay)  =  al. sin  (Ay) 
c2.sin(j3a)  =  62.sinOB«) 
a3.sin(y|5)  =  c3.sin(Cft 

cl .  sin  (ßa)  =  al  .sin  (Aß) 
a2.sin(yP)  =  62.sin(/?y) 
63.sin(«y)  =  c3.sin(C«) 

Daraus  ergiebt  sich: 


ay. sin  (61)  =  Ay. sin  (al) 
/Sa.sin(c2)  =  Ba. s\n  (62) 
yj3.  sin  («3)  =  C0.sin(c3) 

ßa.  sin  (cl)  =  Aß  .sin  (al) 
y/S.8in(a2)  =  Äy.sin(62) 
«y.sin(63)  =  f>.sin(c3) 


(1) 


6l.c2.a3      s\n  (Ay)  sin  (Ba)  sin  (Cß) 
cl.a2.63  ~  sin(^)  sin(#y)sin(C«) ' 

sin (61)sin(c2)sin(«3)  Ay.Ba.Cß 
sin  (cl)  sin  (a2)  sin  (63)  ~~  Aß.By.  Ca 


Nun  ist  ferner  im  Dreiecke  61üf  oder  BAa  und  den  analogen 
Dreiecken : 


61 .  sin  (Ba)  =  Ml .  sin  (AB) 
c2.8\ü(Cß)=M2.8w(BC) 
«3 .  sin  (Ay)  =  M 3  sin  (CA) 

cl.8\n(Ca)  =  Ml.s'm(CA) 
a2.8in(Aß)=zM2.8in  (AB) 
*Z.8iu(By)=m.8iü(BC) 

Hieraus  folgt: 


Ba.8in(bl)=AB.8in(Ml) 
C/3.sin(c2)  =  ÄC.sin(iW2) 
Ay.8\n(ad)  =  CA.8\n(M'$) 

Ca.8m(cl)z=i  CA.8m(Ml) 
Aß.8\n(a<l)=zAB.8m(M2) 
By.  sin  (63)  =  BC.8m(MS) 


(2) 


61 .c2.o3      sin  (Aß)  sin  (By)  sin  (Ca) 
cl  .«2.63      sin  (Ay)  sin  (Ba)  sin  (Cß) ' 

sin(61)sin(c2)sin(a3)  Aß.By.  Ca 
sin  (cl)  sin  (a2)  sin  (63)  —  Ay.Ba.Cß' 


Aas  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  folgt  dann  unmittelbar: 


61.c2.a3 


®  cT^63 


=  1, 


sin(61)sin(c2)sin(a3) 
sin(cl)sin(o2)sin(63) 


mit 


Digitized  by  Google 


I 


ein.  Dreiecks  best.,  wiche  durch  sich  in  ein.  Punkte  schneid.  Ger.  etc.  243 

sin  (Aß)  sin  (By) sin  (Ca)  Aß.By.Ca  , 

(4)  sin  (Ay)  sin  (Ba) sin  ( Cß)  ~~ 1 '  Ay.Ba.Cß~ 

Dies  war  der  zu  beweisende  Satz.  Allein  es  bat  sich  dabei 
noch  mehr  ergeben.  Die  Gleichung  (4  II.)  sagt  nämlich  von  den 
Punkten  A,  B,  C  dasselbe  aus,  wie  die  Gleichung  (3  I.)  von  deu 
Punkten  1,  2,  3.  Die  Relation  zwischen  den  Abschnitten  findet 
also  nicht  bloss  dann  statt,  wenn  die  Verbindungslinien  der  Punkte, 
welche  die  Abschnitte  bilden,  mit  den  Ecken  des  Dreiecks  sich 
in  einem  Punkte  schneiden,  sondern  auch  dann,  wenn  die  Ptfnkte 
selbst  in  einer  geraden  Linie  liegen. 

Ich  will  nun  zuerst  nachweisen,  dass  dies  die  beiden  einzii? 
möglichen  Fälle  sind,  in  welchen  die  in  Rede  stehende  Relation 
stattfindet  diesem  Ende  nehme  ich  an,  es  seien  auf  den 
Seiten  eines  Dreiecks  abc  (Taf.  V.  Fig.  1.)  drei  Punkte  so  gege- 
ben ,  dass  zwischen  den  gehurig  bezeichneten  Abschnitten  auf  den 
Seiten  des  Dreiecks,  m,n,p  und  m',  n',p',  die  Relation 

(5)  nmr^-,  =  I 

IM   .  11  .p' 

stattfindet,  und  stelke  zugleich  die  Bedingung,  dass  die  Verbin- 
dungslinien der  gegebenen  Punkte  mit  den  gegenüberliegenden 
Ecken  des  Dreiecks  sich  nicht  in  einem  Punkte  schneiden  sollen. 
Ich  werde  dann  nachweisen,  dass  die  drei  gegebenen  Punkte  in 
einer  geraden  Linie  liegen  müssen. 

Es  seien  1,  2,  4  die  gegebenen  Punkte.  Ziehe  ich  al  und  62 
und  durch  den  Durchschnittspunkt  M  beider  die  Gerade  c3»  so 
ist,  wenn  ich  die  neuen  Abschnitte  auf  ab  mit  n  und  «'  bezeichne, 

m.n.n  —  m'.n'  .n'. 

Da  aber  auch 

m.n.p=  m'.  n'.p' 

war,  so  muss 

b:tc'  =p:p' 

sein,  d.h.  die  Punkte  3  und  4  müssen  zugeordnete  harmonische 
Punkte'zu  a,  b  sein.  Betrachtet  man  nun  lM2c  als  ein  vollstän- 
diges Viersei t  und  erinnert  sich,  dass  die  drei  Diagonalen  eines 
vollständigen  Vierseits  sich  in  zu  deu  Ecken  desselben  zugeord- 
neten harmonischen  Punkten  schneiden,  so  erhellet,  dass  die  Dia* 
gonale  12  die  Diagonale  ab  im  Punkte  4  schneiden  wird,  dass 
also  1,  2,  4  in  gerader  Linie  liegen  müssen. 

Auch  die  Gleichungen  (3  II.)  und  (4 1.)  sagen  dasselbe  aus. 

17# 


Digitized  by  Google 


244  Durege:  Oed.  die  Rclat.,  die  wisch,  den  Abschnitten  d.  Seiten 

Es  wird  also  die  Relation  zwischen  den  Sinussen  sowohl  dann 
stattfinden,  wenn  die  drei  Strahlen  die  gegenüberliegenden  Seiten 
des  Dreiecks  in  solchen  Punkten  schneiden,  die  in  gerader  Linie 
liegen,  als  auch,  wenn  die  drei  Strahlen  sich  in  einem  Punkte 
schneiden.  Auch  hier  lässt  sich  ebenso  zeigen,  dass  nur  in 
diesen  beiden  Fällen  allein  die  in  Rede  stehende  Relation  statt- 
finden kann. 

Es  seien  nämlich  durch  die  Ecken  eines  Dreiecks  aßy  (Taf.  V. 
Fig.  2.)  drei  Strahlen  1,  2,  4  so  gezogen,  dass  zwischen  den  ge- 
hörig bezeichneten  Winkeln  mit  den  Seiten  des  Dreiecks,  m,  n,p 
und  m',n',p',  die  Relation 

(6)  sin m, sinn. sin p=z  sinnt',  sin w'. sin p' 

stattfindet.  Nehmen  wir  nun  an ,  die  Durchschnittspunkte  der  Strah- 
len 1,  2,  4  mit  den  gegenüberliegenden  Seiten  liegen  nicht  in 
einer  geraden  Linie,  so  kann  man  einen  Strahl  3  durch  y  so  ziehen, 
dass  diese  Durchschnittspunkte  in  gerader  Linie  liegen.  Bezeich- 
net man  die  Winkel  von  3  mit  a  und  b  durch  n  und  n' ,  so  hat  man 

sin  m .  sin  n .  sin  n  =  si n  m' . sin  n' .  sin  n' , 

und  folglich 

sin  n :  sin  nf  —  sin/? :  sin  p'. 

• 

Die  Strahlen  3  und  4  sind  also  zugeordnete  harmonische  Strah- 
len zu  den  Seiten  a  und  b;  es  sind  also  auch  ß,  C,  a,  C  har- 
monische Punkte.  Nach  dem  Vorhergehenden  muss  daher  der 
Strahl  3  durch  den  Durchschnittspunkt  von  1  und  2  hindurchgehen. 

Wir  haben  nun  also  gesehen,  dass: 

1)  wenn  auf  den  Seiten  eines  Dreiecks  drei  Punkte  gegeben  sind, 
so  dass  /wischen  den  dadurch  gebildeten  Abschnitten  die  Relation 
(5)  stattfindet,  allemal  entweder  diese  drei  Punkte  in  gerader 
Linie  liegen  oder  die  Verbindungslinien  der  Punkte  mit  den 
gegenüberliegenden  Ecken  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 

2)  Wenn  durch  die  Ecken  eines  Dreiecks  Strahlen  gezogen 
werden  dergestalt,  dass  zwischen  den  dadurch  gebildeten  Win- 
kelabschnitteo  die  Relation  (6)  stattfindet,  so  schneiden  sich  die 
Strahlen  entweder  in  einem  Punkte  oder  ihre  Durchschnitts- 
punkte mit  den  gegenüberliegenden  Seiten  liegen  in  gerader  Linie. . 

Wir  wollen  nun  diese  Sätze  in  ihrer  ganzen  Vollständigkeit 

betrachten.   Sind  die  drei  Verhältnisse  -^r«  ^7,  ^7,    deren  Pro- 

wi     n  p 

duot,  der  Einheit  gleich  ist,  gegeben,  so  wird  durch  jedes  Ver- 
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hältmss  auf  der  zugehörigen  Seite  des  Dreiecks  nicht  ein  Punkt, 
sondern  vielmehr  zwei  Punkte  hestimmt,  die  zn  den  zugehörigen 
Ecken  des  Dreiecks  zugeordnete  harmonische  Punkte  sind.  Man 
erhält  also  sechs  Punkte,  von  denen  je  drei,  auf  verschiedenen 
Seiten  des  Dreiecks  liegende,  beliebig  mit  einander  combinirt 
werden  konneu.  Wir  wollen  diejenigen  Punkte,  welche  zwischen, 
die  Ecken  des  Dreiecks  fallen,  innere  nennen  und  mit  A,  B,  C 
(Taf.  V.  Fig.  3.)  bezeichnen,  dagegen  diejenigen  Punkte,  welche 
auf  die  Verlängerungen  der  Seiten  fallen,  äussere  nennen  und 
mit  A' ,  B' ,  C  bezeichnen.  Dann  finden  folgende  Combinationen 
der  Punkte  statf: 

A,  B,  C;  Durchschnittspunkt  der  drei  Verbindungslinien  N, 

A,  B',  C ,,  „  2Vj, 

B,  C,  A';  „  „     „  „  iV2, 

C,  A',  B' ;  „  „  „  7V8; 

und  ferner  folgende  Combinationen,  wo  die  drei  Punkte  in  gera- 
der Linie  liegen:  .„.,/ 

A'   B*    C  v  :> 

A'   B  C 

B'  C  A 

C   A  B. 

Combinirt  man  also  entweder  die  drei  inneren  Punkte  oder  einen 
inneren  mit  zwei  äusseren,  so  schneiden  sich  die  drei  Verbin- 
dungslinien mit  den  Ecken  des  Dreiecks  in  einem  Punkte.  Com- 
binirt man  dagegen  entweder  die  drei  äusseren  Punkte,  oder  zwei 
innere,  mit  einem  äusseren,  so  liegen  je  drei  Punkte  auf  einer 
Geraden. 

Sind  ferner  die  drei  Verhältnisse  s.mm  ,  deren 

sinm'    sinn'    sinp'-"  " 

Product  der  Einheit  gleich  ist,  gegeben,  so  wird  durch  jedes 
Verhältniss  in  der  ihm  zugehörigen  Ecke  des  Dreiecks  nicht  ein 
Strahl,  sondern  zwei  Strahlen  bestimmt,  welche  zu  den  zugehö- 
rigen Seiten  des  Dreiecks  zugeordnete  harmonische  Strahlen  sind. 
Man  erhält  also  sechs  Strahlen,  von  denen  je  drei,  durch  ver- 
schiedene Ecken  des  Dreiecks  gehende,  beliebig  mit  einander 
combinirt  werden  können.  Nennen  wir  wiederum  die  Strahlen, 
welche  innerhalb  des  Dreiecks  liegen,  innere,  und  bezeichnen 
sie  mit  1,  2,  3,  so  wie  die,  welche  ausserhalb  des  Dreiecks  lie- 
gen, äussere,  und  bezeichnen  sie  mit  I,  II,  III  (Taf.  V.  Fig.  3.)» 
so  haben  wir  folgende  Combinationen: 
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Strahlen»  die  sich  in  einem  Punkte  schneiden: 

12  3  Durclischnittspunkt  jV  ;      2  III  I  Durchschnittspunkt 
1  HUI  „  A,;     3   1   II  „  Ab- 

strahlen, deren  Durchschnittepunkte  mit  den  gegenüberliegen- 
den Seiten  in  einer  Geraden  liegen: 

I  II    III    Durcbscbnittspunkte  A' ,  B' ,  C; 
12     3  „  A',  Bt  C; 

II  3     1  „  &,  C,  A; 
Hl   1     2                 „              C,  A,  B. 

Combinirt  man  also  drei  innere  oder  einen  inneren  und  zwei 
äussere  Strahlen,  so  schneiden  sie  sich  in  einem  Punkte.  Com- 
binirt man  dagegen  drei  äussere  oder  einen  äusseren  und  zwei 
innere  Strahlen,  so  liegen  die  Durchschnittspunkte  mit  den  gegen- 
überliegenden Seiten  in  einer  Geraden. 

Es  erhellt,  dass  hier  die  reeiproke  Betrachtung  eigentlich  nichts 
Neues  ergiebt,  denn  die  Grundbedingung  wird  mit  der  Grundbe- 
dingung der  ursprünglichen  Betrachtung  zugleich  erfüllt. 


Beweise  des  Fermat' sehen  Lehrsatzes. 


(Archiv  Theil  XXVII.  Heft  1.) 


Herru  Doctor  H einen, 

Direktor  der  Realschule  zu  Düsseldorf. 


Beschreibt  man  über  dem  Durchmesser  AB  (Taf.  V.  Flg.  4.) 
eines  Halbkreises  AEB  als  Grundlinie  ein  Rechteck  AB  CD,  des- 
sen Höhe  AC  oder  BD  der  Sehne  des  Quadranten  des  Kreises, 
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zu  welchem  der  Halbkreis  AEB  gehört,  gleich  ist,  und  weht  van 
den  beiden  Punkten  C  und  D  nach  dem  beliebigen  Punkte  E  des 
Halbkreises  die  Linien  CE  und  DE,  welche  den  Durchmesser 
Aß  in  F  und  G  schneiden,  so  ist: 

AG*  +  BF*z=AB*. 

*  ■ 

A)   I.    Es  ist 

AGzzzAB-  BG,      BF  =  AB—AF; 

folglich 

+  ffF»  =  AB*+  AB* -  2AB.(BG  +  AF)  +  BG*  +  (1) 

Fällt  man  nun  auf  AB  die  Senkrechte  EKf  so  ist  A  BGDcv  A 
und  \EFKco&AFC,  mitbin,  wenn  man  iBD  =  ^C=r$/2  setzt, 

Hieraus  ergibt  sich,  da  BK  +  AK  =  =2r  und  BK*+ AK* 
=  AB*~2BK.AK  =  4r«-2Fff*  ist, 

4r.2r.rV2  4r*.2rv2 
ffr>,  .p,_2r»(4r^2^)_4r«(rV2^JB^) 

folglich 

-2AB.(BG  +  i4F)  +       +  ^F«  =  -  4r»  =  -  AB*, 
und  nach  (1) 

AG*  +  2?F*  =  AB*. 

II.   Man  verbinde  ^  und  B  mit  -£»,  so  ist 

AE*  =  AG*+GE*-  2AG.  GKt 
EB*=  FE*  +  FB*—  SFB .  FK; 

also: 

^£»+£iW=^Ä«=i4€?HÄF*+^+F£^-2/JG.  GK-2P&.  FK. 
Aber 

FE*  +  6\E»  =  2EK*  +  FJT* + KG*  '  'IT 

und 

2J€r.        2FB .  ffF=  2^  K.  KG + 2         2MT.  JTF+2  JTF* , 
also 
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AB*=AG*  +  BF*  +  KG*  -  FK*—2AK.  KG—2BR . 

Wegen  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  £J^6'  und  GBD,  FEK  und 
JFC  aber  ist 

KG  =  _KBJEK^f       FK=  KAEK 


EK+BD*  EK\  AC* 

folglich,  wenn  ß/)=^C=rV^2,  ££2  +  KJa= 4ra -  2EK*  ge- 
setzt  wird, 

und 

«MAT  *r±*nK  „p    AKE.KB.KA  2KE*.2KE 

Die  negative  Samme  der  beiden  letzten  Gleichungen  aber  gibt 
— %EK*,  folglich  ist 

AB*  =  AG2+  BF*. 

B)  Nimmt  man  den  Satz  als  richtig  an,  also  AB*=AG*+BF*f 
so  ist: 

(AF+  FG  +  GB)*  =  (AF-{-  FG)* +(BG  +  FG)*9 

folglich: 

2AF.BG=FG*. 
Die  Richtigkeit  dieser  Formel  aber  ergibt  sich  auf  folgende  Weise : 


1)  Zieht  man  (Taf.  V.  Fig.  4.)  EH  und  £J,  so  ist  &ACH 
<V>  A  2? Z)J  (weil  die  Schenkel  senkrecht  stehen).  Also 

ACiCH=DJ:BD  oder  AC.BD^DJ  CH=  AC*^^-, 

CD*  =  2CH.DJ. 

Ferner  ist: 

CD_CH     fhl  CD*  _  CH.DJ  _  CD* 

TG~AF —  BG'  a,s0  FG*~  AF.BG-2AF.BG' 

mithin 

2AF.BG=FG*.  i 

■ 

2)  Verlfingert  man  (Taf.  V.  Fig.  5.)  ^£  und  BE,  bis  ^£  der 
Seite  BD  in  J,  BE  der  Seite  in  /f  begegnet,  so  ist  \ABH 
CO  A         (weil  die  Schenkel  senkrecht  stehen).  Also 


* 
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AB.  AH  ^BJ.  AB 

oder 

AB*  =  AH.BJ.  (I) 

Für  da«  Dreieck  ACF  ist: 

CE  FB  AH    ^    BA  FB  AH 
EF  BA  HC~l- FG  BA  ' HC  " 


also 


FB  __  Jff+JC  FB-FG     AC  BG 

FC?—     J/y      oder       FG  -AH—FG* 


CO 


Für  das  Dreieck  Z?Z)6r  findet  man  ebenso: 

BD     AF  AC 

BJ  -  FG—  BJ' 

Aas  (2)  und  (3)  folgt: 

BG.AF       AC*  AB* 


(3) 


FG2    ~  AH.  BJ  -  iAU.BJ' 

oder  nach  (1):  » 

J,  also  FG*=2BG.  AF. 

3)  Errichtet  man  (Taf.  V.Fig.6.)  in  F  und  G  auf  AB  Senk- 
rechte, so  ist  &  AFH02&BGJ,  also  AF:HF=JG:BG  oder 


Nun  ist: 


n  n       Tsi      ,  £F       l/F        «/G  / 

HF=JG,  denn  EC=ÄC=BD 


folglich 

AF.BG  =  HF*. 
Aber:  - 

jy/re     ^        FG*     .....   _____  FGa 
ZÜ*=CÖ-=2__CS'  foIghch  HF  ^~T' 

also 

2^F.ÄG=FG«. 

i  ■       •  i 

♦  *  * 

Ein  directer  Beweis,  bei  welchem  obige  Formel  nicht  in  Be- 
tracht kommt,  ist  folgender: 

Man  verbinde  (Taf.  V.  Fig.  6.)  A  mit  J,  B  mit  H  und  H  mit 

Jy  so  ist:  '''  '     J  " 
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« 

AG*  =  (AE*  +  EJ*)  —  JG», 
Z?F*=  (BE*  +        — HF» , 

^  Cr1  +  BF*=AB*+HJ*~JG*-~  HF*. 

Nuu  ist 

i 

»    HF      J  C 

TC  =  S7>'  a,*°  «W=HF  und  ÜJ  =  FGi 

daher 

AG*  +  BF*  =  AB*  +  FG*—2HF*. 

Aber 

HF*  FG* 

-j^  =  ü5ä,  abo  FG*  =  2HF*> 

folglich 

=  ^G*  +  HF*. 


Ueber  einige  bestimmte  Integrale. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 
an  der  polytechnischen  Schule  zu  Carls  ruhe. 


I. 

In  den  bekannten  „Vorlesungen  über  die  Integralrech- 
nung** von  Moigno  finden  sich  im  Anfange  der  19.  Vorlesung  meh- 
rere interessante  Umformungen  bestimmter  Integrale,  deren  Ablei- 
tung mir  jedoch  sehr  unklar  und  verworren  erscheint.  Ich  will  daher 
im  Nachstehenden  einen  Theil  derselben  genauer  erweisen;  die 
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übrigen  würden  »ich  ganz  ebenso  erweisen»  beziehungsweise  be- 
richtigen lassen. 

Wir  wollen  uns  das  bestimmte  Integral 

  fl) 


vorlegen,  in  welchem  at,  61# cs  bestimmte  Konstanten  sind, 
und  von  welchem  wir  voraussetzen,  dass  die  Grosse  unter  den 
Integralzeichen  innerhalb  derGränzen  der  Integration  nicht  unend- 
lich werde  —  eine  Voraussetzung,  die  wir  stillschweigend  bei 
allen  folgenden  bestimmten  Integralen  machen.  Behufs  der  Um- 
formung führen  wir  drei  neue  Veränderliche  |t  v,  £  ein,  die  mit 
den  früheren  zusammenhängen  durch  die  Gleichungen: 

n1a;+61y+c,2=J,   a*a:+b2y+c2z=v,   azx+bzy+CsZ  =  £;  (2) 

woraus  folgen  möge : 

(3) 

<lfe+4t+4v+4t  ^=^ti+^+«,  Dx=J9t+BMv+C&i 

wo  bekanntlich  D  die  Determinante  des  Systems  der  Koeffizien- 
ten in  (2)  ist;  At  ist  ferner  der  Koeffizient  von  ax  in  derselben, 
Bt  der  Koeffizient  von  as,  Cj  der  von  a8r....,  ^3  der  von  c?£, 
Z?s  von  c2,  C3  von  c8.  (Vergl.  Baltzer:  Theorie  und  An- 
wendung der  Determinanten,  §.9.)  Formt  man  nun  das 
bestimmte  Integral  (1)  nach  den  in  meiner  Differential-  und 
Integralrechnung  §.52.  IV.  gegebenen  Formeln  um,  so  ist  die 
dortige  Grosse  M  gleich 

* 

At&Cr-CBJ  +  B3(C1At-CzAl)+Ci(AlB2-A2Bl)_D*  I 

/*>  —D*~D' 


wenn  man  Baltzer  a.  a.  O.  §.7.  hiermit  vergleicht   Dabei  ist 
D—axbifa  —  ffjOsCa  +  0*63  cx  —a%t>ic9  +  Oj/^c, — az6^ct, 

Ax  =  62c3  -  63c2. 


Die  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Gränzen  der  neuen  Ver- 
änderlichen sind: 

a*x\bzy\c*zz=t  für  £,  (a2c8— ^c,)** (&ac8-©tCa}y:=<*o— c^  förv> 

Xtess^i  +  ^v+Ctf  für  {; 


aus  welchen  nun  für  die  Gränzen  folgt  (wobei  die  untere  Gränze 
immer  zuerst  geschrieben  ist): 
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wenn 

c,  >0, 

•0 

sind  die  Gränzen  von  £: 

—  od  und  +  oo, 

M 

c,  <o. 

f) 

» 

>»  »» 

* 

+  00   „  —  oc; 

» 

»» 

M 

»» 

>t  »» 

—  00    „  +00, 

»» 

>» 

»> 

»»  » 

« 

»  «: 

+  oo  ,, 

M 

»J 

M 

»>  t» 

..  |: 

—  00    „  +00, 

»t 

!<•• 

>» 

» 

»»  » 

Ii 

+  00    „     —  00. 

Je  nachdem  also  die  Zeichen  von  Z),  Ax ,  cs  beschaffen  sind»  wer- 
den die  Gränzen  von  £,  v,  £  andere  sein,  und  da  in  dieser  Be- 
ziehung acht  Kombinationen  möglich  sind,  so  wird  man  die  folgende 
Tabelle  haben,  in  der  je  die  Zeichen  von  Z),  Ax ,  o8  zuerst  an- 
gegeben sind,  und  nebenan  die  Gränzen  von  |,  v,  g: 

Z)>0)-oo+oo  />>0j~oo+oo  Z)>0\  +  oo-oo  Z>>0\+O0-Oe 
-4i>0>-oo+oo  ^Xtt+oo-oo  .i^oj  +  oo-op  4<o[-oc+oo 
c8>o'-oo+oo   c5<0'+oo-oo   CS>0'-0O+O0   c,  <0)  + 


Z)<Oj+oo-oo  Z>  <0  j  +00-00  D  <(h  —  oo+  od  Z)  <0j  -  oc+  * 

4>0>  —  00+ 00  ^1>0>  +  00—  00  Ax  <0>  +  OO—  00  ^!<0>—  00+ OD 
CjX)'—  00+ 00    C3  <0'  +  00—  00    C8  >0'— oo+QO    C8<0'+O0—  » 


Hieraus  geht  hervor,  dass,  wenn  man  überall  als  Gränzen  —  oo 
und  +oo  setzt,  dabei  den  Satz  beachtet,  dass  bei  Umkehrung  der 
Gränzen  das  bestimmte  Integral  sein  Zeichen  wechselt,  man  für 
I>>0  den  Werth  nicht  ändert,  für  Z><0  aber  das  Zeichen  sich 
umkehrt.  Ist  also  k  der  absolute  (positiv  genommene)  Werth  von 
D,  so  ist  endlich: 


(5) 


—  00 
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Sei  die  Funktion  f  so  beschaffen,  dass 

so  ergiebt  also  die  (5): 

*  (5') 

 —  00 

4 

f 

wo  zur  Abkürzung 

Angenommen  nun,  die  Koefh'cienten  alt....,c^  genügen  folgen« 
den  Bedingungen: 

(6) 

«iHfla4  +  «s2  =  «2>  V  +  62a  +  63«  =  ß*,  c,»  +  cÄ*  +  c8»  =7«; 
«1 61 + o2*2,+  =0,  «i  cx  +  +  a8c8  =  0,  6i Ci  -f  64C2  +  68c8 = 0 ; 
was  immer  möglich  ist,  da,  wenn 

COSttl!,  C09»!,  COS/7,....;  CO8W3,  cos rz3,  cos/93 

die  bekannten  neun  Cosinus  sind ,  die  bei  der  Umformung  rechtwink- 
liger Koordinaten  auftreten,  man  nur  zu  setzen  braucht: 

♦ 

a1=acosm1,   a^=acosm^,   ai  =  aco3m2;  \ 
6|=|3cosni,   6a  =  0cos«2>   63  =  /?cosn8;  >  (6') 

■ 

c,=y cos/?!,    ca=ycos/?2,    c3=ycos/?8;  J 
alsdann  ist  t  =        +  |?V  +  y2r*  und  die  (5')  wird: 

(7) 

JJJ_  ^  W  <Ar»  +  p*y*  +  y W  * 

wo  nun  aber,  wie  man  aus  Baltzer  a,  a.  O.  j.  15.  5.  leicht  schliesst, 
/*  =  a«0«y2,  *  =  «0y  ist. 
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welche  Formel  Übrigens  auch  aus  (8)  hervorgeht.  Setzt  man  noch 
spezieller  a=6,  nimmt  a  und  c  positiv  an,  so  ist: 

-  .  •  »  ■ 

/'+¥  cos  il;   /  csin^»  \ft 

J      d(pJ        [a*cos*t//+c*sio>]i '  V[a*cosV  +  c*sin * 

=  ^  /      2  cos»/,(sinp)a», 


7T 


•der,  wenn  man  die  Integration  nach  <p  vollzieht: 

7t 

/+•¥  costj;   /  csin^  \ 

[a^costy-f^nVI1 '  V[a2cos2^+cÄsinVF/  ^ 


n 
t 

71 


1  P  + 

=  ä*c  /      *  cos  i/(sui  »)<)»,  (13) 


71 

2 


worio  a  und  c  positiv  sind.  Als  Spezialisirungen  ergeben  sich 
hieraus :  * 


2 


/ +  ¥  cos^at/;  1         +  *  Q 


n  7t 

/+ä       sio^cosi|/(ty  L     f  + ä ;    .  Q  n 


/+£    Ism^cnst^  1     /*+¥.    *       a  42 

[a*cos^/+€*s^]3  =  ivj  sineWd^j^n.s.w. 


TT  TT 

¥  "  ¥ 


11. 

Das  bestimmte  Integral 

worin  «»= — >  p*  =  — —  »  ausgedehnt  auf  alle  positiven 
Thtil  XXX.  18 


25G 
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Werthe  von  x  und  y,  für  welche  xa  +  y2^l,  drückt  bekanntlich 

den  achten  Theil  der  Oberfläche  des  dreiaxigen  EHipsoids,  des-  ' 
gen  Gleichung 


ist,  aus,  wenn  «>A>c. 

Um  nun  das  Integral  in  (14)  zu  ermitteln,  setzen  wir 


Die  Gleichung  (15)  stellt  eine  Ellipse  vor,  deren  Halbaxen  sich 
ändern,  wenn  o  sich  ändert.  Lässt  man  p  gehen  von  1  bis  od, 
welche  Werthe  o  haben  kann,  wenn  x  und  y  die  Werthe  im  In- 
tegrale (14)  annehmen,  so  wird  man  eine  Reihe  Ellipsen  aus  (15) 
erhalten,  welche  so  beschaffen  sind,  dass  je  eine  nachfolgende 
die  vorhergehenden  umschliesst,  ohne  sie  zu  durchschneiden, 
während  alle  in  dem  Kreise  *2  +  y*  =  l  enthalten  sind,  dem  sie 
sich  um  so  mehr  nähern,  je  grösser  q  wird.  Das  Integral  in  (14), 
nämlich  JfVQdxdy,  ist,  den  Bedingungen  der  Aufgabe  gemäss,- 
ausgedehnt  auf  alle  Punkte,  die  innerhalb  des  genannten  Kreises, 
und  zwar  in  seinem  positiven  Qnadranten  liegen,  d.h.  wenn  OA, 
OB  die  positiven  Koordinatenaxen  sind,  MN  ein  Kreisquadrant 
vom  Halbmesser  1 ,  so  hat  man  in  dem  Integrale  (14)  x  und  y 
alle  Werthe  beizulegen,  die  als  zusammengehörige  Koordinaten 
irgend  eines  Punktes  in  OMJS  angesehen  werden  können.  Den- 
ken wir  uns  nun  die  durch  (15)  ausgedrückten  Ellipsen  (von  t>=' 
bis  0  =  00)  konstruirt,  und  seien  CD,  CD'  zwei  zu  o  und  o  +  ^p 
gehörige,  so  liegt  zwischen  ihnen  der  Streifen  CDD'C,  für  wel- 
chen q  immer  denselben  Werth  haben  wird,  wenn  4q  unendlich 
klein  ist;  das  Integral  in  (14),  ausgedehnt  auf  die  Punkte  in 
CDC'D',  wird  also  =  VgJTBxSy  sein,  wo  letzteres  Integral 
auf  die  Punkte  des  fraglichen  Streifens  auszudehnen  ist.  Als- 
dann stellt  dasselbe  aber  bekanntlich  den  Inhalt  des  Streifens 
dar,  der  als  die  Differenz  OC'JP—  OCD 


ist,  d.  h« 


0 — « 


(15) 
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Ä    Ö4/  Q — 1      O — 1  . 

Also  ist  der  Theil  des  Integrals  in  (14),  der  aof  die  Punkt*  i*  i 
CDC'D1  ausgedehnt  wird,  V 

Lässt  nian  q  gehen  von  1  bis  00  und  summirt  die  erhaltenen  Re- 
sultate, so  hat  man  das  ganze  Integral  in  (14),  da»  deiunacfe 

=  I  /  "  ^  •  81  (  vöp5to=w)  * 

ist.   Also  ist  die  ganze  Oberfläche  des  dreiaxrgen  EIKpsoids: 

welche  Grösse  in  meinem  oben  angeführten  Buche  j.  108.  L  auf 
elliptische  Integrale  reduzirt  ist 

- 

1 

\- 

III. 

Sei 

y=  /      ^"-'e-'Binard«,   2=/  ar"-1e-Jfcos«Mr3a:(«>0)» 

O  ü 

so  ergiebt  sieb  leicht: 

<l  +  a*)0+^»  +  l)«||  M(«  +  l>y-e, 

'      J  (18) 

( 1  +  a%)  8?  +  *(n  + X) "  £  +  " ("  +  1 >  2  = 0 ; 

1  +  a9  <fa  du    /*  • 

wobei  übrigens  z  =  —  -  ^+«^  i«*t,  indem  g^=/  x«e-*ca&fixdx 

and 

/  *.e-*«~«*8*= 

—  f^Ji  ^*  ««-'«-»(asinfl^— cösajr)3x, 

■  •  ■* 

18* 
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■ 

Aus  den  Gleichungen 

j*   x*~*  cos  axdx  =s  fWcogfofE  >  j^-Vincarflaras  A*)^»1!*^ 

■ 

io  denen  man  «=a±i  setzt,  wird  man  die  Vermuthung  schöpfen, 
es  genüge  ^q^^w  der  ersten  Gleichung  (16),  so  dass  also  etwa 

*=(«To»+(Ä« oder  aoch  y=aÄr"+(T^aoi 

wäre,  wo  C  und  C  von  a  unabhängig  sind.  (Man  vergl.  meine 
Differential-  und  Integralrechnung  §.  92.  4.)  Wirklich  genügt 
diese  Form,  und  dann  ist 

*—     (1+ai)»  +  (1  —  «i)»' 
Um  C  und  C  zu  bestimmen,  beachte  man,  dass  für  a  =  0: 
y  =  0,   z=IW,  also  0=C+C\    IW=-Ct  +  C"t; 

c  c  -~2T' 

also  endlich : 

/•       ,  r.      I\n)r      1  I      ~1  I\n) 

«"*  L(T+^)-»  +  (T^ÖÜ = TJT  cos»*, 

,/    *■  6  8,nflxax-^L(ürfl7r^(TT^J= 

wenn 

r—  V  1  +  a*,   cos  g>=  -  j  s$n<p= 

Dabei  muss  übrigens  ra>0  sein,  da  auch  ohnehin  sonst  I\n)  nicht 

endlich  wäre.    Dass  man  daraus  sofort 

■ 

/<*>  p »  . 

a?*-1  e-  e*  cos  axBx,  j     x*-1  e~  «*  sin  ax  Bx 

findet,  ist  bekannt. 
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Das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme  und  seine 
•  Bedeutung  in  den  Naturwissenschaften.    Ein  Vortrag 
gehalten  bei  der  feierlichen  Sitzung  der  kaiserl.  Aka- 
demie der  Wissenschaften  am  30.  Hai  1856 

▼om 

Präsidenten  der  Akademie 
Herrn  Dr.  Andreas  Freih.  v.  Baumgartner» 

(Diese  treffliche  Rede  ist  entlehnt  aus  dem  Ahnanach  der  kaiserl.  Aka- 
demie  der  Wissenschaften  für  das  Jahr  1857.) 


Es  gibt  in  den  Naturwissenschaften  wie  im  Leben  der  Staa- 
ten und  Völker  Begebenheiten,  die  in  ihrer  Geschichte  Epoche 
machen  und  besondere  Abschnitte  derselben  begründen.  Einige 
machen  sich  gleich  bei  ihrem  ersten  Erscheinen  geltend,  ähnlich 
der  göttlichen  Mioerva,  die  mit  Schild  und  Speer  aus  dem  Haupte 
ihres  Vaters  gesprungen ;  andere  treten  wie  gewöhnliche  Menschen- 
kinder in  die  Welt,  welche  die  allgemeine  Aufmerksamkeit  erst 
dadurch  auf  sich  ziehen,  dass  sie  frühzeitig  grosse  Talente  ent- 
wickeln und  durch  überwiegende  geistige  Kräfte  in  das  Getriebe 
der  Welt  mächtig  eingreifen.  Von  der  letzteren  Art  ist  die  Ent- 
deckung des  mechanischen  Aequivalentes  der  Wärme.  Dieses 
ist  zwar  schon  vor  mehr  als  30  Jahren  nicht  ganz  unbekannt  ge- 
wesen, wurde  sogar  einem  im  Jahre  1824  erschienenen,  von  Car- 
not  verfassten  Werke  zum  Grunde  gelegt  und  als  Stütze  mehrerer 
wichtigen  Folgerungen  betrachtet;  jedoch  eine  beschränkte  Ansicht 
Über  die  Natur  der  Wärme  hemmte  seinen  weiteren  Einfluss  auf 
die  Wissenschaft.  Erst  im  Jahre  1842  hat  Dr.  Meyer  in  Heil- 
bronn das  Gesetz,  das  es  involvirt,  klar  und  bestimmt  ausge- 
sprochen und  der  Sache  einen  passenden  Namen  gegeben.  Seit 
dieser  Zeit  wurde  es  besonders  von  deutschen  und  englischen 
Gelehrten  sorgsam  gepflegt  und  insbesondere  von  erste ren  wie« 
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senschaftlich  und  gründlich  behandelt,  von  letzteren  aber  experi- 
mental  nachgewiesen  und  seine  ungeheure  Tragweite  erörtert.  ' 

Ich  will  es  nun  versuchen,  diesen  Gegenstand  zur  Feier  des 
heutigen  Tages  in  fasslicher  Weise  und  mit  seinen  vielfachen 
Beziehungen,  so  weit  als  es  die  Kürze  der  mir  zugemessenen 
Zeit  gestattet,  darzustellen.  Er  gehört  der  strengen  Wissenschaft 
an  und  lässt  sich  nur  mit  Widerstreben  der  mathematischen  Form 
entkleiden ;  zugleich  steht  er  mit  anderen,  nicht  im  gemeinen  Leben 
wurzelnden  Beziehungen  in  Verbindung,  und  ich  theMe  bei  mei- 
nem Unternehmen,  ihn  populär  zu  machen,  das  Loos  eines  Gärt* 
ners,  der  es  unternimmt,  einen  schon  ziemlich  erwachsenen  Baum 
zu  verpflanzen  und  genötbigt  ist,  ihn  sammt  dem  Wurzelballen 
auszuheben,  somit  nicht  vermeiden  kaun,  auch  anderes  mit  dem 
Ballen  verwachsenes  Gesträuch  zu  übertragen.  Dabei  können 
einige  Trockenheiten  nicht  vermieden  werden  und  ich  muss  schon 
im  Vorhinein  diesfalls  Ihre  gütige  Nachsicht  in  Anspruch  nehmen. 
Ich  will  mich,  um  dafür  einigermassen  zu  entschädigen,  beson- 
ders der  Deutlichkeit  und  Klarheit  befleißen  und  verzichte  gerne 
auf  jede  Eleganz  des  Vortrages,  überzeugt  von  der  Richtigkeit 
eines  Ausspruches  des  berühmten  Chemikers  Humphry  Davy's, 
dass  bei  derlei  Erörterungen  Metaphern  den  Kornblumen  gleichen, 
die  wohl  recht  schön  für  das  Auge  sind,  aber  oft  dem  Getreide 
schaden. 

Die  Naturkräfte  äussern  ihre  Thätigkeit  bekanntlich  auf  zwei- 
fache Weise  und  zwar  entweder  dadurch ,  dass  sie  Bewegung  her- 
vorb ringen,  oder  dadurch,  dass  sie  einer  andern  Kraft  das  Gleich- 
gewicht halten.  Im  zweiten  Falle  wird  ihr  Streben,  Bewegung 
hervorzubringen,  durch  eine  andere  Kraft  aufgehoben.  Im  letzte- 
ren  Zustande  nennt  man  eine  Kraft  Spannkraft,  im  ersteren 
Bewegungskraft  oder  auch  Arbeitskraft. 

Di«  wichtigste  Arbeitskraft  ist  die  Schwerkraft,  in  so  ferne 
sie  den  Fall  der  Körper  zur  Folge  hat.  Da  ums  das  Wesen  der 
Naturkräfte  gänzlich  unbekannt  ist,  so  müssen  wir  uns  bei  ihrer 
Vergleicbung  damit  begnügen,  ihre  Grösse  nach  jenen  Wirkun- 
gen zu  schätzen,  von  denen  wir  anzunehmen  berechtigt  sind,  dass 
sie  den  Kräften  proportional  seien.  Da  wir  nun  unter  allen  die 
Wirkungen  der  Schwere  am  genauesten  kennen,  so  vergleichen 
wir  diese  mit  den  Wirkungen  anderer  Kräfte  und  schliessen  daraus 
auf  das  GrösseirverbÜltniss  der  Kräfte  selbst.  In  Bezug  auf  Arbeits- 
kräfte wissen  wir,  dass  ihre  Wirkung,  die  Arbeit,  so  mannigßd» 
tip  sie  sein  mag,  immer  als  äquivalent  mit  dem  Heben  einer  Last 
angesehen  und  sonach  ausgedrückt  werden  kann  durch  ein  Gewicht, 
wichet-  auf  eine  bestimmte  Höbe,  oder  durch  eine  Höhe,  auf 
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welche  ein  bestimmtes  Gewicht  gehoben  wird.  Es  findet  darum 
die  Arbeitsgrösse  and  dadurch  mittelbar  auch  die  Arbeitskraft  in 
dem  Produete  aus  dem  gehobenen  Gewichte  in  die  Hubhöhe  einen 
präcisen  numerischen  Ausdruck.  Wird  das  Gewicht  in  Pfunde«, 
die  Hubhöhe  in  Fussmass  ausgedrückt,  so  stellt  das  Product  bei- 
der Zahlen  Fusspfunde  vor.  Wenn  man  daher  sagt:  Die  Arbeits-' 
grüsse  eines  Menschen  sei  80  Fusspfunde,  so  heisst  dieses:  der- 
selbe hebe  80  Pfund  einen  Fuss  hoch.  Es  wäre  dasselbe,  wenn 
gesagt  wurde,  es  werden  40  Pfund  2  Fuss  hoch,  oder  20  Pfund 
4  Fuss  hoch  etc.  gehoben,  weil  das  Product  jeder  dieser  zwei 
Zahlen  dasselbe,  nämlich  =80  ist.  Die  Arbeit,  durch  welche 
1  Pfund  J  Fuss  hoch  gehoben  wird,  ist  demnach  die  Einheit  der 
Arbeit  oder  das  Mass,  mit  dem  man  Arbeiten  misst,  gleichwie 
man  mit  der  Klafter  Längen,  mit  dem  Pfunde  Gewichte  und  mit 
der  Secnnde  Zeiten  zu  messen  pflegt.  Die  Arbeitskraft,  'Welche 
die  Arbeit  =1  verrichtet,  ist  darum  zugleich  die  Einheit  Äet 
Arbeitskräfte,  und  die  im  vorigen  Beispiele  angefahrte  Zahl  reo 
80  Fusspfunden  bedeutet  sonach  80  Arbeitseinheiten. 

Wenn  eine  Arbeitskraft  wirksam  wird,  d.  h.  wenn  sie  wirklich 
Arbeit  verrichtet  und  ein  Gewicht  hebt,  so  wird  ein  dieser  Arbeit 
entsprechender  Theil  der  Kraft  verbraucht,  er  findet  sich  aber  jrii 
gehobenen  Gewichte  wieder,  denn  dieses  hat  ja  dann  die  Kraft, 
durch  seinen  Fall  dieselbe  Arbeit,  wenn  auch  in  entgegengesetz- 
ter Richtung,  zu  verrichten.  Der  Kraftverbrauch  bei  der  Arbeit 
besteht  daher  nicht  in  einer  Vernichtung  der  Arbeitskraft,  sondern 
in  deren  Uebertragung  auf  die  bewegte  Masse. 

So  lange  demnach  die  Arbeitskräfte  diese  Wirkungsform  bei- 
behalten, d.  h.  so  lange  sie  Arbeitskräfte  bleiben,  wird  auch  ihr« 
arithmetische  Summe  unverändert  erhalten. 

Allein  die  Arbeitskräfte  bleiben  nicht  immer  in  dieser  Wir» 
klingsform ,  sondern  gehen  in  andere  Formen  über.  Es  ist  nltnv» 
lieh  bekannt,  dass  mechanische  Kräfte  häufig  Wärme  hervorbringe*.? 
Radscbuhe,  Bohrer,  Sägen  erhitzen  sich  beim  Gebrauche,  ein 
Stöck  Eisen  kann  durch  blosses  Hämmern  auf  einem  Ambo*s 
glühend  gemacht  werden.  Man  weiss ,  dass  sich  die  Wilden  in 
den  amerikanischen  Wäldern  durch  Reiben  zweier  Stöcke  Herz 
auf  einander  Feuer  machen,  ja  es  ist  nicht  lange  her,  sp  haben  r 
auch  die  europäischen  Zahmen  das  sogenannte  Feuerschlagen  al§ 
eines  der  bequemsten  Mittel  angesehen,  Schwamm  oder  Zunder 
anzuzünden.  Die  alten  Gewehrschlösser  mit  Stein  und  Hahn  waren 
nur  bequemere  Vorrichtungen,  um  diesen  Act  zu  vollziehen.  Man 
hat  sogar  in  wasserreichen  und  holzarmen  Gegenden  die  Bewe- 
gung als  Mittel  angewendet,  grössere  Wärmemenge  hervorzubringen, 
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und  noch  in  jüngster  Zeit  haben  Beaumont  und  Meyer  in 
Frankreich  einen  Apparat  construirt,  mittelst  welchem  durch  schnel- 
les Drehen  eines  hölzernen  Kegels  in  einer  von  Wasser  umge- 
benen passenden  Metallhülse  Wasserdampf  von  2$  Atmosphären 
Druck  mit  der  Kraft  eines  Pferdes  erzeugt  wird. 

Bei  allen  diesen  Vorgängen  wird  nun  Arbeit  verbraucht 
und  dafür  Wärme  erzeugt.  Durch  Verbrauch  von  Wärme  kann 
aber  umgekehrt  wieder  Arbeit  hervorgebracht  werden.  Die- 
ses geschieht  unter  andern»  bei  der  Dampfmaschine.  Da  ist  es 
nämlich  eigentlich  die  Wärme  der  glühenden  Kohlen  unter  dem 
Kessel,  die  den  Kolben  der  Maschine  in  Bewegung  setzt,  das 
Wasser  aber  und  der  Dampf  sind  nur  die  materiellen  Mittel ,  durch 
welche  die  Wärme  zum  Kolben  gelangt. 

Bei  dieser  Umwandlung  der  Arbeit  in  Wärme ,  und  umgekehrt 
der  Wärme  in  Arbeit,  dringt  sich  von  selbst  die  Frage  auf,  ob 
dem  Verbrauche  eines  gegebenen  Arbeitsquantums  die  Erzeugung 
einer  numerisch  bestimmten  Wärmemenge  und  umgekehrt  ent- 
spreche, und  in  welchem  Verhältnisse  diese  beiden  Mengen  zu 
einander  stehen.  Uni  diese  Frage  beantworten  zu  können,  inuss 
man  Wärmemengen  wie  andere  Grössen  zu  messen  im  Stande 
sein.  Um  dieses  möglich  zu  machen,  ist  man  übereingekommen, 
die  Wärmemengen  durch  die  Anzahl  Pfunde  Wasser  von  der 
Temperatur  des  Eispunktes  (0°  C.)  auszudrücken,  welche  durch 
sie  um  1°  C.  erwärmt  werden.  Die  Einheit  der  Wärmemengen, 
der  Wärmemassstab,  ist  sonach  jenes  Wärmequantum ,  welches 
1  Pfd.  Wasser  von  0°  auf  lu  C.  zu  bringen  vermag*  Dieses  vor- 
ausgesetzt, lautet  die  Antwort  auf  die  vorher  erwähnte  Frage 
folgendermassen :  Durch  Verbrauch  eines  bestimmten 
Wärmequantums  wird  auch  eine  bestimmte  Arbeits- 
grosse erzeugt  und  es  entsprechen  nach  den  Ergebnissen 
zahlreicher,  mit  allen  Vorsichten  angestellter  Versuche,  bei  denen 
theils  Arbeit  in  Wurme,  theils  Wärme  in  Arbeit  umgesetzt  wurde 
und  wo  man  es  mit  Wärme  von  dem  mannigfaltigsten  Ursprünge 
zu  thun  hatte,  dem  Verbrauche  einer  Wärmeeinheit  1367 
Arbeitseinheiten  undu  in  gekehrt.  Hiebei  sind  österreichische 
Masse  und  Gewichte  zu  Grunde  gelegt. 

In  die  Sprache  des  gemeinen  Lebens  fibersetzt,  heisst  die- 
ses: Die  Wärme,  welche  l  Pfund  Wasser  von  0°  um  1°  erwärmt, 
übt  dieselbe  mechanische  Kraft  aus,  wie  ein  Gewicht  von  1367  Pfund, 
das  1  Fuss  hoch  herabfällt. 

Die  Zahl  1367  drückt  nun  das  mechanische  Aequivalent  der 

I 

Wärme  ans:  man  könnte  ebenso  die  Zahl  p?~*  das  thermische 
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Aequivalerit  der  Arbeit  nennen.  Hätte  man  den  Massstab  ftir  die 
Arbeit  1307  Mal  grosser  angenommen,  so  würde  einer  Wärme- 
einheit auch  eine  Arbeitseinheit  äquivalent  sein. 

Die  Unisetzung  der  Wärme  in  Arbeit  und  umgekehrt  erfolgt 
nicht  nach  Laune  oder  Zufall,  sondern  nach  bestimmten  Regeln, 
welche  die  Bedingungen  ausdrücken,  unter  welchen  der  Wechsel 
Statt  hat.  Es  kann  nämlich  Wärme  nur  in  so  ferne  in  Arbeit 
umgesetzt  werden,  als  sie  einem  Körper  zugeführt  wird.  Dieses 
geschieht  aber'  bei  geleiteter  Wärme  nur  in  der  Richtung  vom 
wärmeren  Korper  zum  kälteren  und  nur  in  so  ferne  als  Tempera- 
tur* Differenzen  bestehen.  Die  zugeführte  Wärme  zerfällt  aber 
dabei  in  zwei  Theile.  Einer  davon  dient  zur  Erhöhung  der  Tem- 
peratur bei  constantem  Volumen,  der  andere  aber  verrichtet  Ar- 
beit, indem  er  z.  B.  eine  Last  vor  sich  hinschiebt.  Wo  es  eine 
solche  nicht  gibt,  da  findet  auch  kein  Kräftewechsel  Statt.  Hieraus 
erklärt  es  sich,  warum  eine  Luftraasse  erkaltet,  wenn  sie  sich 
ausdehnt  und  dabei  einen  Druck  uberwindet,  während  ihre  Tem- 
peratur' unverändert  bleibt,  wenn  die  Ausdehnung  ohne  Ueber- 
windung  eines  Widerstandes  erfolgt,  wie  dieses  der  Fall  ist,  wenn 
sie  in  einen  leeren  Raum  überströmt. 

Dieser  Kräftewechsel  wird  viel  vorstelliger,  wenn  man  von 
dem  nun  gewonnenen  Standpunkte  aus  in  eine  nähere  Untersu- 
chung über  das  Wesen  der  Wärme  eingeht.  Das  eben  erwähnte 
Gesetz  des  Kraftwechsels  ist  nämlich  unvereinbarlich  mit  der  An- 
nahme eines  Wärmestoffes  als  einer  Substanz,  die  durch  keinen 
Act  erzeugt,  nicht  in  eine  andere  umgewandelt  werden  kann  und 
die  dem  Quantum  nach  unveränderlich  sein  mues;  dasselbe  deutet 
vielmehr  darauf  hin,  dass  die  geleitete  Wärme,  verschieden  von 
der  gleich  dem  Lichte  auf  Aetherschwingungen  beruhenden  strah- 
leoden  Wärme,  in  einer  vibrirenden  Bewegung  der  kleinsten  Kör- 
pertheile  bestehe,  wie  dieses  schon  längst  aus  der  Unerschöpf- 
lichkeit der  Körperwärme,  die  sich  hei  Reibungsversuchen  kund, 
gegeben  hat,  und  insbesondere  aus  dem  Umstände  gefolgert  wurde, 
dass  zwei  Eisstücke  im  luftleeren  Räume  durcb  blosses  Reiben 
zum  Schmelzen  gebracht  werden  können.  Dieser  Ansicht  nach 
ist  der  Unterschied  zwischen  Arbeit  und  Wärme  kein  anderer,  als 
zwischen  Bewegung  einer  Masse  und  Bewegung  von  Moleculen, 
und  die  Umsetzung  der  Arbeit  in  Wärme  besteht  blos  in  einer 
Mittheilung  der  Bewegung  nach  den  Oesetzen  der  Mechanik,  wo- 
bei Umwandlungen  der  Massenbewegung  in  M ol ecular be wegung 
und  umgekehrt  eintreten. 

Wir  sehen  ähnliche  Umwandlungen  der  Bewegungen  vor  unseren 
Augen  vor  sich  gehen.    Die  Töne  einer  Violine  oder  eines  Ctaviers 
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sind  bekanntlich  das  Resultat  der  schwingenden  Bewegung  von 
Darm  -  oder  Metallsaiten;  wir  erzeugen  aber  erstere  durch  Strei- 
chen mit  einem  Bogen,  letztere  durch  Schlagen  mit  einem  Hammer, 
mithin  durch  Massenbewegung.  Wenn  die  oscillirende  Bewegung 
der  Luft  beim  Knall  einer  Kanone  unsere  Fenstertafeln  zerschlägt, 
so  hat  sie  Massenbewegung  hervorgebracht. 

Arbeltskräfte  und  W&rme  sind  bekanntlich  nicht  die  einzigen 
Kräfte,  welche  in  der  Natur  eine  grosse  Rolle  spielen;  Licht, 
Elektricität,  Magnetismus  und  chemische  Kräfte  stehen  ihnen  ao 
Wichtigkeit  gar  nicht  nach.  Jedes  dieser  Agentien  bringt  eigen- 
thiimliche,  sein  Wesen  charakterisirende  Wirkungen  hervor,  und 
eben  diese  sind  es,  die  den  Naturforscher  nötbigen,  die  Existene 
so  vieler  Agentien  zu  supponiren;  allein  ausser  diesen  Wirkungen 
treten  bei  jeder  der  genannten  Naturthätigkeiten  auch  noch  andere 
ein,  die  eigentlich  nicht  zum  Wesen  dieses,  sondern  eines  andere 
Agens  gehören,  wie  z.  B.  Warme  und  Licht  bei  chemischen  Pro- 
cessen, bei  elektrischen  und  magnetischen  Vorgängen  etc.»  elek- 
trische Phänomene  bei  Wörme  und  Licht,  chemische  Zersetzungen 
und  Zusammensetzungen  bei  Licht  und  Elektricität  etc.  Nach 
dem  jetzigen  Standpunkte  der  Naturwissenschaft  dürfen  wir  derlei 
scheinbar  fremdartige  oder  secundäre  Wirkungen  nicht  mehr  als 
solche  ansehen,  sondern  müssen  sie  als  Resultat  einer  nach  einem 
bestimmten  Aequivalenten- Verhältnis  vor  sich  gehenden  Um- 
setzung einer  Naturkraft  in  eine  andere  betrachten.  Wir  wollen 
diesem  Gegenstande  eine  kurze  Betrachtung  widmen: 

Licht  nnd  strahlende  Wärme  sind  von  gleicher  Natur,  beiden 
liegen  Aetherschwingungen  zum  Grunde.  Lichtschwingungen  brin- 
gen Wärme  hervor,  insoferne  sie  Kraft  an  Körpertheile  übertragen. 
Dieses  können  auch  solche,  welche  die  Augenflüssigkeiten  nicht 
zu  durchdringen  vermögen  und  darum  nicht  als  Licht  empfunden 
werden.  Statische  Elektricität  kennen  wir  nur  als  Arbeitskraft, 
denn  sie  gibt  sich  nur  durch  Bewegung  kund,  die  sie  an  ihren 
Trägern  durch  Anziehung  und  Abstossong  hervorbringt.  Strömende 
Elektricität  besitzt  arbeitende  Kraft,  erzeugt  Wärme  und  chemische 
Zersetzung.  Vermöge  ihrer  Arbeitskraft  wird  sie  im  Stromleiter 
fortgeführt,  jedoch  durch  den  Widerstand  verbraucht,  den  «ie  lo 
diesem  Leiter  findet,  und  dadurch  in  Wärme  umgesetzt.  Im  Strom* 
leiter  tritt  in  dem  Maasse  Wärme  auf,  als  die  Elektricität  daselbst 
Widerstand  erfährt;  denn  es  tat  die  dabei  erzeugte  Wärmemenge 
bei  übrigens  gleichen  Verhältnissen  dem  Leitungswiderstande  pr«>- 
portionirt.  Was  sie  zur  chemischen  Zersetzung  nnd  zur  Bewe- 
gung einer  Maschine  an  Arbeitskraft  benötbigt,  wird  ans  dem 
Wärmevorrathe  nacb  dem  Aequivalewte  der  Wärme  entnommen. 
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Man  denke  sich  drei  EJektroniotoren  von  gleicher  »Stärke,  z.B. 
drei  galvanische  Batterien;  die  eine  sei  dnrcb  einen  LeUungsdratb 
geschlossen,  in  die  Kette  der  zweiten  sei  eine  elektromagnetische 
Maschine,  z.  B.  ein  Barlow'sches  Rad  eingeschaltet  und  in  die 
Kette  der  dritten  ein  Wasserzersetzungsapparat.  Durch  Aende* 
rang  der  Länge  des  Schliessuogsdrathes  des  ersten  Elektromotors 
und  dnrcb  AI odification  der  Geschwindigkeit  des  Barlow'schen 
Rades  mittelst  eines  Magnetes  kann  man  es  leicht  dahin  bringen» 
dass  der  Strom  in  allen  dreien  von  derselben  Stärke  ist.  Da  wird 
nun  im  Schliessungsdrathe  der  ersteren,  wo  der  Strom  keine  che- 
mische Wirkung  hervorzubringen  und  keine  Maschine  zu  bewegen 
hat,  die  grösste  Wärmemenge  erzeugt;  im  zweiten,  wo  chemische 
Arbeit  zu  verrichten  ist,  ist  die  gewonnene  Wärmemenge  gerade 
um  so  viel  geringer,  als  man  wieder  erhält,  wenn  man  die  durch 
Zersetzung  des  Wassers  erhaltenen  Gase  verbrennt  und  sie  da- 
durch wieder  zu  Wasser  vereinigt;  eine  ähnliche  Verminderung 
der  Wärme  wird  man  am  Schliessungsdrathe  des  dritten  Elektro- 
motors bemerken,  sie  beträgt  aber  gerade  so  viel,  als  nach  dem 
mechanischen  Aequivalente  der  Wärme  an  bewegender  Kraft  für 
die  eingeschaltete  Maschine  verwendet  werden  muss.  Hier  findet 
also  Umsetzung  der  Elektricität  in  Wärme,  dieser  in  Arbeitskraft 
oder  in  elektrolytische  Kraft  Statt  und  allenthalben  herrscht  das 
Gesetz  der  Aequivalente.  Die  stromende  Elektricität  in  einem 
galvanischen  Elektromotor  scheint  selbst  auf  Kosten  der  Wärme 
hervorgebracht  zu  sein ,  die  bei  der  Oxydation  des  Zinkes 
erzeugt  wird;  denn  die  Stromstärke  ist  bei  sonst  gleichen  Um- 
ständen dem  Gewichte  des  oxydirten  Zinkes  proportionirt  und  es 
tritt  an  der  Stelle,  wo  die  Oxydation  vor  sich  gebt,  nicht  die 
Wärrae  auf,  welche  sonst  diesen  chemischen  Process  begleitet 
Ob  Aehnliches  bei  der  Elektricität  andern  Ursprungs  vor  eich 
gehe,  ist  weder  erwiesen  noch  widerlegt. 

Diese  Betrachtungen  fuhren  den  Naturforscher  auf  einen  Stand- 
punkt, von  dem  aus  ihm  die  Elektricität  wie  ein  ganz  anderes 
Wesen  erscheinen  muss,  als  dieses  bisher  der  Fall  war.  Sie  ist 
so  wenig  feuriger  Natur  als  der  Hammer,  durch  dessen  Schläge  ein 
Stück  Eisen  glühend  wird*  wiewohl  sie  unseren  Sinnen  fast  immer 
nur  in  dieser  Begleitung  erscheint;  der  Blitz  fährt  nur  darum  als 
leuchtender  Strahl  vom  Himmel,  weil  eio  grosser  Theil  seiner  Ar- 
beitekraft durch  den  Leitungswiderstaud  der  Luft  in  Winne  um- 
gesetzt wird;  er  zündet  daher  nur  solche  Gegenstände  an,  die 
sieh  seinem  schnellen  Fortschreiten  entgegensetzen,  und  läset  jene 
unbeschädigt,  die  'rhn  nicht  aufzuhalten  soeben.  Eben  darin  hm* 
steht  ja  die  Wirkung  der  metallenen  Blitzableiter.  Auch  über  den 
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innern  Grund  der  Elektricität  geben  uns  die  vorher  erörterten 
Gesetze  wenigstens  negative  Aufschlüsse.  Man  kann  nämlich  nicht 
mehr,  wie  bisher,  eine  specifische  elektrische  Materie  annehmen; 
denn  eine  solche  ist,  da  ihr  Quantum  keiner  Veränderung  unter* 
liegen  kann,  mit  dem  Princip  der  Umwandlung  der  Elektrieität  in 
Wärme  und  Arbeitskraft  unverträglich.  Mit  der  elektrischen  Materie 
fallt  zugleich  die  magnetische,  da  die  Ansicht,  die  magnetischen 
Erscheinungen  röhren  von  elektrischen  Strömen  her,  mit  Recht 
immer  mehr  Boden  gewinnt.  Somit  ist  das  Reich  der  Imponde- 
rabilien in  der  Naturlehre  seinem  Ende  nahe  und  die  Zeit  vorüber, 
wo  unwägbare  Stoffe  als  eben  so  viele  wissenschaftliche  Kobolde 
In  jedem  Zweige  der  Naturwissenschaft  ihren  unheimlichen  Spuk 
getrieben  haben. 

Auch  die  chemischen  Kräfte  folgen  den  Gesetzen  der  Um- 
setzung der  Kräfte  nach  bestimmten  Aequivalentenverhältnissen. 
Es  ist  nämlich  erwiesen,  dass  bei  jeder  chemischen  Vereinigung 
zweier  Stoffe  zu  einem  stabilen  Producte  Wärme  entwickelt  wird 
und  zwar  in  derselben  Menge,  die  Verbindung  mag  schnell  oder 
langsam,  auf  einmal  oder  successive  aus  ihren  Bestandteilen 
gebildet  werden.  Bei  einigen  solchen  Bildungen,  z.  B.  bei  der 
Vereinigung  von  Sauerstoff  und  Wasserstoff  zu  Wasser,  ist  zu- 
gleich, wie  schon  erwähnt  worden,  experimentell  nachgewiesen, 
dass'  das  bei  der  Vereinigung  der  Stoffe  gewonnene  Wärmequan- 
tum genau  dem  Aequivalente  der  bei  der  chemischen  Zerlegung 
dieser  Verbindung  verbrauchten  Arbeitskraft  entspreche.  Man  kann 
daher  annehmen,  dass  die  durch  eine  chemische  Wirkung  erzeugte 
Wärmemenge  ein  Mass  für  die  bei  dem  Processe  in  Wirksamkeit 
getretene  chemische  Kraft  ist  Unter  solchen  Umständen  kann  die 
Behauptung,  dass  durch  chemische  Kräfte  Arbeit  erzeugt  werde, 
nicht  befremden.  Doch  kennen  wir  keinen  bestimmt  nachgewie- 
senen Fall,  durch  welchen  unwidersprechlich  dargethan  wäre,  das« 
aus  chemischen  Kräften  unmittelbar  Arbeitskraft  hervorgehe.  In 
allen  bisher  zur  genügenden  Klarheit  gediehenen  Vorkommnissen 
erfolgt  die  Umsetzung  der  chemischen  Kräfte  in  Arbeitskraft  ent- 
weder mittelst  der  Wärme  oder  der  Elektricität.  Ein  Beispiel 
des  ersteren  Vorganges  liefern  die  Dampf-  und  Luftmascbinen, 
einen  Beleg  für  letzteren  die  elektro  -  magnetischen  Bewegungs- 
apparate. 

Der  Vorgang  bei  der  Dampfmaschine  und  diesem  analog  auch 
bei  der  Luftmaschine  ist  schon  früher  berührt  worden.  Jeder 
Gran  Kohle,  der  unter  dem  Kessel  der  Maschine  vollkommen 
verbrennt,  liefert  in  Folge  des  chemischen  Processes  der  Ver- 
brennung 0*908  Wärmeeinheiten  oder  1241  Fusspfund  Arbeit,  wenn 
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alle  Wärme  zur  Erzeugung  von  Dampf  oder  zur  Erhöhung  der 
Spannkraft  der  Luft  verwendet  und  vollständig  in  Arbeit  umge- 
setzt wird.  In  dem  Masse  als  diese  Voraussetzungen  nicht  ein- 
treffen, bleibt  auch  der  Effect  der  Maschine  hinter  dieser  Grosse 
zurück.  Im  Allgemeinen  geschieht  dieses  in  desto  höherem  Masse, 
je  weniger  die  Temperatur  des  Condensators  von  der  des  Kessels 
abweicht.  Der  wirkliche  Effect  beträgt  oft  kaum  20  pCt  des  nach 
der  früheren  Voraussetzung  berechneten. 

Eide  andere  Vorrichtung,  welche  auf  der  aus  chemischen  Kräf- 
ten entspringenden ,  durch  Wärme  vermittelten  Arbeitskraft  beruht, 
ist  das  Schiessgewehr.  Bei  jedem  Schusse  soll  die  Wärme, 
welche  aus  der  Vereinigung  der  Kohle  mit  Sauerstoff  zu  Kohlen- 
säure und  des  Kali  aus  dem  Salpeter  mit  Schwefel  zu  Schwe- 
felkalium entsteht,  vermindert  um  die  Vereinigungs wärme  des 
Stickstoffes  und  des  Kaliums  mit  Sauerstoff,  vollständig  in  Ar- 
beitskraft umgesetzt  werden.  Ein  Gran  Schiesspulver  sollte  so- 
nach beim  Abbrennen  0*291  Wärraeeinheiten  oder  398  Fusspfund 
Arbeit  liefern.  Allein  nicht  alle  Wärme  wird  in  Arbeitskraft  um* 
gesetzt,  wie  schon  die  Erhitzung  des  Gewehrlaufes  ersehen  lässr, 
und  nicht  die  ganze  Arbeitskraft  wird  zum  Forttreiben  der  Kugel 
verwendet,  indem  ein  Theil  davon  den  Knall  erzeugt,  der  den 
Schuss  begleitet. 

Wird  eine  elektro  -  magnetische  Mascnine,  z.B.  ein  Barlow- 
sches  Rad,  in  Bewegung  gesetzt,  so  geht  in  der  Hegel  die  bewe- 
gende Kraft  ursprünglich  von  der  Oxydation  des  Zinkes  einer 
galvanischen  Batterie  aus,  und  zwar  in  der  Art,  dass  zuerst  die 
Verbindungswärme  des  Sauerstoffes  mit  Zink  als  elektrischer  Strom 
auftritt,  der  in  Folge  des  im  Stromleiter  herrschenden  Leitungs- 
widerstandes wieder  in  WTärme  und  dann  in  Arbeitskraft  umgesetzt 
wird.  Je  mehr  Kraft  die  Maschine  zu  ihrer  Bewegung  in  An- 
spruch nimmt,  desto  weniger  Wärme  bleibt  übrig.  Es  ist  schon 
früher  gezeigt  worden,  dass  dieser  Abfall  an  W7ärme  gerade  so 
gross  sei,  als  dem  mechanischen  Aequivalente  der  verwendeten 
Arbeit  gemäss  ist.  Die  Wärmemenge,  welche  aus  der  Oxydation 
von  einem  Gran  Zink  einer  Daniell' sehen  Batterie  hervorgeht 
und  vom  elektrischen  Strom  in  den  Leitungsdrath  überführt  wird, 
beträgt,  wenn  keine  mechanische  Arbeit  zu  verrichten  ist,  0*157 
Wärmeeinheiten,  und  jjiese  entspricht,  ganz  in  Arbeit  umgesetzt, 
einer  Leistung  von  2l4i  Fusspfund.  Da  auch  hier  nur  ein  Theil 
der  Wärme  zu  Arbeitskraft  wird,  so  muss  in  demselben  Verhält* 
niss  das  Ergebniss  fiir  die  Maschine  geringer  ausfallen. 

Wir  wissen  wohl,  dass  jene  bewunderungswürdigen  Maschi- 
nen, die  wir  lebende  Körper  nennen,  aus  chemischen  Kräften  ihre 
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Arbeitskraft  schöpfen.  Ob  aber  Wärme  oder  Etektricität  die  Ver- 
mfttfer  seien,  oder  ob  die  chemischen  Procesee  unmittelbar  ans 
sich  Arbeitskran  hervorbringen,  hat  bisher  noch  nicht  ins  Klare 
gebracht  werden  können.  Vor  der  Hand  wird  die  Vermittlung 
eines  elektrischen  Stroms  Htr  das  Wahrscheinlichere  gehalten. 
Dass  bei  dieser  Unentschiedenheit  der  Sache  Berechnungen  Ober 
den  mechanischen  Effect  dieser  organischen  Triebwerke  rmr  auf 
sehr  unsicherer  Grundlage  beruhen,  ist  für  sich  klar,  »ess unge- 
achtet aber  unterliegt  es  keinem  Zweifel,  dass  der  thierische 
Organismus,  abgesehen  von  den  zahlreichen  Zwecken  eigener 
Art,  die  zu  realisiren  er  bestimmt  ist,  schon  in  blosser  Rucksiebt 
auf  die  ökonomische  Verwendung  von  Arbeitskraft  eine  Maschine 
von  viel  grosserer  Vollkommenheit  sei»  als  bis  jetzt  die  »ensch- 
liehe Erfindungskraft  zu  liefern  im  Stande  war. 

Den  chemischen  Kräften  ist  sowohl  in  der  Weltokonomie  als 
im  Haushalte  der  Menschen  eine  sehr  bedeutende  Rolle  zugewie* 
sen.  Sie  sind  wirksam  beim  Keimen  und  Wachsen  der  Pflanzen, 
bei  der  Ausbildung  und  beim  Keifen  der  Früchte,  die  Leiber  der 
Thiere  werden  durch  solche  Kräfte  fortgebildet,  ihre  Kraft  wächst 
und  schwindet  mit  diesen.  Die  Macht  eines  Staates  beruht  gros- 
sen Theils  auf  der  Menge  und  Stärke  der  chemischen  Kräfte, 
über  die  er  zu  disponirep  hat,  und  die  materielle  Macht  im  Kriege 
ist  die,  welche  die  chemische  Kraft  des  Schiesspulvers  nnd  der 
Nahrungsmittel  für  Manu  und  Pferd  liefert. 

Die  Gesetze,  zu  deren  Kenntniss  man  zumeist  durch  den 
Kräftenwechsel  nach  bestimmten  Aequivalenten  gelangt  ist,  lassen 
uns  die  Natur  als  eineu  wohlgeordneten  Haushalt  mit  einer  gege- 
benen Summe  von  unzerstörbaren  Kräften  erkennen,  von  Kräften, 
die  in  verschiedenen  Formen  ihre  Wirksamkeit  äussern  und  von 
denen  eine  ihre  Macht  von  der  andern  borgt.  Wenn  beim  Wech- 
sel der  Kräfte  von  einer  etwas  verloren  zu  gehen  scheint,  so 
können  wir  das  Aequivalent  des  Abgängigen  sicher  in  einer  andern 
Form  zu  finden  hoffen.  Stossen  zwei  Korper  zusammen ,  und 
scheint  nach  dem  Stosse  eine  geringere  Summ«  von  Arbeitskräften 
vorhanden  zu  sein,  als  vor  demselben ;  so  ist  ein  Theil  der  Be- 
wegung dazu  verwendet  worden,  den  Stoss  hörbar  zu  machen, 
die  Korpertbeile  einander  bleibend  näher  zu  bringen  oder  Wärme 
zu  erzeugen.  Wenn  die  Zugthiere  an  unseren  Fuhrwerken,  die 
Lecomotive  an  den  Eisenbahnziigen  ungeachtet  ihrer  steten  Wirk- 
samkeit doch  nicht  eioe  stets  wachsende  Geschwindigkeit  der 
Last  hervorbringen,  so  findet  sich  das,  was  an  fortschreitender 
Bewegung  verloren  gegangen  rat,  in  der  oft  nur  zitternden  Bewe- 
gung der  Equipage,  in  dem  Geräusche,  das  der  Zug  verursacht, 
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and  als  Wirme  an  den  erhitzten  Axen  und  Zapfenlagern  wieder. 
Die  Reibung  vermindert  zwar  die  Bewegung  der  Massen,  über- 
trägt sie  aber  an  ihre  Molecule.  Davon  machen  selbst  tropfbare 
Körper  keine  Ausnahme,  und  jedes  Wasserrad,  jeder  auf  steini- 
gem Boden  dahin  rieselnde  Bach  ist  in  so  ferne  der  Sita  von  Um- 
setzung, wenn  auch  nur  eines  kleinen  Theils  der  bewegenden 
Kraft  in  Wärme.  Der  Widerstand,  den  die  Bewegung  des  Blu- 
tes im  thierischen  Körper,  besonders  beim  Uebergange  in  die 
häufigen  Anastomosen  und  endlich  in  die  höchst  fein  verzweigten 
Wundernetze,  erfahren  muss,  beeinträchtigt  wohl  die  Circulatioo, 
kann  aber  nicht  ermangeln,  etwas  zur  Erhöhung  der  Temperatur 
des  Körpers  beizutragen. 

80  lange  eine  Bewegung  im  luftleeren  Räume  vor  sich  geht, 
bleibt  die  ganze  Arbeitskraft  auf  die  bewegte  Masse  ubertragen, 
der  Eintritt  in  ein .  widerstehendes  Mittel  hat  aber  alsobald  einen 
scheinbaren  Verlust  an  Arbeitskraft  zur  Folge ,  die  jedoch  in  der 
frei  gewordenen  Wärme  den  entsprechenden  Ersatz  findet.  Ein 
grosser  Widerstand,  wie  er  bei  sehr  schnellen  Bewegungen  ein- 
tritt, kann  selbst  eine  Erhitzung  der  bewegten  Masse  bis  zum 
Glühendwerden  zur  Folge  haben.  Das  Erglühen  der  aus  dem 
Weltraum  in  die  Erdatmosphäre  eintretenden  Meteormassen  erklärt 
sich  hieraus  genügend.  Der  Rechnung  gemäss  reicht  schon  eine 
Geschwindigkeit  von  1000  F.  in  der  Secunde  hin,  um  eine  Tem- 
peraturerhöhung bis  zu  1000°  C,  also  bis  zum  starken  Glühen, 
hervorzubringen.  Massen,  die  wie  die  Sternschnuppen  gar  eine 
Geschwindigkeit  von  18 — 36000  Kl.  besitzen,  können  leicht  bis 
zum  Schmelzen  erhitzt  und  io  unsichtbare  Partikelchen  zerstiebt 
werden.  Daher  mag  es  auch  kommen,  dass  Meteorsteinfalle  oft 
von  trockenem  Meteorstaub  oder  gar  von  einem  ausgedehnten 
Feuerschein  wie  von  einer  glühenden  Wolke  begleitet  sind.  Die 
grosse  Häufigkeit  von  Sternschnuppenfallen,  deren  zu  gewissen 
Zeiten  nach  J.  Schmidt  13  —  15  in  einer  Stunde  innerhalb  des 
Gesichtskreises  einer  einzigen  Person  vorkommen,  würde  sogar 
die  Behauptung  nicht  als  widersinnig  erscheinen  lassen,  dass  die 
dabei  entwickelte  Wärme  den  thermischen  Zustand  der  Atmo- 
sphäre merklich  afnciren  kann. 

Nach  diesen  Betrachtungen  zeigen  sich  uns  die  sogenannten 
Hindernisse  der  Bewegung,  Reibung  und  Widerstand  des  Mittels, 
von  einer  andern  Seite,  als  man  sie  anzusehen  gewohnt  ist.  Sie 
vernichten  keine  Kraft,  sondern  setzen  sie  nur  in  einander  um. 
Besonders  werden  durch  ihren  Einfluss  Bewegungskräfte  in  Wärme 
umgewandelt  Aber  gerade  diese  Wirkung  ist  für  da«  Leben  in 
der  Natur  nicht  ohne  grosse  Bedeutung.    Die  Wärme  kann  nänv 
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lieh  nie  wieder  vollständig  zur  Arbeitskraft  werden,  wie  dieses 
schon  früher  gezeigt  worden  ist.  Dazu  kommt  noch,  dass  auch 
die  chemische«  Kräfte  in  dem  Maasse,  als  sie  Verbindungen  be- 
werkstelligen, die  Form  der  Wirme  annehmen,  die  wieder  nur 
»um  Theile  in  Arbeitskraft  umgewandelt  werden  kann,  und  somit 
mäsate  der  Vortath  an  Arbeitskraft  immer  geringer  .werden  und 
der  Quell  des  Lebens  miisste  nach  und  nach  ganz  versiegen,  wenn 
nicht  von  anderer  Seite  für  Abhilfe  gesorgt  wäre.  Diese  schaffit 
die  Natur  selbst  hauptsächlich  dadurch,  erstens  dass  uns  von  der 
Sonne  fortwährend  Strahlen  zugesendet  werden,  welche  bewegende 
Kraft  und  die  Bedingungen  des  Lebens  mit  sich  führen,  und  zwei- 
tens durch  die  dem  Erdkörper  und  den  Planeten  vom  Anbeginn 
her  eingepflanzten  Bewegungen.  Versuche,  welche  schon  im 
Jahre  1838  von  Pouillet  in  Paris  angestellt  wurden ,  lehren,  dass 
in  der  Voraussetzung  einer  gleichförmigen  Vertbeilung  des  Ein- 
flusses der  Sonne  auf  die  ganze  Erdoberfläche  in  einer  Minute 
einer  Fläche  von  1  Quadratcentimeter  0*4408  Wärmeeinheiten  zu- 
strömen, wonach  auf  1  Wiener  Quadratzoll  in  1  Minute  54  Wär- 
meeinheiten oder  an  Arbeitskraft  7518  Fusspfund  entfallen«  In 
einem  Jahre  belauft  sich  dieser  Zufluss  auf  2*871804  Wärmeehv 
neiten  oder  3926  Millionen  Einheiten  von  Arbeitskräften.  Er  wäre 
,  im  Stande,  eine  die  ganze  Erde  umhüllende  Eisrinde t von  97 £  Fuss 
Dicke  zu  schmelzen.  Man  könnte  mit  Sonnenstrahlen  an  einem 
heiteren  Sommertage  einen  Dampfkessel  heizen  und,  wenn  die 
der  erwärmenden  Einwirkung  ausgesetzte  Kesselfläche  gross  genug 
wäre,  die  Kraft  mehrerer  Pferd ekrnfte  erzielen.  Thomson  be- 
rechnet, dass  für  eine  Pferdekraft  eine  solche  Fläche  von  1800 
Quadratfuss  erforderlich  wäre. 

Die  Sonne  bewirkt  nicht  blos  eine  Anhäufung  der  Wärme  auf 
der  Erde,  sondern  vermittelt  selbst  die  Umsetzung  derselben  in 
Arbeitskraft.  Indem  sie  die  Federkraft  der  Luft  stärkt,  erzeugt 
sie  die  Luftbewegungen,  welche  unsere  Windmühlen  treiben,  die 
Segel  der  Schiffe  schwellen  und  schwimmende  Lasten  in  ferne 
Länder  tragen ;  indem  sie  den  Fluthen  des  Meeres  Federkraft 
verleibt,  bewirkt  sie  ihr  Emporsteigen  in  die  Regionen  der  Wol- 
ken, wo  sie  Luftströme  fassen  und  in  entfernte  Gegenden  der 
Erde  treiben,  damit  sie  daselbst  als  Regen  herabfallen,  die  Quel- 
len und  Flüsse  nähren  und  an  diesen  ein  reiches  Magazin  von 
mechanischer  Kraft  eröffnen,  aus  welchen  der  Mensch  entnimmt, 
was  er  zur  Bewegung  von  Wasserrädern  und  zum  Fortschaffen 
von  Lasten  aus  höheren  Gegenden  in  tiefer  gelegene  benötbigt 

Endlich  führt  uns  die  Sonne  einen  reichen  Segen  chemischer 
Kräfte  zu,  denen  wir  das  Entstehen  der  für  unsere  Zwecke  wich- 
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tignten  Producte  verdanken.  Durch  den  Einfluss  ihrer  Manien 
auf  die  grünen  Pflanzentbeile  wird  die  Kohlensäure  zersetzt,  der 
Sauerstoff  als  Gas  ausgeschieden  und  der  Kohlenstoff  angesanv 
melt.  Dieser  Stoff  ist  nun  selbst  wieder  die  Quelle  von  Licht  und 
Wärme,  wie  die  Sonne ,  und  zugleich  der  mächtigste  Motor  für 
menschliche  Zwecke.  Nach  Lieb  ig  wachsen  in  einer  der  frucht- 
bareren Gegenden  Deutschlands  auf  einer  Bodenfläche  von  2500 
Quadratmeter  oder  nicht  ganz  einem  halben  österr.  Joch  in  einem 
Jahr,  wenn  es  Waldhoden  ist  2650  Pfund  lufttrockenes  Brennholz, 
wenn  es  Wiesengrund  ist  2500  Ct.  Heu  und  wenn  es  Ackerland 
ist  800  Pf.  Roggen  und  1780  Pf.  Stroh.  4)as  besagte  Quantum 
Brennstoff  enthält  1007  Pf.,  das  Heu  1018  Pf.,  der  Roggen  und 
das  Stroh  1044  Pf.  Kohlenstoff,  demnach  im  Durchschnitte  aus 
allen  drei  Erzeugnissen  1023  Pf.  oder  für  1  österr.  Quadratklafter 
in  runder  Zahl  1J  Pf.  Da  l  Pf.  Kohle  beim  Verbrennen  5230 
Wärmeeinheiten  liefert,  so  entfallen  für  die  Kraft  erzeugende 
Wirkung  des  Sonnenlichtes  für  1  österr.  Quadratklafter  des  mit 
Vegetation  bedeckten  Bodens  in  einem  Jahre  7845  Wärmeeinhei- 
ten oder  eine  Arbeitskraft  von  10J  Millionen  Fusspfund. 

*       *  * 

Alle  diese  mächtigen  Wirkungen  sind  aber  nur  ein  bliebst 
kleiner  Theil  des  gesamraten  Kraftausflusses  der  Sonne,  denn 
diese  bestrahlt  einen  kugelförmigen  Raum ,  der  weit  über  die  Erde 
hinausreicht,  und  in  welchem  der  Erdkörper  nur  eis  kleines 
Sternchen  erscheint.  Die  erwärmende  Kraft  der  Sonne,  Se  blos 
von  einem  Quadratzoll  ihrer  Oberfläche  in  1  Minute  ausgebt,  be- 
lauft sich  nach  Pouillet  auf  1062257  Wärmeeinheiten,  ist  also 
nur  im  Verhältniss  von  10:27  kleiner  als  die  Erwärmung,  die 
efaem  gleichen  Stück  der  Erdoberfläche  in  einem  ganzen  Jahre 
von  der  Sonne  zu  Theil  wird.  .  . 

Nach  diesen  Ergebnissen  ist  die  Sonne  nicht  mehr  blos  die 
Herrin  des  Tages,  ihr  Strahl  nicht  blos  der  Herold  von  Millionen 
Sternen  und  ihrer  tausendjährigen  Geschichte;  sie  hat  ihre  hohe 
Bestimmung  nicht  schon  erreicht,  indem  sie  dem  Krystall  seinen 
Glanz,  dem  Diamant  sein  Feuer  verleiht,  das  Grün  der  Blätter 
schafft  und  den  bunten  Schmelz  der  Blumen.  Nebst  Liebt  und 
Wärme  auch  Kraft  auszuspenden ,  ist  ihre  grosse  Aufgabe.  Jede 
Linie,  die  wir  von  der  Erde  nach  irgend  einem  Punkte  der  Sonne 
ziehen  können,  bezeichnet  die  Strasse,  auf  welcher  Segen  zu  uns 
kommt,  der  auf  der  Erde  angelangt  in  Stoffen  eigener  Art  depo« 
nirt  wird,-  um  daraus  entnommen  werden  zu  können,  wenn  es  für 
die  grosse  Welt  -  Oekonomie  oder  für  menschliche  Zwecke  not- 
wendig ist  Aber  wird  denn  die  Sonne  stets  mit  derselben  Kraft 
wirken  können  und  wird  sie  immerfort  im  Stande  sein,  zu  ersetzen, 
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was  durch  «ten  Stelen  Wechstider  Kräfte  Wfdie  Erhaltung  da» 
Leben«  verloren  geht  ode»  wird  durch  ifcf en  Efaifltes  d«.  Zeünubkt 
nur  weiter  Wnai»egi>rückt,  Wo  das  *  grosse  Uhrwerk  t»  Stillstand 
gerät*;  weil  das  Gewicht,  durch  da«  es  im  Gange  ethalUn  wird, 
«Werten  Ist  *  Nach  unserer  gegenwärtigen  Einsicht  dürfte  ^wohl 
lefVferes  für  das  Wahrscheinlichere  igelten,  da  alle  Mittel >  «okA 
Lerche  der  Sonne  für  ihren  steten  Verlost  Ersate  werden  soll, 
'selbst  als  <let  Erschöpfung  unterliegend  an( 


Eine,  jedoch  verhältnissmässig  nur  geringe  Unterstützung  in 
dein  Geschäfte,  der  Erde  Kraft  zuzuführen,  findet  die  Sonne  in 
dem  Kraftvwrrathe,  welchen  der  Erdkörper  in  Folge  seiner  Axen- 
drehung  und  der  Bewegung  des  Mondes  um  ihn  besitzt.  Diese 
Kraft  ist  reine  Arbeitskraft  und  ihre  Verrichtungen  bestehen  zu- 
nächst in  der  Unterhaltung  jener  Bewegung  des  Meeres,  die  unter 
dem  Namen  Ebbe  und  Fluth  bekannt  ist,  aus  der  aber  mehrfache 
Crosse  Strömungen  im  Weltmeere  und  in  der  Atmosphäre  hervor, 
gehen  die  selbst  zu  menschlichen  Zwecken  vielfach  angewendet 
werden.  Sie  erscheint  klein  gegen  die  Macht  a>r  Sonne,  jedoch 
sehr  bedeutend  gegen  das,  was  menschliche  Kräfte  zu  leisten 
vermuten,  Hein  in  ersterer  Beziehung,  da  sie  nach  Thomson 
nur  ein  Aeqftivatent  bietet  für  eine  dreistündige  Bestrahlung  der 
Erde  durch  die  Sonne,  bedeutend  in  der  totstem,  weil  sie  nach 
Bessel  eine  Wasser  menge  von  200  Kubikmeilen  in  6»  Stunden 
von  einem  Quadranten  der  Erde  zum  andern  überführt,  eine  Masse, 
dir*  einen  grosseren  Raum  einnimmt,  als  200  MiuWn  Bauwerke, 
deren  jedes  der  grössten  der  egyptiseben  Pyramiden  gleichkäme 
und  gewiss  200  Mal  grösser  ist  als  alles,  was  die  Kräfte  der 
Menschen  und  die  ihnen  zu  Gebote  stehenden  Mittel  von  der  Sund* 
fluth  an  bis  jetzt  beträchtlich  von  der  Stelle  gebracht  haben. 

Nimmt  man  die  Kräfte,  welche  wir  vom  irdischen  Standpunkte 
ans  mit  menschlichem  Erkenntnis* vermögen  zu  erforschen  vet' 
mochten,  als  allgemein  im  Weltall  herrschend  an ;  so  erscheint 
die  Behauptung  gerechtfertigt,  duss  die  Auslagen  aur  Erhaltung 
der  grossen  Welt- Oekonomie  in  dem  Ertrage  der  chemischen 
Kräfte  der  Nahrungsmittel  und  Brennstoffe,  der  Gravitation  der 
Materie  nnd  der  natürlichen  Wärme  die  Bedeckung  finden.  Alle 
diese  Kräfte  eind  zu  einem  einheitlichen  Ganzen  verbunden,  und 
erscheinen  nur  als  verschiedene  Wirkungsformen  einer  und  der- 
selben Patena.  Was  die  Naturpbilosophen  lange  gesucht  aber  nicht 
gefunden  haben,  bat  uns  das  Princip  des  Kräfte  wechseis  nach 
äquivalenten  Verhältnissen  aufgedeckt  nnd  uns  dadnreh  ja^e* 
Bau  der  Welte«  und  in  den  Plan  der  Vorsehung  einen  BlicfcJ» 
than  gestattet,  wie  man  seit  Newton's  Zeiten  keine«  so 
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vermochte.  Er  kanrr  nicht  verfehlen,  den  N^iwwissenschesTlen  mi 
rreier  Beziehung  eine  neue  Gestalt  au  geben  and  k.  Akade- 
mie der  Wissenschaften  wird  nicht  ermangetp,  at  dieser  Reform 
ihr  Scharflein  beimtraaren.  •        >  ' 


lieber  zwei  besondere  Methoden  der  Ausziehtrag  def 
Quadratwurzel,  mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  Ver- 
dienste des  italienischen  Mathematikers  Pietro  An- 
tonio Cataldi,  wahrscheinlich  des  ersten  Erfinders 

der  Kettenbrüche. 

Von  '  •  » 

dem  Heransgeber. 

.  ■  < .    i 

.ii      i  < 

In  seiner  Histoire  de«  scienoes  mathematiques  ob 
It4lie.  T.  IV.  p.  87*  macht  Herr  Libri  auf  einen  wenig  bekann- 
ten italienischen  Mathematiker  aufmerksam,  der  selbst  weder  von 
Mob tuC la,  noch  von  Chasles  in  ihren  bekannten  Werke»  ex- 
wähnt  wird.    Dieser  durch  scharfsinnige  Erfindungen  auagezeiebr., 
nete  Man»,  welcher  in  würdigster  Weise  sich  den  vielen  trefflichen., 
italienischen  Mathematikern  anscbliesst,  welch«  dweb  dte  haupt-, 
sächlich  von  ihnen  ausgegangene  weitere  Ausbildung  der  Algebra-, 
ihren  Namen  eine  so  grosse  Berühmtheit  auf  ewige  Zelten  ge-, 
sichert  haben,  ist  Pietro  Antonio  Cataldi,  schon  im  Jahre 
1563  Professor  zu  Florenz,  1572  Professor  zu  Perugia,  und  seit 
1584,  WabrsebeffrKch  ohne  Unterbrechung  drei  und  vierzig!  Jahre 
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lang  bis  zu  seinem  Tode,  Professor  an  der  Universität  zu  Bologna. 
Unter  verschiedenen  anderen  bemerkenswerthen  Arbeiten  dieses 
jedenfalls  sehr  ausgezeichneten  Mathematikers  macht  Libri  haupt- 
sächlich auf  zwei  von  demselben  angegebene  eigen  thumliche  Me- 
tboden der  Ausziebung  der  Quadratwurzel  aufmerksam,  über  die 
er  sich  in  folgender  Weise  ausspricht:  „Son  Tratte*  de  la  ma- 
nicre  expöditive  de  trouver  la  racine  carrle  des  nom- 
hres  renferme  deuz  ide'es  fondamentales,  qui  auraient  dd  lui 
assurer  une  place  distingoee  dans  l'histoire  des  mathematiques : 
ce  sont  l'emploi  des  suites  ind4finies  pour  approcher  indefiniraent 
des  racines  carrees,  ä  l'aide  d'un  procede*  uniforme  qui  donne 
«uccessivement  tous  les  termes  de  la  serie,  et  l'emploi  des  fractions 
conti nues  que  Ton  attribue  commun4ment  ä  ßrouncker.  II  est 
vrai  que  les  nuinerateurs  des  diverses  fractions  ne  soot  pas  tou- 
jours  l'unite,  mais  cela  est  sans  importance:  ttdde  est  la  minie, 
et  Ton  ne  peut  refuser  ä  Cataldi  le  raärite  de  cette  decouverte, 
qui  a  joue*  plus  tard  un  si  grand  röle  dans  la  th4orie  des  nombres. 
II  faut  meme  aj outer  que  dans  l'emploi  des  series  indefinies,  il  a 
eu  soin  de  döterminer  les  limites  des  erreurs  et  les  restes  des 
series.  II  a  recönnu,  dans  ceftains  cas,  quen  prenant  successi- 
vement  un  terme  de  plus  dans  la  seYie,  on  avait  toujours  alter- 
nat\veroent  des  resultats  plus  grands  ou  plus  petits  que  la  valeur 
demandee.  Ces  recherches  sont  fort  interessantes,  et  tous  les 
geometres  y  reconnaitront  les  premiers  germes  des  plus  remar- 
quables  d^couvertes  analytiques.  On  reconnait  lä  certainement 
Tempi  oi  des  series  des  Tan  nee  1613,  c'est  ä  dire  avant  rueme  la 
naissance  de  Wallis,  ä  qui  on  attribue  ordinairement  cette  decou- 
verte." 

Herr  Libri  hat  Cataldi's  z«ei  Methoden  der  Ausziebung 
der  Quadratwurzel  in  einer  Note  kurz  angegeben,  ohne  alle  Er- 
läuterung der  Gründe,  auf  denen  dieselben  beruhen;  die  erste 
jedoch,  wie  es  mir  scheint,  nicht  ganz  richtig,  wenigstens  nicht 
allgemein  genug,  und  die  zweite,  welche  den  Gebrauch  der  Ket- 
tenbrfiche  1n  Anspruch  nimmt,  nur  durch  ein  numerisches  Beispiel 
anschaulich  gemacht.  Da  mir  beide  Metboden  sehr  bemerken*- 
werth  scheinen,  und  dieselben  einige  Berücksichtigung  bei  dem 
mathematischen  Unterrichte  wohl  verdienen  dürften,  so  will  ich 
mir  erlauben,  in  dem  vorliegenden  Aufsatze  eine  vollständige  theo- 
retische Erläuterung  derselben  zu  geben,  in  der  Weise,  wie  ich 
selbst  mir  wenigstens  vorstelle,  dass  ihr  Erfinder  sie  gebraucht 
and  dargestellt  bat.  I 

I. 

Indem  ich  ein  für  all«  Mal  bemerke,  dass  alle  im  Folgenden 
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Buchstaben  positive  ganze  Zahlen 
Gt  eine  beliebige  Grösse*  welche  grosser  als  VN  i«tf  »<> 
also 

G,>  VN.  G%*>N 

ist. 

Man  setze: 


JV 
2G\ 


G,  —  Q  =  \GX  +  577*  =  G, ; 


so  ist 

Gt%=         WiCi  +  Cl»=/vV  Ci«. 
Man  setie  ferner: 

G4-C,==lGt+g£-  =  <;,; 

2 

80  Ist 

Auf  ähnliche  Art  setze  man  weiter: 

2G,  2g;- ci' 

Cr,  —  C,  =  \  G9  +  ^  ==  G4 ; 

so  ist 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar. 
Wenn  also 

Gt>VN,  GS>N 

9 

f  - 

ist,  so  setze  man: 

^^=Cl,  C,-C=G,;    ^\^=C,.  C-Qafiii 

Cr  *  Cr  '     iV  '  ^ ' '  ' 


u.  s.   w. ; 
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«kwwufet;  fadem  ms»  zu  den  obigen  Gleicfeuogen  di«  CMdtaig 
wo  C  weiter  zu  bestirameu  bfoauBfinmt: 

Nuo  ist  nach  dem  Vorhergebenden: 


also : 


3/. 

s 


2G4C4  =  G4»-iV  =  C,»,  C4=.^i 

S. 

W.i 


.  "  •  . 


.    v  ._     v  _  U.  8.  W.  ...        .  s    .  ^ 

und  well  nun  nach  dejn  Obigen  ( 

4V>  "  6i  >  'vffi  g,  >       G,>vtfN,  c4 >  vir,...*» 

also  • 
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Gx*GJGfGi>]SWlS, 

g^gsgsg/g^wwx,  j  t  ,  . 

U.     8.  W. 

-  • 

ist;  so  ist  nacb  dem  Vorhergehenden: 

Cl  <  5vW'  oder;  Cl  K  C'  ' 


u.   8.   w.  u.   s.  w. 

-  I  t  ,U  '     » »  .  -  f 

wo  das  Gesetz  deutlich  vor  Augen  liegt.  Quadrirt  man,  so  fin- 
det man  : 

^(wn)"""-  «<c.(g)~ 

i*i  nm.li 

U.     S.     W.  U.     8.  W. 

„     Man  denke  «ich  jetzt  a  *o  tatfhraaf*-  <Jass  *  ^ 

ist. 

Wenn  nun  jJV—flMc*. ^<fl«-f«r  ist!       setze  man 

iV  =  «»  +  &;  . 
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dann  ist  offenbar 

'      b<a,  b<\. 

Weno  2V-«»>o,  A>a*  +  «  wi,  «o  setzt  mau 

#=(„  +  !)» -6,; 

dann  ist  •  "  ' 

4,<«  +  l,  -£-,<!• 

» 

Wäre  nämlich  6,  ~  a  +  1 ,   so  wäre 


< 

also  TV^a'  +  a,  da  doch  uach  dem  Obigen  ZV>aa  +  a  ist 

Weoo  /V — —  a,   N=a*  +  a  ist,  so  kann  man 

JV  =  a*  +  o=(a  +  l)«-61 

=  a*  +  a  +  (a  +  l)-6, 


I,  wo  offenbar  im  ersten  Falle  6  =  o,  im  zweiteo  Fallt 
6,  =  a  -f  1 ,  also 

« =  iqFi  =  1 

tat 

Wenn1  AT— a4<a  ist,  so  setze  man 

'     (       .    N  =  a*  +  b,    C=«  +  45 
daon  ist 

Wenn  iV— oa>«  ist,  so  setze  man 
dann  ist 
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C=$&+Ty  c<i- 

Weno  iV-o*=^  ist,  »o  setse  ma* 

/y  =  a«  +  6a=(a  +  I)*-6l,  ^ 

«i=«+2S  «««  e'=0  +  ,-ä(4T); 

dann  igt  respeetive 
oder 

1   '  I 

Hieraus  sieht  man,  dass  man  die  ViV  fibersteigende  Grösse 
Gj  immer  so  bestimmen  kann,  dass 


ist« 

Unter  dieser  Voraussetzung  ist 

C   =    1       C»  =  1 

2V»  <  4y2**   AN  <  BW5 

1    j  «  « 

4  ■  i  k 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 


•       •     <  •  ; 

■ .  '»••!■ 


:   •    '  : \<..  ', 


■ 
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/    1    \a*— 1  /  1  \*4-l 

C«<'W)   •  w<i-(unr).....- 


11.     8.     W.  ;  U.     6.  W. 

Mit  Rucksicht  auf  difc  ans  dem  Obtgerf  bekannten  Gleichungen 

C?;»=iV+C*,  Ga*=iV>Cia,   GS=N+C*,  C?4»=iV+CiV.. 

sieht  man  hieraus,,  Äaa*  die-  mittelst  4er  irai  Qbtge«>  gegebenen 
Formeln  zu  berechnenden  Grössen 


Gl,  «s,     «4,     <?5,    /..  ,S 


sich  der  V^V  immer  mehr  und  mehr  nähern,  je  weiter  man  10 
dieser  Reihe  fortschreitet,  und»  wenn  man  nur  weit  genug  in  der- 
selben fortschreitet,  der  V^V  auch  beliebig  nahe  gebracht  werden 
können,  wobei  nach  dem  Obigen  die  in  Rede  stehenden  Grossen 
zugleich  immer  grösser  als  VN  sUkL  ; 

Im  Allgemeinen  jst  nach  *dem  Qbigen: 

c*«= n  f         i +( ~)  i, 

.>Yf>*/i!     :.!•     fi    j'l  -lui  h\1U 

folglich 

Nun  ist  bekaimtllck  •  <    y    .  s 


Nach  dem  binomischen.  JLehrsatze,  dessen*  Anwendung  hier  offen- 

:  T)lit) 


bar  verstattet  ist,  ist  aber : 
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a=v«.'1H,(SS)^.!!a  {%) 


.1.3  ;Ck-i\* 


v 


,  •  •  ■ 


1,3.5  yCfc-iV 


■    •  •  •  >  . 


oder 

-  Vrt- 12.4.6.8- VW/     2.4.6.8.10 '  ,  . 

|  1.3.5.7.9  /C*-i\"  1.3.5.7.9.11  /C*-i\'«i 
I2.4.6.8W.12VW    ^.4.6*10.12.141  I 

woran*  sieb  mittelst  elfter  ganz  einfachen  Betrachtung  auf  der 
Stelle  ergiebt,  dass  der  Fe  Wer  i  welchen  man  begeht,  weon  man 


setzt,  jederzeit  kleiner  als  . . ,  _  f 

also  oacb  dem  Obigen  jederzeit  Meiner  als 

...  ...     ,  •  ,  - 

i#lg|ieJi  auf  jede»  Fall  Immev  4Uioer  «l*      l  / 


I    \*      ~ 1 


ist.  ,       (.  (  t  j 

Am  einfachsten  berechnet  man,  nachdem  Gx  mittelst  der  oben 
angegebenen  Regeln  bestimm^  *orfon  ist,  die  Grössen 

>1  *•«.»{»  iii  in 


Digitized  by  Google 


284  Gruner  t:  Veber  %wei  besondere  Methoden 

G»=iC4+2^=i(C«+^r), 


♦ 


U*  0.  TV  , 

V 

Um  ein  Beispiel  zu  gellen,  w ollen  wir  /V=19  setzen.  Weil 
in  diesem  Falle  a  =  4  und  folglich  iV- ««=19- 16  =  3,  also 
N — ««  <  a  ist,  so  muss  man 

• 

jV=o»  +  6  =  16  +  3,  fr=3; 
folglich  '  ' 


i.  Rechnet  man  nun  nur  bis  auf  sieben  Decimalstellen  ge- 
nau, und  geht  bloss  bis  G9,  so  erhält  man  folgeode  Rechnung: 

(?!  =4,3750000 

\Gt  =2,1875000 

■ 

JSiZGt  =2,1714286 
G,= 4,3589286 
4G,=2,1794643 
Ni2G% =2,1794346 
GB= 4,3588989 

Wenn  man  Vl9=  Gn  setzt,  so  ist  nach  dem  Obigen  der  Feh- 
ler kleiner  als 


also  kleiner  als 


2-24756712 


> 


woraus  sich  ergiebt,  dass  der  obige  Werth  Ton  Gt  die  Vl9 
mindestens  auf  die  oben  berechneten  sieben  DeciroaLsteUeo 


Digitized  by  Google 


der  Ausziehuno  der  Ouadralwur%el ,  etc.  285 

richtig  liefert;  und  durch  die  gewöhnliche  Methode  der  Anzieh- 
ung der  Quadratwurzel  erhält  man  auch  in  der  Tbat 

V19  =  4,3688989. 

Wäre  man  bis  £4  gegangen  und  hätte  Vl9=Cr4  gesetzt,  so 
wäre  nach  dem  Obigeo  der  Fehler  jedenfalls  kleiner  als 

^(lölw)      =5*(ld~i9)  9 

woraus  man  sieht,  eine  wie  ungemein  schnelle  Näherung  die  von 
Cataldi  angegebene  Methode  in  der  That  gewährt,  und  es  ist  daher 
unser  obiges  Urtheil  Aber  dieselbe,  dass  sie  die  Aufnahme  in  den 
mathematischen  Unterricht  wohl  verdiene,  gewiss  gerechtfertigt. 
Der  Logarithmus  der  obigen  Fehlergränze  für  6r'4  =  y!9  ist 

0,7167948—19, 

woraus  man  sieht,  auf  eine  wie  grosse  Anzahl  von  Deei mal 8 tei- 
len Schon  (?4  die  V'9  richtig  liefert,  weshalb  die  Metbode  des 
genannten,  bisher  fast  gar  nicht  bekannten  italienischen  Mathema- 
tikers gewiss  alle  Beachtung  verdient,  und  von  Neuem  einen  sehr 
erfreulichen  Beweis  von  den  grossen  Fortschritten  liefert,  welche 
die  Algebra  in  Italien  schon  im  löten  Jahrhunderte  gemacht  hatte. 


Ich  will  jetzt  zuerst  eine  streng  theoretische  Begründung  der 
gewöhnlichen  Methode  der  Ausziehung  der  Quadratwurzel  geben, 
weil  in  den  Lehrbüchern  darüber  häufig  nur  wenig  Genügendes 
beigebracht  wird,  und  weil  damit  die  Anwendung  der  Ketten- 
brüche auf  die  Quadratwurzel- Ausziehung  in  der  Weise,  wie  ich 
dieselbe  nachher  machen  werde,  nahe  zusammenhängt 

Wir  wollen  annehmen,  dass  man  mittelst  irgend  einer  Methode 
eine  ganze  Zahl  G  von  solcher  Beschaffenheit  gefunden  habe, 
dass,  indem  k  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet, 

G«.iaP*<  tf<(0+l)«.W» 

oder 

G.I0*<  ViV<(Cf  1)10* 
ist.   Setzt  man  dann 

«        '  ■     .  * 

VA"=G.10*, 
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s6  ist,  weif  yj**wiscfe*»  1. 

f    k  G.lO*  und  (G+1).1Ö* 

liegt,  der  Fehler,  welchen  matt  begebt,  offenbar  kleiner  als 

i  (G+l).lO*~-0.1O»=slO*. 

Unter  die&fr  Voraussetzung,  dass  man  nämlich  G  auf  nie  ange- 
gebene Weise  bestimmt  bat^  kommt  es  nun  lerner  daraaf  an,  die 
ganze  Zahl  Gx  so  z\  bestimmen,  daas 

(G;  10*4  Gt .  10")»^  iV<  { G.  10*  +  (Gj  + 1)  10"l» 
G.  10*+  G, .  le*-1  -T  viV  <  G. 10*  +       +  1> .  16" 

i 

ist,  indem  dann,  wenn  man 

ViV=G.10*+Gl.10*-1 

i  «     •■■  ^  •».  \ 

setzt,  der  Fehler,  welchen  man  begeht,  offenbar  kleiner  als 

t  G.  10*        + 1) .  lö*-1  \  -  (G.  10*  +     .  10";  ä  10»-' 

ist.  Zuerst  erhellet  nun,  dass  immer  Gi  <  10  ist*  Denn  wäre 
G2  ylO,  so  wäre 

G.10*  +  G1.10">(G  +  i).10*, 

und  folglich,  wegen  der  über  die  Bestimmung  von  G  oben  ge- 
machten Voraussetzung, 

G.I0*+ G,.10">  V*f 

da  doch 

G.10*+G!.10"^  ViV 
sein  soll.   Weil  nun  ferner  aus  der  Bedingung 

(G .  10*  +  G, .  10")»  ^  N  <  l  G .  10*  +  (Gt  +  l) .  10"  }» 
sich  unmittelbar  die  Bedingung 

2GGX  ,10»*-»  +  Gi*.  10W-« 

^iV-GUO**  ^ 
<  2G(Gi  +  1) .  I0**-1  +  (G,  + 1)*.  10**-* 

ergiebt,  so  hat  man  zur  Bestimmung  von  G4  offenbar  die  folgende 
allgemeine  Regel :  « 
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Man  setze  für  £,  die  ganze  Zahl  unter  10,  für  wefcbe  zu- 
nächst 

2GGX  .10**-*  +       102*-2  ^  W-G'.IO2* 
ist.  '  ,  u       :     ivfii  {  ■.  "■" 

Dass  dies  in*  der  That  ganz  dieselbe  Regel  ist,  welche  man 
bei  der  gewöhnlichen  Methode  der 'Ansziehtrng  der  Quadratwur- 
zel stets  in  Anwendung  bringt,  erhellet  auf  der  Stelle.  Die  Feh- 
ler, welche,  man  b&  Anwendung  dieser  Methode  nach  und  nach 
begeht,  sind  nachdem  Obigen  kleiner  als 

40*,   lO*^1,   10*-*,  *)*-»,.•... 

und  werden  also  immer  kleiner  und  kleiner,  können  auch  beliebig 
klein  gemacht  werden,  da  ja  die  Exponenten  der  vorstehenden 
Potenzen  auch  negativ  werden  und,  absolut  genommen,  in's 
endliche  wachsen  können. 

Eine  andere,  als  eine  zur  Abkürzung  der  Rechnung  dienende 
Höllsregel,  welche  bei  der  gewöhnlichen  Ausziehung  der  Qua- 
dratwurzel in  Anwendung  gebracht  wird,  kann  auf  folgende  £rt 
bewiesen  werden.  m 

r 

Wir  wollen  annehmen,  dass 
iV-  G2.  J02*  =  +  a.  102*-2  +  6 . 10»*^ +c.  102*-4  + 


.... 


sei,  wo  a,  b,  c,  d,         sämmtlich  kleiner  als  10  sein  sollen. 

Dann  ist  nach  dem  Obigen 

.  102*-1  +  G^W*-* 


i  * 


^C9.102*-i  +  a.]0"-a  +  6.l0»*-3  +  c.I0!t*-4  +  ..... 
und  ich  behaupte  nun,  dass  immer  . 

SGtf,  ^       also  <§g 

ist.  Denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  musste  mindestens 
2(?G1=<B+1,  also 

„       2GG, .  1Ö2*-1  =*  0 .  102*-*  +  102*-* , 
und  folglich  nach  dem  Obigen  offenbar 

10«-'  +  «,».10«-*  ^  a.  10«»-? +  « .J0»-«+l  i 
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sein.  Nun  ist  alter  .   .  \ 

a.l0**-*  +  6.10»*-»  +  c.lO»*-*  +  .... 

^  9 .  (10**-*  +  10**-«  +  10**-*  4-  10**-»  +....) 

»  „ 
~J  9 .  (10**-*  + 10**-*  +  10**-*  +  ....+ 10  + 1) 

»/l     1     1     1  .  1  \ 

< 9  •  — HPT"  +  y '  V 1 0  +  1 0*  +  1 0 »  +  10«  +  10*  +  -"7 
und  folglich,  weil  für  jede«  positive  ganze  fi 

I  L 

L  _L  _L       _L   io~~iö»+1_  io»-i    i  j 

10+10*+10»  +     +  10»~  1    ~10*.9~9    10". 9' 

also 

10  +  10*  + 10»  +  •••  v9f 

I 

ft/11     1,1,1      \  ^ , 
y  •  V  IT) + W +  iö» +  io» +  iö» + *  7  ^ 

ist : 

a .  10**-*  +  b .  10**-»  +  c .  10"-*  +..<  10**-»  - 1  +  1  <  10**-  K 

Daher  wäre  nach  dem  Obigen 

102*-1  +  £,«.10**-«  <;  10»*-*, 

also  G',*.10**-*<0,  was  offenbar  ungereimt  ist.  Folglich  kann 
nicht  2GG\  >  ©  sein,  und  es  muss  also 

26,G\  ^  <0>,    ^  <  2t 

sein,  eine  Hülfsregel,  durch  welche,  wie  Jeder  aus  den  ersten 
Elementen  weiss,  die  Rechnung  bei  der  gewöhnlichen  Methode 
der  Ausziehung  der  Quadratwurzel  abgekürzt  wird. 
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Ls  kommt  nun  ..bin*«  noch, darauf  au,  zu  «eigen,  wie  man  G, 
von  weit  her  Grosse  man  bei  de"r  Kcefcnuug  ausgehen  um*s,  *o. 
bestimmt,  das*  .,.  v,    4. ,/ 

6*.  10^        +  i)M0«* 

kt.   Ändern  Ende  sei        ;  r'  }'   •  -       ;  1 

iV  =  6M0** + «' .  10**-1  +  6' .  10"-*  +  c' .  10»*-»  +'...., 

,  wo  //,  c',  d',....  sammflich.  Kleiner  als  10  sein  sollen.  Dann 
braucht  man  G  bloss  so  zu  bestimmen,  dass 

".>  :ri    j..;^f*        £  ^        "1"'1^*     m-m|-  " »  v;!.-  f{) 

ist,  welches  wieder  eine  aus  den  Elementen  allgemein  bekannt 
Rechnungsregel  giebt,  deren^  Richtigkeit  auf  folgende  Art  bewie- 
sen werden  kann.  Wenn 

ist,  SO  ist  _  i  h,,t 

G1. 10**  <  G'  ,MP  <  (G  +  l)a.  10", 
und  folglich  nach  dem  Obigen  offenbar  auch 


Well  nun  aber  ferner  ■"-<-•'.  t  ; 

•  v?  (6 +  !)•>«* 

ist,  SO  (St  ■•         V;f'; tJ«':-» 

also  -  »  i 

(Ö+J)«.10»*^C?'.10»*+10»*. 

Ganz  wie  oben  ist  aber      1  .        :  V 

10»>a^.t6'.10»-^c:.|0»-^,... 

C  .10» + 10»  >  C'.10"+o' .  10"-»+*' .  lO^-Hc"  .10»-»  t  ... 


folglich  nach  dem  Vorsiehenden 
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fi».10«*^iV<(G  +  l)V10Ä»> 

wie  verlangt  wurde. 

Aof  diese  Weise  sind  alle  Regeln,  welche  bei  der  gewöhn- 
lichen Methode  der  Ausziehung  der  Quadratwurzel  in  Anwendung 
i.  vollständig  bewiesen. 


■ 


Nehmen  wir  nun  an,  das»  man  durch  die  gewöhnliche  Me- 
thode der  Ausziehung  der  Quadratwurzel  für  ein  beliebiges  k  die 
ganze  Zahl  Cr  so  bestimmt  habe,  dass 

■  »■'4..  ■     vN=zGAOk+  C  -    -  . 

ist,  wo  C  eine  positive  Grösse  bezeichnet;  so  ist 

N=z  G*.  10**  +  (2G.  10*+  C)  Ct 

und  folglich  1 

„_N-  G*.  10** 
C~  2G.10*  +  C 


*  4 


also 

2V—  GVIO-** 

2G.10*+--  — — —TV—  r;a  10«* 

■ . »  < '  ■■  ;  2c?.lü*  +  .... 

und  daher  nach  dem  Obigen: 

N—  G*  10** 

,     <:••••     ■)  ,      i  ••••  +  2G.10*+... 

Für  2V=rl8  kann  man,  wie  sogleich  erbellet,  6'=:  4  und  /f  =0 
setzen,  so  dass  also  in  diesem  Falle 


i\T-GVl0**=18-t6=2,  2G\10*=8; 


folglich 

Vl8  =  4  +  g    2  ^ 

8  +  §  .2 

•  ^"^Jpol».  il       ibü^lol  htm 

ist,  welches  ganz  der  KeltehWVrft^den  Libri  als  von  Ca* 
taldi  angegeben  anfahrt. 

7/  -  «t>.iT 


* 
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Für  2V=  3478965  giebt  die  gewöhnliche  Aasziehung  der  Qua- 
dratwurzel, wenn  man  dieselbe  bis  zur  dritten  Ziffer  der  Wurzel 
fortsetzt,  Folgendes: 

V  3|47j89jö5  =  186  ... . 

1_ 
2)  247 

224  , 

36)  2389 

TW 

Also  kann  nian  G=  lä5,  *  =  1  setzen,  und  es  (st :  ' 


•     t.  • ■ 


•  ■  • *  ■  »  ■  * ■  •  .      ,  ...       , .    >  , 

G*= 34596, 


•folglich  ,  .  , 

iV-G*.  10** cz.  3478965  -  3459600  =  19365, 
26?.  10*=  372. 10=  3720; 

daher  nach  dem  Obigen«  '         '.  \t  :\ 


^  T  ;3720  +  ^  +  19365 

3790  +-" 


Jedenfalls  ist  es  in  historischer  Beziehung  sehr  bemerkens- 
wert!., dass,  wie  Libri  überzeugend  nachgewiesen  zu  haben 
scheint*  die  Form  d*r.  Kettenbriicbe,  deren  Erfindung  sonst  all- 
gemein dem  Lord  ßtouncker  beigelegt  wird,  .von  Cataldi 
schon  früher  als  von  diesem  in  Anwendung  gebracht  worden  ist* 
und  daher  auch  dieser  jedenfalls  sehr  ausgezeichnete  italienische 
Mathematiker  als  eigentlicher  Erfinder  der  in  Rede  stehenden 
wichtigen  analytischen  GrOssenform  zu  nennen  sein  dürfte,  «ein 
Andenken  zu  erneuern  and  ihm  jdi*  verdiente  Beachttmg  zu  ver- 
schaffen» war  mit  ein  Zweck  dieses  Aufsätze,*. 


.  *  - -Sit  f. 


so« 
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Note  sur  l'integration  des  e^oations  diff&rentielle» 

I.  x*(a-bx)dh,-'2a: (2o- Ar rfy + 2 (Za-bx) yda*  =  6a*r*r», 

II.  rfly+^da-^O, 

III. 

IV.  x*d*fi—"lxdxdy  +  2ydxf  =  . 

Par 

•   K 

Monsieur  R.  Lobalto, 

Profesaeur  de  raath^matiqoei  ä  l'Acadeioie  K  ovale  h  Delft. 

*  « ■    » '» 

M.  le  Professenr  Wolters  a  Berlin  s'est  dtfjs  occupe  daw 
6e  Journal  *)  dt  l'integration  de  cbacune  de»  equations  precedente*. 
Quoique  la  marche  aoivie  dans  ce  travall  ne  pubse  dönner  Ilse 
ä  aueune  Observation,  j'al  cru  neanmoins  qu'il  ne  serait  pevt-ltre 
f>as  inutile  d'mdiqeer  1c*  d'aotve*  procedd*  pour  obtenir  Je«  inte- 
grales de  ced  ^quations,  et  e>  in  ont  paru  plus  simples  et 
plus  dbeets  que  ceux  employe*  par  I  habil«  georoetre>que  je  viena 
de  citer.  Oo  va  voir  qull  est 1  meme  possible  d*y  parrenir  aana 
rechercher  prealaMement  le  facteur  propre  a  rendre  integrable 
I'dquation  proposee.  C'est  ce  que  forme  l'objet  de  la  preseote 
note,  oü  je  traiterai  successivement  ces  equations  de  la  maotere 
suivante. 


•)  Vair  T.»m.  XX  VIII  pag  271. 


... 
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I.   Integration  de  l'äquation 
x*(a- bx^-'lxfla -&r) dxdy  +  2(3a- 6*)yiW=6a\W.  * 

Ecrivons  d'abord  la  proposee  sous  la  forme 

(a — bx)  { x*d*y  —  Ixdxdy  +  2ydx*  | 
—  2oUdy-yAr|ÄP  +  2«y<fc«  =  6a«d**.  (1) 

Fainons  roaioteoant  y  =  xi,  ou:=|;  on  en  dtfduira 

co  qui  ehange  I  equation  (1)  en  celte  ci: 

Ca  —  bx)x*d?z  —  2ax*didx  4  1axidx*z=.  ija^dx** 

qu'on  poorra  presenter  encore  souo  la  forme 

(x'^z — 2xdzdx + fco***)  ox — bx+d*z  =  eaMx*  (2) 

Or,  en  comparant  la  quantite  trinome,  qui  forme  le  facteur  de  ax 
a  la  valeur  precedente  de  x'A.  on  remarquera  de  soite,  qu'on 

ponrra  la  remplacer  par  le  produit  x*d*  »  de  sorte  que  l'equa- 
tion  (2)  ee  re*duit  actuellement  a  la  forme  aimplifiee: 

ax*d*  (j^  —  öatfPz  —  §a*dx% 
oti  Wen,  apres  aroir  divise*  par  x4,  on  aora 

La  differetitielle  dx  etant  aupposee  conatante,  cbaquo membre 
de  Veqnation  preeodente  dement  immtfdiateroent  integrahle,  et 
Ton  obtient  ponr  integrale  premiere : 

ad(^\—bdz  = — ^x<fcr  -f  Cdx. 
\x  /  xm 

• .  »  ♦ 

lntegrant  de  nouveau,  il  viendra 

2  II« 


Digitized  by  Google 


294  Lobntto:  Note  sur  VtnUgration  de  quelques  equat.  tiifTerenUeUee. 

C  et  C  «Stent  dqux  coustantes  arbitrato«.  §i  l'nn  <§crit  raainte- 
%ant  j>ßur  t  sa  valeur  | ,  on  trouvera 


ou  Inen 

_  «2  h(Q  +  C')x* 

r4sultat  qui,  apres  y  avoir  dränge*  la  constante  C  en  C"  —  ß2, 
coincide  exactement  avec  celui  obtenti  par  Mr.  le  Professeur 
Wolfers. 

II.   Integration  de  lequation 

^+9^  =  0.  (I), 

En  äcrivant  la  proposee  sous  la  forme 

on  est  conduit  ä  introduire  une  nouvelle  variable  z  =  log#,  ce  qui 
revient  ä  faire  x  —  ez.  Changeons  en  meine  temps  IVqu^tion  (1) 
,en  une  autre,  oü  dz  au  lieu  de  dx  soit  la  differeiitielle  supposäe 
constante.  Pour  ope>er  ce  changement  de  variable  indepeudante, 
ft  faudra,  corame  Ton  sait,  reniplacer  d'abord  d?y  par 


dx 

Or,  on  a  d.r  =  e*dz,  d*x  =  exdz2,  donc  lequation  (I)  se  chan 
gera  par  res  substitutions  en 


II  est  evident  maintenant,  qu'en  posant  y=4<?«*,  on  obtiendra 
une  integrale  particuliere  de  l  equation  prectSdente,  pourvu  qu©  le 
coeTficient  a  satisfasse  ä  l  equation  du  second  degre 

a«-u+l=0, 

I-fV— 3    1  —  V— 3 
d'oü  Ton  tire  pour  a  les  deux  valeurs  - — ^ — »  — rg  • 

On  en  conclut  qiie  si  n,  o'  d&ignent  ces  deux  racines,  l'io- 
te*grale  complete  de  la  proposee  pourra  s'exprimer  par 
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A  et  A'  representaot  deoz  constantea  arbitraires. 

Apres  avoir  Substitut  ä  a  et  V  leurs  valeur«  numenques,  on 
obtiendra  successiveraent 

->...!,»  y  =  *    +il'e    *     I  I 

equation  dont  le  second  membre  pourra  facilement,  a  l'aide  d*un 
changement  de  constantea  arbitraires,  e"tre  reduit  a  la  forme 

Ce*Sln(«  +  ^)' 

et  d'nu  loa  fire  finalement,  en  ayant  egard  ä  la  valear  de  t : 

y=  c\/xS\n  («f  iV3log^). 

III.   Integration  de  l'equation 

Soit  —  =2,  la  propose>  se  changera  en 
x 

i  '  ,     .  *  '  * 

Prenons  z  au  Heu  de  x  pour  variable  ind^peodante,  il  faudra 

dyd?x  dt 
alors  remplacer  d2^  par  a*y  dx~%  Or,  puiaqu'on  a  ct.T=— -pj» 

d*a?  =  ^-,  la  nouvelte  valeur  de  <Py  deviendra  d2y  +  2^?,  ee 
qui  reduit  I  equation  (I)  ä  celle  ci: 

dont  ('integrale  coraplete  a  pour  valeur 

9  =  ASm  (fx  +  «) =^Sin      +  «) , 
4  et  «  indiquant  deux  constantea  arbitrairea. 
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■ 

IV.  Integration  <le  l'equatton 
x*d?u  —  2xdxdit  +  2tfdx*  —  — —  • 


1 

•7  —  > 


En  faisant  y  =  xz  ou  -=:,  on  a  dejä  vu  ci  dessus  (I)  que 

le  premier  membre  de  1a  propesee  exprime  precisement  la  valeur 

da  produit  x*d*zt  ce  qtri  reduit  cette  Donation  ä 

«  •  .  •  ■  ■  ;  -  - 

x**dx*       . .      d*z  t 
x*d*z  =  —y~  oa  bien  ^  — 

^qtt  itioti  ilunt  F integrale  oompleteia  pour  valeur 


dooc 


2=i  Ad  -f-  yfe  /; 


.t  .... 


I ! 

Lainarle's  Construcüon  des  Krütnmungskreises  der 

Kegelschnitte. 


Von 

dem  Herausgeber. 


.    -  l  — .  - 

Herr  Lamarle  in  Brüssel  hat  in  einer  kürzlich  in  den 
Bulletins  de  1'AcadÄitti«  Royale  des  seien***;  des 
lettre«  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  1857.  No.  5.  p.  33. 
erschienenen4Abha^^liiiig:  ,,Th*orfe  geVnrttrifcjue  des  rayons 
et  centres  de  courhure;  par  M.  E.  Lamarle,  asnocie*  de 
1  Acad em i eine  Sieue  ?eoinetri*c*e  ThVorVe  Me*'  K.«iumiihgs- 
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kreisen  der  Curven  geliefert,  welche  nach  uriserer  Melnang  jeden- 
falls grosse  Aufmerksamkeit  verdient.  Die  Hauptgrundlage  dieser 
Theorie  bildet  eine  neue  Definition  der  Curve,  weiche  Herr  La- 
marle  in  einem  früheren  Aufsätze  (Bulletins  de  I  Acade*mie 
Royale  de  Belgique.  1866.  Tome  XXIII.  —  II"»  Partie. 
£642.)  mit  besonderer  Deutlichkeit  auf  folgende  Art  ausdruckt: 

,„La  courbe  est  la  trace  d'un  point  oni  se  meut  sur  unedroite 
mobile,  le  point  glissant  sur  la  droite,  et  la  droite  tournant  autour 
du  point; "  , 

und  es  ist  In  der  Tbat  Überraschend*  mit  wie  grosser  Einfach- 
heit, Karze  und  Leichtigkeit  Herr  L  am ar  1  e  aus  dieser  Definition, 
verbunden  mit  einigen  ganz  einfachen  Sätzen  der  allgemeinen  Be- 
wegungslehre, eine  grosse  Anzahl  sehr  merkwürdiger  Construo 
tionen  der  Krümmungskreise  der  wichtigsten  Curven  ableitet,  nach- 
dem er  schon  in  früheren  Aufsätzen  (Bulletins  de  l'Academie 
Royale  de  Belgique.  1856.  Tome  XXIII.  —  II""«  Partie, 
p.  408.  und  p.637.)  dieselbe  Definition  zur  strengen  Begründung 
der  Theorie  der  Parallellinien  benutzt  hatte.  Herrn  Lamarle's 
neue  Theorie  des  Krümmungskreises  in  eioer  Uebersetzung  hier 
mitzutheilen,  hielt  ich  wegen  der  völligen  Neuheit  des  Gegenstan- 
des nicht  für  angemessen,  indem  ich  es  aus  diesem  Grunde,  um 
ganz  sicher  zu  sein,  ganz  den  Sinn  des  Verfassers  zu  treffen, 
für  zweckmässiger  halte,  die  Abhandlung  vollständig  im  Ori- 
ginal in  da»  Archiv  aufzunehmen,  was  ich  zU  thun  hoffe,  sobald 
Herr  La  marle  seine  Einwilligung  dazu  ertheilt  haben  wird,  ohne 
welche  dies  natürlich  nicht  geschehen  kann.  Auch  ist  es  viel- 
leicht gut,  mit  dieser  Mittheilung  noch  einigen  Anstand  zu  neh- 
men, da  Herr  Lamarle  selbst  (p.  D4.  und  p.  95.)  seine  vorlie- 
gende Abhandlung  nur  für  das  erste  und  unmittelbarste  Ergebnis« 
seiner  bisherigen  Studien  erklärt,  und  auch  nach  unserer  Meinung 
die  Sache  jedenfalls  noch  weiterer  Ausbildung  nicht  bloss  bedarf, 
sondern  auch  fähig  ist,  wobei  es  uns  zugleich  scheinen  will,  dass 
sich  die  unmittelbare  Anwendung  der  Principien  der  allgemeinen 
Bewegungslehre  wohl  ganz  umgehen,  und  Alles  sich  auf  blosse 
geometrische  Betrachtungen  zurückführen  fassen  müsste.  Für 
jetzt  haben  wir  unseren  Zweck  erreicht,  wenn  durch  die  vorste- 
henden Bemerkungen  die  Aufmerksamkeit  der  Leser  des  Archivs 
auf  die  von  Herrn  Lamarle  entwickelte  neue  sinnreiche  Theorie 
der  Krümmung  der  Curven  gelenkt  wird,  die  jedenfalls  noch  zu 
weiteren  bemerkenswerthen  Ergebnissen  führen  wird,  woran  nach 
dem  bisher  schon  Geleisteten]  nicht  zu  zweifeln  ist. 

Ausser  diesem  nächsten  Zwecke,  die  allgemeine  Aufmerk- 
samkeit' auf  dlt  ämifeichen*  '^eisttcnttngeii  Herrh  LümaVIeS 
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zu  lenken,  werde  ich  in  dem  vorliegenden  Aufsätze  * och  die  von 
diesem  ausgezeichneten  Mathematiker  gefundene  fynstructioo  des 
Krümmungskreises  der  Kegelschnitte  mittelst,  der  -allgemeinen.  Pr«" 
cipiep  der  analytischen  Geometrie  ableiten  and  ifluttrictaln,' ,  um 
somit  eins  der  bemerk  enswerfthesten  der  van  Hjarrn  LanJarle 
erhaltenen  Resultate  den  jLesern  des  Archivs  roitzutbeilen,  freilich 
auf  ganz  anderem  Wege,  als  Herr  Lamarle  zu  demselben  ge- 
langt ist,  wobei  ich  zügfeich  einige,  bisher  noch  nicht  bekannte 
Ausdrücke  für  den  Halbmesser  des  Krümmungskreises  der  Kegel- 
schnitte entwickeln  werde,  die  dem  Wesentlichen  nach  auch  Herrn 
Lamarle  angehören.  Einige  Constructionen  der  Krümraungs- 
k reise  anderer  Curven  hoffe  ich  diesen  Mitteilungen  über  die 
Kegelschnitte  noch  folgen  zu  lassen. 

Die  Gleichung  der  Ellipse  und  Hyperbel  ist 

'.«.••   / &\    •  (&-\*  =  T    '  '!  '•: 

,.  \aj  "l~  \bj  ~  '  i 

wenn  man  für  die  Hyperbel  in  dieser  Gleichung  b\f~—l  för  b 
setzt 

Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  leicht  durch  Differentiation: 

i 

%L  —  _  *!?    ^  — 

Bx~~     «V    Bx*~  «V 

i 

Sind  nun  x,  ff  die  Coordinaten  eines  beliebigen,  aber  bestimm« 
ten  Punktes  der  durch  die  obige  Gleichung  charakterisirten  Cur' 
ven,  und  bezeichnen  wir  die  veränderlichen  oder  laufenden  Coor- 
dinaten durch  X,  Y;  so  ist 


»  •  J 


die  Gleichung  der  Normale  in  dem  Punkte  (xy).  Setzen  wir  wie 
gewöhnlich 


wo  immer  hei  der  Hyperbel  b^f —  1  für  b  gesetzt  werden  niuss; 
so  sind 


•i 


oder 


Y = ^    ^  (JC  -f-  e) 


die  Gleichungen  der  beiden  den)  Punkte  (xy)  entsprechenden  Vectoren. 


i 
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Nun  sei  (rn)  ein  beliebiger  Punkt  der  Normale,  so  dass  also 
oacb  dem  Obigen.  4  \  »■ 


6** 

ist.  Fällt  man  von  diesem  Punkte  Perpendikel  auf  die  beiden 
Vectoren,  so  sind  die  Gleichungen  dieser  beiden  Perpendikel  nach 
dem  Vorhergehenden: 


Für  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sollen  die  Coordinaten  der 
Durchleb  nittspunkte  der  Perpendikel  mit  den  Vectoren,  auf  welche 
sie  gefallt  worden,  respective  tt,  v  und  ux,  vx  sein,  und  die  ent- 
sprechenden Vectoren  selbst  wollen  wir  im  Folgenden  durch  r  und 
r,  bezeichnen.  Zur  Bestimmung  von  ti,  v  und  ulf  et  haben  wir 
nach  dem  Obigen  die  Gleichungen: 

r-y  =  ^ V—(u— x)t   r  — n  =  -~*(u— r) 

und 

Legen  wir  durch  die  Punkte  (uv)  und  (u^)  eine  Gerade,  so 
ist  deren  Gleichung : 

V-  v=V^-(X-u)  »der  F-c,=— -^(Ä-t/,). 

Der  Durchschnittspunkt  dieser  Geraden  mit  der  Hauptaxe  der 
Ellipse  oder  Hyperbel  sei  (tf2r2) ,  so  hat  man  zur  Bestimmung  der 
Coordinaten  dieses  Durchschnittspunktes  die  Gleichungen: 

p  ^„"zr^^—^  oder  r»"ti=^zr^(t<a— «i)  ond  r»=°» 

woraus 

«i=-    '       '»   ».  =  0 
e  —  o, 

•  «       .*  » 

folgt. 

Es  kommt  nun  zunächst  darauf  an,  die  Coordinaten  v,  v  und 
Mi.  t|  zu  bestimmen.  Aus-  den  obigen,  zur  Bestimmung  dieser 
Coordinaten  gefundenen  Gleichungen  erhält  man  durch  Sulitraction : 


> 
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»-y=4^",***)+£?£<",~'); 

M  (*  +  OHy'      j  *y  ,(*  +  e)r\- 

und  hieraus  ferner:  , 
also: 

"-^ör- +  j  ' 

■  * 

folgtirh,  weil 

r«=(a:-e)*  +  .v2,    r.*  =  (.T  +  e)»  + 

.  Mi 

r*  (x— *>)()T  — x) 

\y  -  i/  =r  -  ~—  (u  —  J)  » 

f     {x—e)yK  y 

woraiiH  nohU-'m  Ii 

w  —  x — —  »  • 

und  daher  ferner  nach  dem  Obigen 

r  „_Lvc-.v)+if-?>(!:-*)'i:, 

•        »i  -      -  m  «t>  t  f  P ■■i.il"<  -n  :'Mi;v<-  ^  .  -  iV-  vr  -  •  •     ••  ■  •**  - 
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folgt.   Nun  ist  aber  bekanntlich 

- 

also: 

,(•-»)  +  <*-«)(r-*) =«V+>£(*-<)  (,  _x) , 
+  <* +*)<*-*> ='V+^-ff)(y_j) . 

folglich,  wie  man  sogleich  übersieht,  weil 
i»t:  '      "  t  > 

\ 

+  (*  +  «)  Or— or)  =  ^±£f . 


oder: 


«(o--)(r-a) 

y(»-y)+(^-e)(r-ar)^  — ^  ,  i 

<*(«+—)(*-*) 
Jf  fo-y)  +  (*  +  e)(r-*)=  ^  ; 

folglich  nach  dem  Obigeo : 


—  x=z  


^  a  (o  +  — )  (*  -f  ,e)  (f  -  *) 


r/(  TfX 

Upd:  '!         '  : 

«1 


9~9=        e*G  > 
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Nun  ist:  '  ' 

r*=(*~  e)*  +  # = ~  2e*  +  «?  +  ^  (a*  -  **) 

=  — j:*  -  2ex +  e»  +  6* 


(ex       \  ex  ^ 

—  -aj  ==(«  —  — )  ..  u 


n*  =  (* +«)*  +    = +  2ör + ea  +     (a* — **) 

al  —  6* 
=  2_4-*»+2«a! +  + 

=U+a;  =(a+^)- 

Es  ist  aber  * 

2  />gV_o4  -  e«*»  _  o4— (qg— 6*)g*_  q»(o»-- g»)  + 
a  ""Va/  ~"      oa      ~  ~  «• 

Bei  der  Ellipse  ist  '*    '  1      1  " 

und  6*  positiv,  also  auch  &—x*  positiv,  folglich  offenbar 


6*r» 


«.-(f)'>o, 


.  -  •  ■< 


also,  wie  sogleich  erhellet:      ,  ' 

Bei  der  Hyperbel  ist,  wenn  wir  6^-^-1  für  6  setien: 

b*      •  ■ 

also  «*  — ar*  negativ,  und  uV  nach  dein  Obigen,  wenn  wieder 
bV^l  für  b  gesetzt  wird4/ V 
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,     /ex\*     a*(aa— x*)  —  b*x* 

fl  -u;  = — — 


ist»  so  ist 

Ist  Dan  *  positiv,  so  ist 


Ä          ex  Ä 
a-— <0,   a  +  — >0;  ?  

ist  dagegen  4?  negativ,  so  ist 

•  i   .  '  ■ 

Nach  dem  Obigen  ist  folglieh  bei  der  Ellipse  immer 

,  .<,'•• 

ex  ex 
r=a--,  r,=;o,+  -. 

f  ■  -  •  • 

!     '  ** 

\,    •  '-t 

Bei  der  Hyperbel  dagegen  ist 

'.       est.  t  ex 

oder  »■•■  -N-  5  ■  ■»  .  • 

jenachdem  ar  positiv  oder  negativ  ist.    Also  ist  bei  der  Ellipse 

immer  v 

i. 


ex  ex 

a— —  =  «  +  —=*•!; 

«:  ^  « 

bei  der  Hyperbel  dagegen  Ist 


=  Tr,  a  +  — =±r1, 

wenn  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
x  positiv  oder  negativ  ist.  Also  ist  nach  dem  Vorhergehende!! 
bei  der  ^ 


,  rar,        **i  .„•« 


7  j^f^j) 


> 
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__gy(r—  x)  fl.yfr— 
*  rar  ..  i^a: 

bei  der  Hyperbel  dagegen  ist: 

e)(jr-:r) 
M-ars^r- — —  ' 

ul—x  =  ±  —  

und:  v      5  *  ' 

wenn  mau  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  uimmt,  jenachdem  x 
positiv  oder  oegativ  ist. 

Für  die  Ellipse  ist 

a(x-e)(t-x)                a(x  +  e)(r-x). 
+  —  ,  «,_*  +        —  • 


M0] 


'    .  ay(T— x)  ay(r—x). 

also,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

<       ./l     i\  .  ayfr— x) \x— e  x+e, 

_ajl<i-x)/l  1\ 
»  — »l  —  ~  Vr"~~Ts/  '  ■  • 

# 

folglich,  weil  nach  dem  Obigen 

•  i 

UVi  —  Vitt  n 

i*t *  ...  • 

g—g    x  +  e 
,      r        rt    .   2eafr—  *) 

=  *  1        I         +        ,\       IN  • 

  rr,  (  J.t 

i'  v  - 1)    fi -..}'■■,        \r  ri/ 

-    -  .  •  v  --  j»J 


oder,  wie  man  hieraus  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 


bffn 
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Ist  Dan  der  in  der  Normale  bis  jetzt  beliebig  angenommene 
Punkt  (jrn)  der  Mittelpunkt  des  dem  Punkte  (ary)  der  Ellipse  ent- 
sprechenden Krümmungskreises,  so  ist,  wie  man  mittelst  der  ans 
der  allgemeinen  Theorie  des  Krümmungskreises  bekannten  For- 
meln leicht  findet: 

 '  »-y—        — ' 

und  folglich,  wenn  q  den  Krümm u ngshalbmesser  bezeichnet,  weil 
ist: 


ww1 

P=  ^4Ä4  


4/4 

Nach  dem  Obigen  ist  also: 


e)^r;-"rl-r'      o«6*  ~1 

folglich,  weil 


und  daher 


ist: 


ex  ex 


2ear 

rt  +  r  =  2«,  n  — r  =  — 





Setzt  man  nun  hierin 


6* 


so  erhält 


(o1 — 6*)4r     e1*  Ä 

Die  Gleichung  der  Normale  ist  nach  dem  Obigen: 

Thtil  XXX.  St 


■ 
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nnd  sind  also  w,',  die  Coordfoaten  des  DurcbscbnittspuokU 
derselben  mit  der  Hauptaxe  der  EIKpee,  so  hat  man  zu  deren 
Bestimmung  die  Gleichungen: 

fa.'-«).  «-'=0: 


•i  -      t  »  .    ,  < 

•  ,        *     «  . 

u*  —      a*      ~  a*  '       — u 


ergiebt.   Also  ist  nach  dem  Obigen : 

und  die  beiden  Punkte  (u^)  und  t*t'V)  rollen  also  zusammen. 

Aus  allem  Vorhergehenden  ergiebt  eich  der  folgende  merk- 
würdige Satz: 

Wenn  man  von  dem  Mittelpunkte  des  einem  gewis- 
sen Punkte  der  Ellipse  entsprechenden  Krümmung*' 
kreises  auf  die  beid>n,  demselben  Punkte  entsprechen- 
den Ve,ceoren  Senkrechte  fällt,  und  dureb  deren  Fuss- 
punkte eine  Gerade  zieht;  so  schneiden  diese  Gerade, 
die  dem  in  Rede  stehenden  Punkte  entsprechende*  Nfer* 
male  und  die  Hauptaxe  der  Ellipse  sich  in  einem  und 
demselben  Punkte. 

Für  die  Hyperbel  ist: 

 r—     .  —  , 

wenn  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenachdem.  £ 
positiv  oder  negativ  ist.    Also  ist: 


1      r*  • 


2ea*y(jr— x)* 


folglich,  weil  nach  dem  Obigen 
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«Sl-^,   

i«t: 


*         ri    .     2ca(jr— *) 

oder,  wie  man  hieraus  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

1 1%  —  t    2a  (jf  —  jp)  * 

"»=e^+-,±(7r+-rjii'  e»=a 

Ist  nun  wieder  der  in  der  Normale  bis  jetzt  beliebig  angenom- 
mene Punkt  (jrn)  der  Mittelpunkt  des  dem  Punkte  (xy)  der  Hyper- 
bel entsprechenden  Krümmungskreises,  so  ist,  wie  man  mittelst 
der  aus  der  allgemeinen  Theorie  des  Krümmungskreises  bekann- 
ten Formeln  leicht  findet: 


und  folglich,  wenn  o  den 

o«  =  (jr— + 


ist: 


•  ■ 


(«y+iV){ 


Nach  dem  Obigen  ist  also : 


*  »  *  » 

folglich,  well,  immer  mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Vor- 
seicheo  wie  oben, 

ex  ex 
r=T(ö-~),  rl5=±(a  +  -) 


2e± 

ist: 


— ü:  **^  +  («y 


21* 
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Setzt  man  hierin 


so  erhält  man: 


'  i 


i.  -  . , 

Di«  Gleichung  der  Normale  ist  nach  dem  Obigen 


und  sind  also  t/2;f  tt#  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunk  ts 
derselben  mit  der  Haaptaxe  der  Hyperbel,  so  hat  man  su  deren 
die  Gleichungen: 


*a  —  y  =  —  jü£("a  —  *)*  =0; 

woraus  sieb 


ersieh*,  so  das«  also  auch  jetzt 

*a=üt,',  ea=±r,' 

ist.  folglich  die  Punkte  («av9)  und  (ttg'tV)  mit  einander 

fallen,  was  wieder  zu  dem  folgenden  Satze  führt: 

.  —  -      •■         •  i 

Wenn  man  von  dem  Mittelpunkte  des  einem  gewis- 
sen Punkte  der  Hyperbel  entsprechenden  Krümroin^^ 
kreises  auf  die  beiden,  demselben  Punkte  entsprechen- 
den Vectoren*  Senkrechte  fällt,  und  durch  deren  Fuss- 
punkte  eine  Gerade  zieht;  so  schneiden  diese  Gerade, 
di*  dem  in  Rede  stehenden  Punkte  entsprechende  NoM 
male  und  die  Hauptaxe  der  Hyperbel  sich  in.  einem  en4c 
demselben  Punkte. 

Nimmt  man  jetzt  zu  dem  Vorhergehenden  den  bekannten  Satz, 
dass  die  Normale  bei  der  Ellipse  den  von  den  Vectoreajf/fnuge*. 
schlossenen  Winkel  n  bei  der  Hyperbel  den  Nebenwinkel  des  Ton 
den  Vectoren  eingeschlossenen  Winkels  haftrirt;  so  überzeugt  man 
sich  auf  der  Stelle ,  dass  die  Gerade ,  welche  die  Fusspunkte  der 
Ton  dem  Krü'mmuugsmittelpunkte  auf  die  beiden  Vectoren  gefäll- 
ten Senkrechten  mit  einander  verbindet,  auf  der  Normale  senk- 
recht steht,  was  nun,  in  Verbindung  mit  dem  Vorhergehenden, 
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unmittelbar  zu  der  folgenden,  äusserst  merkwürdigen  und  eiufacben, 
von  Herrn  Lamarle  auf  ganz  anderem  Wege  gefundenen  Con- 
struction des  Krümmungsniittelpunkts  bei  der  Ellipse  und  Hyper- 
bel fahrt: 

In  tat.  VI.  Fig.  1.  sei  P  ein  beliebiger  Punkt  der  Ellipse  oder 
Hyperbel,  und  F,  Fx  seien  die  beiden  Brennpunkte,  so  dass  also 
FFt  die  Hauptaxe  ist  Bei  der  Ellipse  halbire  man  den  Winkel 
FPFX,  bei  der  Hyperbel  den  Nebenwinkel  von  FPFX  durch  die 
Linie  PN,  welche  die  Hauptaxe  FFX  in  dem  Punkte  N  schnei- 
det Durch  den  Punkt  ZV  errichte  man  auf  PN  ein  Perpendikel* 
welches  die  beiden  Vectoren  PF  und  PFX  oder  deren  Verlänge- 
rungen respective  in. M  und  Mx  schneidet  In  M  und  Mx  errichte 
man  auf  die  Vectoren  PF  und  PFX  Perpendikel,  welche  die  y 
•  hörig  verlängerte  Linie  PN  in  dem  gemeinschaftlichen  Punkte  6 
achneiden.  Dieser  Punkt  ist  der  Mittelpunkt  des  dem  Punkte  P 
der  Ellipse  oder  Hyperbel  entsprechenden  KrÖmmungskreises  der 
betreffenden  Curve,  und  also  OP  der  Krümmungshalbmesser. 

Dass  man,  um  den  Mittelpunkt  O  des  KrÖmmungskreises  zu 
erhalten ,  eigentlich  in  N  auf  PN  bloss  das  Perpendikel  MN9  und 
in  M  auf  PF  das  Perpendikel  MO  zu  errichten  braucht,  versteht 
sich  von  selbst;  das  obige  Verfahren  bei  Ausführung  der  Con- 
struction  bietet  aber  in  dem  genauen  Zusammentreffen  der  beiden 
in  M  und  Jüx  auf  die  Vectoren  errichteten  Perpendikel  in  dem- 
selben Punkte  O  der  Linie  PN  zugleich  ein  Kriterium  för  die 
Richtigkeit  und  Genauigkeit  der  ausgeführten  Zeichnung  dar. 

Dass  diese  Construction  auch  ein  leichtes  Mittel  an  die  Hand 
giebt,  den  geometrischen  Ort  aller  Krümmungsmittel  punkte  mit 
beliebiger  Genauigkeit  zu  zeichnen,  versteht  sich  von  selbst 

Aus  den  von  mir  im  Obigen  entwickelten  Formeln  und  Glei- 
chungen, welche  zu  der  vorstehenden  einfachen  Construction  des 
Krümmungsmittelpunkts  geführt  haben,  lassen  sich  noch  verscliie1' 
dene  bemerkenswerte  Folgerungen  ziehen;  um  jedoch  diesem 
Aufsatze  nicht  eine  zu  grosse  Ausdehnung  zu  gehen,  will  ich  aus 
denselben  nur  noch  einige  Ausdrücke  für  den  Krümmungshalb- 
messer q  ableiten,  die  zum  Theil  auch  schon  von  Herrn  Lamarle 
gefunden  worden  sind. 

Bekanntlich  ist  bei  der  Ellipse  nnd  Hyperbel: 

Mimrot  man  aber  im  Folgende»  die4  oberen  Zeichen  für  die  EUipüe, 
die  unteren  für  die  Hyperbel,  so  ist 
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i 

also,  wie  man  leicht  findet: 

oV  +  AM  «=  ±  o*  Ja«-  (a**         ^  ±  «W- 
oder  5  •  ■  ■',  " 

*  ■  *  *  •  ■ 

Für  die  Ellipse  ist  nach  dem  Obigen : 


.        '   *.  »  •  •  j'  . 

a  ci .  / 

1  . 

.         »  •  1  •  5. 

und  für  die  Hyperbel  ist:  <  ■ 

"  ex  ex  «  <f 

wenn  m&n  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimnitf  jenachdem  v 

positiv  oder  negativ  ist,  a!«Q  allgemein: 

. .       •     ♦  t     '  1      •     *  « 

o*  ~2~~— rri« 

Folglich  ist  nach  dem  Obigen  für  die  Ellipse  un<|  Hyperbel  j. 

a*y* + 1=  azb2rrl ,  «I-  .  0*  ' 

und  daher  /,;.••.., 

p      o^-W)a  ...... 


_  _  (rriF  __  tri  VwV 


1 . 


Bej       Ellipse  ist: 

2a  =  r  +  r,,   a*— o»  =  e«; 
also 

46»  =  4a2 - 4e»=(r+r1  +2e)  (r  +  r,  -2e), 
und  folglich: 

 4tf !  Vrrj   1 

9  ~~    +  '1 )  V  (HFr7+  *>  (r  +  r,  -^T)  * 


» 
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Bei  der  Hyperbel  ist: 

« 

2a  =  ±(ri-r),  a»+6*  =  e», 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenftehdem  Jt 
positiv  oder  negativ  ist;  also  ist: 

46»  =  4s«  -  4a»  ±=  I 2e  ±  (r,  -  r) }  { 2e  ?  (rt  -  r) } 

=  &e:tr±rl)(2e±r?rl). 

und  folglich}   '  '  - 

■  * 

2».    4rri  Vr^  7 

(ri -r)V^r±r1)(2ei:rTr1)t 

immer  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  genommen,  jenachdem 
d?  positiv  oder  negativ  ist,  wobei  man  sich  stets  zu  erinnern 
hat,  dass  oben  dem  Brennpunkte  F  die  positive  Abscisse  e  bei- 
gelegt worden  ist 

Bezeichnen  wir  den  von  der  Normale  mit  den  beiden  Vecto- 
ren  eingeschlossenen  spitzen  Winkel  durch  0,  so  ist  nach  dem 
Obigen  fCr  die  Ellipse: 

,  +  6»*"Jfi) 


und  hieraus: 


tang 


1  A4 
cos^  —  l+tanfe0*  ~  6*  +  cV 


folglich,  weil 


6* 

ist: 


>■ ;,'  .  -irr 


ii  .  •.  .       .  ..  . 
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CO8  0»=j  

a2  — 


oder,   weil  bei  der  Ellipse 

a% — =  rr. 


ist: 


COS  ö*  =  — -  ,    008  0=  -7=!,    6  =  co80Vrr1. 
""i  V  rri 


» 

Weil  oan  nach  dem  Obigen 

*  * 

0  = — —  ond  8oxr  +  r, 

ist,  so  ist 

(r  +  r,)cosd' 

welche  Formel  schon  Herr  Lamarle  gefunden  bat 

Bezeichnen  wir  die  Normale,  d.h.  das  zwischen  dem  Punkte 
(xy)  und  der  Hauptaze  liegende  Stück  der  als  eine  Linie  von  un- 
bestimmter Länge  gedachten  Normale,  durch  2V;  so  ist,  weil 

nach  dem  Obigen  -jjj-,  0  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts 

der  Normale  mit  der  Hauptaze  sind: 

also,  wie  man  leicht  findet: 

^a=-^?  =  asrri 

oder: 

a 

und  weil  nun  nach  dem  Obigen: 
ist;  so  ist 

iV=pcos  0*. 

Aehnliche  Relationen  würden  sich  noch  mehrere  finden  lassen. 


> 
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t 

Für  die  Hyperbel  ist  eben  so  wie  vorher: 

und  folglich,  weil 
ist: 

also : 

oder,  weil  bei  der  Hyperbel»  wenn  man,  jenachdem  x  positiv  oder 
negativ  ist,  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt, 

'  ex  ex 

=+r,   a  +  —=±rl 


und  folglich  Immer 


ist: 


co8Ö*  =  —  »    cos0  =  -7=,  '0=cos0  Vrr7. 


Weil  nun  nach  dem  Obigen 


ab 

ist,  so  ist 


o==^  und  2«  =  T(r-r1) 


9    """(r— rx)cosa     *  (r!—  r)cos<9  ' 


immer  mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Vorzeichen  wie  vorher. 
Ganz  wie  vorher  bei  der  Ellipse  erhalt  man 


6 


*  *•    ■  * 

und  weil  nun  nach  vorstehenden  Formeln 


Digitized  by  Google 


3l4  Crunert:  Läm*rle'*C<mstrnMo*  * 


a 


_   rrx       A_roaÄ4/—  A_oeos* 


ist,  so  ist  auch  bei  der  Hyperbel: 

■  ♦ 

iV=ocos02. 

Wir  wollen  nun  zur  Betrachtung  der  Parabel  übergehen,  deren 

Gleichung 


,  * 


ist,  woraus 

_P_  _ 

folgt.  Also  ist  die  Gleichung  der  dem  Punkte  (xy)  der  Parabel 
entsprechenden  Normale  derselben: 

1   :  Y-y±-  %(X-x),      '  lt.\"'  1 

und  die  Gleichung  des  demselben  Punkte  entsprechenden  Vectors 

Nun  sei  wieder  (rn)  ein  beliebiger  Punkt  der  Normale,  so 
dass  also 

'  r 

ist.  Fällt  man  von  diesem  Punkte  auf  den  Vector  ein  Perpen- 
dikel, so  ist  dessen  Gleichung: 


und  sind  also  u,  ©  die  Coordinaten  des  Durchschnittspuakts  die- 
Perpendikels  mit  dem  Vector,  so  hat  man  zu  deren  Bestim- 


mung die  Gleichungen:  ■  , 


■     .  »J  * 


Die  Gleichung  des  von  dem  Punkte  (tce)  auf  die  Nomale  ge- 
fällten Perpendikels  ist: 
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und  sind  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  diese» 

Perpendikels  mit  der  Axe  der  Parabel,  so  ist: 


woraus 


2* 


folgt. 

Es  kommt  nun  zunächst  darauf  an ,  mittelst  der  vorher  zu  die- 
sem Zweck  gefundenen  Gleichungen  die  Coordinaten  u,  v  zu  be- 
stimmen.  Durch  Subtraction  der  obigen  Gleichungen  erhält  man: 

i  '  ■ 

~     4(4*  —  p)y     u     <4iv  —  p  +      4y  j 

4(4*-/^    v       '  4y 
Nun  ist  aber,  wie  man  leicht  findet,  wenn  man  y*=px  setzt: 
(4*  -f>)*  + lfy?  =  16(*  =  16r«, 

wenn  r  den,  dem  Punkte  (xy)  entsprechenden  Vector  der  Para- 
bel bezeichnet;  also: 

woraus 

folgt.   Nach  dem  Obigen  Irt  .  ? 

';'':l'|t  ■     ,M"»'»r'>f      '   '   '      '     ;  '  >  v  ^  *   V     •-  .... 

also,  wie  man  leicht  findet: 


Und  folglich  :,  ^      >  ?  n>  < 
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U  X  =  3  ——"SS  —   :  '  ■> 

•  4    4r  '''S*  .    •■•«  * 

oder : 


u  =  x  1    v  =  v — ^  ~' 

r  9        v  r 

Also  ist,  wie  man  leicht  findet,  wenn  man  y*^px  setzt: 

^-V=-P^4y(*  +  ^)(r"J)=-px4-P(r-^)> 


also : 

pu->2#t>  =  2«), 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

«a  =  jr  —  2«,  eÄ  =  a 

Ist  van  der  bis  jetzt  willkfihrlicb  irt  der  Normale  angenom- 
mene Punkt  (jr»)  der  Mittelpunkt  des  dem  Punkte  (xy)  entspre- 
chenden Krämmungskreises  der  Parabel,  so  ist,  wie  man  mittelst 
der  allgemeinen  Formeln  der  Theorie  des  Krämmungskreises 
leicht  findet: 

also  nach  dem  Obigen  unter  dieser  Voraussetzung: 

ui  =  x  +  \p,   vt  =  0.  f  [ 

Sind  nun  Ug',  t?a'  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts 
der  Normale  mit  der  Axe  der  Parabel,  so  hat  man  nach  dem 
Obigen  zu  deren  Bestimmung  die  Gleichungen: 

woraus  sich 

n^'szx  +  ip,    et's=0;    '  "  »'»  d»>  :     t  . 

also  119=113',  t>i  =  t>t'  ergiebt,  so  dass  also  die  beiden  Punkte 
(«2««)  und  (us'tV)  mit  einander  zusammenfallen,  und  sich  nun 
wieder  der  folgende  Satz  ergiebt:  „ 

Wenn  man  von  dem  Mittelpunkte  des  einem  gewis- 
sen Punkte  der  Parabel  entsprechenden  KrÖmmungs- 
kreises   auf  den, „  demselben  Punkte  entsprechenden 
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Vector  eine  Senkrechte  fällt,  und  hierauf  von  dem 
Fusspunkte  dieser  Senkrechten  auf  die,  dem  in  Rede 
stehenden  Punkte  der  Parabel  entsprechende  Normale 
ein  Perpendikel  fällt;  so«chneiden  dieses  Perpendi- 
kel, die  Normale  und  dieAxe  derParabel  sich  in  einem 
und  demselben  Punkte. 

Dieser  Satz  führt  aber  unmittelbar  zur  folgenden  Construction 
des  Krümmungsmittelpurikts  der  Parabel  In  Taf.  VI.  Fig.  2.  sei 
P  ein  beliebiger  Punkt  einer  Parabel ,  deren  Brennpunkt  F  und 
deren  Axe  FA  ist.  Durch  P  ziehe  man  mit  der  Axe  die  Paral- 
lele PB  und  halbire  den  Winkel  FPB  durch  die  Linie  P/V,  so 
ist  bekanntlich  PN  die  Normale.  In  dem  Durchschnittspunkte  N 
der  Normale  mit  der  Axe  errichte  man  auf  die  Normale  das  Per* 
pendikel  NMy  welches  den  gehörig  verlängerten  Vector  PF  in  M 
schneidet,  und  errichte  hierauf  in  M  auf  den  Vector  PF  das  Per- 
pendikel MO$  welches  die  gehörig  verlängerte  Normale  in  O 
schneidet ;  so  ist  O  der  Mittelpunkt  des  dem  Punkte  P  der.  Pa- 
rabel entsprechenden  Krümmungskreises ,  also  OP  der  Krüm- 
mungshalbmesser. , 

Bezeichnen  ivir  den  Krümmungshalbmesser  durch  o,  so  ist: 

f*=  (*-*)»+ 

also  nach  dem  Obigen :  '  * 

r 

woraus  man.  mittelst  leichter  Rechnung  erhält: 

,    (4*  +  16(g  +  fr)«  16r» 

9  ~     4p  p  p  9 

also  :  1  '  v 

-  Vp         1  p 

'  BeieteHiien  wir  den  von  der  Normale  mit  dem  Vector  einge- 
sfWossenen  spitzen  Winkel  durch  0,  so  ist  nach  dem  Obigen: 


tangfl*  =  \  -P 


p  4x—p  ) 
woraus  man  mittelst  leichter  Rechnung 
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<  441    :'4±>   •  J Ä  .<'••/ 

erUlt;        weil  nun             ;               ,  l             ~  <•  n 

•  1 .  ..««•.•  •»        1  .                  _#     ••  •  '  l  •  •    ■  j'             •  <  ; 

COS  0X  =  1    .  ■  z= 

1  +  langer  t                     »  ■  i> 

ist,  40  ist: 

folglich:  ;  1  \   .  * 


COS  6 


AI»o  Ist  '  ' 


1 


2c^d' 


■•'■»   .    r  -»f 

und*  daher  naefc  dem  Obigen:  *.* ;    •* •  * 

1      •  *A  »    •  ,  .  .  ,  •  •        «         » .....1 

0=  — Tä  =  2rsecd;  ' 

»    *        COS  O 

folglich 

pcos0  =  2r, 

was  au  dem  folgenden  Satze  führt: 

In  der  Parabel  ist  die  Protection  des  Krümmungs- 
halbmessers auf  de<iu  Vector  dem  doppelten  Vector 
gleich. 

Also  ist  in  Taf.  VI.  Fig.  2.  immer  MFzzPF,  und  bei  der 
Construction  des  Krümmungsraittelpurikts  kann  man  sich  daher 
auch  auf  folgende  sehr  einfache  Weise  verhalten : 

Man  verlängere  den  Vector  PF  über  den  Brennpunkt  F  hin- 
aus, mache  die  Verlängerung  FM  gleich  dem  Vector  PF  und 
errichte  in  M  auf  den  Vector  ein  Perpendikel  MO\  so  ist  der 
Durchschnittspunkt  O  dieses  Perpendikels  mit  der  gehörig  verlänger- 
ten Normale  PN  der  gesuchte  Mittelpunkt  des  Krümmungskreises. 

Bezeichnen  wir  die  Normale  wie  früher  durch  N,  so  Ist  nach 

dem  Obigen  : 

2V»  =  { {x  +  \p)  -  x  I»  +  #a  =  lp*  +  y*  =  V  (*  +  lp)  * 

N*—pr,   N—  \  pr. 
Nach  dem  Obigen  ist  nun:  i  ■  >mv 
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fol^ch;  7V=:*ci*^  ><?  bei  d*  Ellipse  und  BynerbeU 

leb  habe  in  dieser  Abhandlung  die  vorhergehenden  tnerkwär« 
digen  $fitze  und  Constructionen  sSmmtlich  auf  dem  Wege  der  Ana- 
lysis  entwickelt;  dV  eigentümliche  Methode  des  Herrn  Lamarle 
l^ihrr  freilich  viel  einfacher,  ja  in  der  T hat  auf  überraschend  ein- 
fache Weise,  zu  denselben,  was  mich  veranlasst,  nochmals  auf 
die  oben  näher  bezeichnete  Abhandlung  dieses  scharfsinnigen  Ma- 
thematikers aufmerksam  zu  machen.'  Freilich  fahrt  die  analytische 
Methode  —  und  das  ist  eben  das,  was  derselben  in  alten  Fällen 
einen  so  grossen  Werth  verleihet,  —  zugleich  noch  zu  einer  gros- 
sen Anzahl  anderer  merkwürdiger  Relationen  und  Gleichungen, 
die  zu  weiteren  Folgerungen  Veranlassung  geben  können,  was, 
wie  ans  dem  Obigen  ersichtlich  ist,  namentlich  auch  bei  diesem 
Gegenstände  der  Fall  ist.  Jedenfalls  hoffe  ich  noch  auf  denselben 
zurUckznkommen. 

i       »."•;•«•:*  -  »'»..•      •'.».'       ,  / 


/   •  Iii  •  -  .    \  -'.'•.*•" 


XXXIII. 

Untersuchung  der  Evoluten  der  Cykloiden. 

(Ohne  Anwendung  der  Differential-Rechnung.) 

Von 

Herrn  Rudolph  Lang, 

'  ;  ;  Hörer  drr  Technik  in  Brünn. 

■  ■  ■  •  • 

$.  1.    Die  Lage  der  Normalli sie. 

Ea  sei  CD  (Taf.  VI.  Fig. 3.)  die  Leitlinie,  OA  der  Halbmesser 
des  Wälzungs-,  OB  der  des  erzeugenden  Kreises.  Es  lege  der 
Mittelpunkt  den  unendlich  kleinen  Weg  OOj  zurück,  so  besehreibt' 
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der  Punkt  B  den  unendlich  kleinen,  als  gerade  Linie  zu  betrach- 
tenden cykloidischen  Bogen  BBX.  Ziehen  wir  OxE  ||  OA  und 
SCHOO!,  ao  ist  BG=OOx  und  OxG=OB;  somit  liegt  der 
Punkt  G  in  der  Peripherie  des  erzeugenden'  Kreiaea  in  aeiner 
zweiten  Stellung. 

Wegen  der  unendlichen  Kleinheit  des  Winkele  AxOxE  kann 
inansetzen  BXG±  OxE,  also  auch  BxG±OA; ferner  ist  BG±  OF, 
also  j£.BxGB=BOF.  Ferner  findet  die  Proportion  statt :  BXG:AXE 
^zOxG:OxE.  Nun  ist  aber  der  Bogen  AxEf  atatt  dessen  man 
auch  die  Sehne  setzen  kann,  =  FFX  =  BG;  also  kann  manschrei- 
ben: BxGiBG=>  OBiOF,  woraus  die  Aehnlichkeit  der  Drei- 
ecke BGB  und  BOF,  also  die  Gleichung  £BGBX  =FOB 
folgt  Da  aber  die  einen  Schenkel  dieser  Winkel,  nämlich  BXG 
und  BO,  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  müssen  auch  die  an- 
dern Schenkel  BBX  und  BF  auf  einander  senkrecht  stehen.  Folg- 
lich liegt  BF  in  der  Normallinie,  welche  somit  immer  durch  den 
Fusspunkt  des  Wftlzungskreises  geht.  Betrachten  wir  also  die 
Leitlinie  ala  Abscissenaxe^  so  erhält  man  für  die  analytische 
Normale  n  bei  dem  Wälzungswinkel  q>,  wenn  wir  den  Halbmesser 
des  erzeugenden  Kreises  mit  r,  den  des  Wälzungskreises  mit  rt 
bezeichnen,  den  Werth : 

n  ==  V  r^  +  ri*  —  2rri  co8  <p. 

Wenn  wir  bloa  die  Werthe  von  <p  zwischen  0  und  n  in's  Auge 
fassen,  so  lassen  aich  ferner  aua  diesem  Umstände  folgende  Regeln 
ableiten : 

1.  Bei  der  verkürzten  Cykloide  liegt  die  Normale  immer 
oberhalb  der  Abscissenaxe,  und  die  Norraallinie  schliesst  mit  der 
positiven  Richtung  der  Abscissenaxe  immer  eineo  atumpfen  Win- 
kel ein. 

2.  Ist  bei  der  verschlungenen  Cykloide 

o>  <  arccos  ~  (alao  cos?  > 

r  r 

*  * 

so  liegt  die  Normale  unterhalb  der  Abscissenaxe,  und  das  ober- 
halb der  Abscissenaxe  liegende  Stück  der  Normallinie  schliesst 
mit  der  positiven  Richtung  der  Abscissenaxe  einen  spitzigen  Win- 
kel ein.   Ist  <p>  arccos^,  so  gilt  das  Entgegengesetzte.  Da  man 

jedes  unendlich  kleine  Stück  der  Leitlinie  als  Gerade  betrachten 
kann,  so  gilt  dieses,  so  wie  alles  andere,  auch  dann,  wenn  die 
Leitlinie  irgend  eme  andere  Curve  iak!  Der  Einfachheit  halber 
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wollen  wir  aber  im  Folgenden  die  Leitlinie  immer  als  gerade 
Linie  voraussetzen. 

;:  .  '   '  . 

§2.  Fortsetzung. 

Es  sei  B  (Taf.  VI.  Fig.  3.)  derjenige  Punkt  der  Cykloide,  wel- 
cher dem  Wälzungswinkel  g>,  und  B1  derjenige,  welcher  dem 
Wälzungswinkel  <p  +  e*)  entspricht;  so  sind  BF  und  BtFx  die  zu 
diesen  Punkten  gehörigen  Normalen,  welche  sich  verlängert  im 
Punkte  T  schneiden. 

Im  Dreiecke  TFFX  ist: 
cos«=*in/&FO  =  ^^, 

^  a/~ö  n,  .  o      ri — rcos» 

ix  n 

co80=  -  sin  BlFl  O,  =  -  *0££?±£> , 

sin  y  =  sin  (a  +  ß)  =  sin  a  cos  ß  +  cos  <t  sin  ß 

_  \rx  —  r  cos  (y  -I-  Q]  r sin  y  —  (r,  —  r cos  y )  r  sin  (tp + e> 

n.ßlFl 

FT=a=:r  E*inß  —  nri  fa— rcosQp-f  g)]r  

1  sin  y      r ' '  [rl-rcos(9+^)]8iny-(^1-rcos<p)8in(^+«), 

 »r,  __JrJL-~rcos(<jD  +  f)]£ 

r  'rsin«  +  ^  [sinqo  -sin (qp -|- £)]' 

Wollen  wir  blos  noch  die  Glieder  mit  £*  als  Summanden  beibe- 
halten, so  haben  wir  im  Zähler  zu  setzen: 

e* 

cos  (g>+£)  =  cos  tp  cos  £ — sin  9  sin  £  =  cos  tp .  (1  —  j-g )— sin  <p .  f 


C08  ^ 

y 


=  COS  (p  —  Sin  O) .  £;  jp-  £2 

und  im  Nenner:  .? 

£*  £» 

sin  (y  -|-  e)  rs  gin  g>  cos  £  +  cos  tp  sin  e  =  sin  g> .  (1  —  y-^)  -f-cos<p .  (£ — J2^) 

■  • 

siny        cos»  . 
—  siny -f  C080).£  £*  fl^*  * 


!  V 

■  «i'l 


*)  Durchgehend«  verstehe  ich  nnter  «  eine  unendlich  kleine  Gröeee^ 
Theil 
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ftahracb  erhSU  man: 


< 


^__nri      6(rt  —  rcosy)  +  6rsiny.t  -f  3rcosqp.g9 
~~  r  *6(r— rt  cos(p)  + 3r,  sin^.f  —  (r  — cos<p)«*\ 

Entwickeln  wir  diesen  Quozienten  bis  zu  dem  Gliede  mit  «*,  so 
erhalten  wir: 

-•  . 


«r,  j  ^  -rcostp     zr--rr— rr,  cos  9 
r  !r  —  rlco8q>","    2(r— r,  en"s<p)2  v 


+  l2(r-r!co8V?  [r>  (*ri*-4r«)  -Kri9-<r*)cos<p 

-r,(r1«  +  2r2)cosV+rr,2cosV]«*j.  -  •  (2) 

Dabei  bedeutet  streng  nach  unserer  Figur  0  dasjenige  (unter- 
halb der  Absei esenaxe  liegende)  Stück  der  dem  Wälzungswinke)  <p 
entsprechenden  Normallinie,  weiches  zwischen  dem  Durchschnitts-, 
punkte  F  derselben  mit  der  Abatissenaxe ,  und  dem  T  mit  einer 
zweiten  Normallinie,  welche  einem  Punkte  Bx  entspricht,  dessen 
Wälzungswiokel  von  dem  des  zu  untersuchenden  (fixen)  Punktes 
unendlich  wenig  verschieden,  aber  grösser  ist  als  dieser,  liegt.  Dabei 
wurde  die  oberhalb  der  Abscissenaxe  liegende  Normale  positiv 
vorausgesetzt. 

Bezeichnen  wir  BT  mit  t>,  so  ist  in  unserer  Figur  0=  v — n. 
Da  v  unendlich  wenig  vom  Krümmungshalbmesser  (p)  des  Punk- 
ten' B  verschieden  ist  (und  für  e  =  Ö  in  q  selbst  übergeht),  so  ist 
klar,  dass  der  Krümmungsmittelpunkt  gleichzeitig  mit  dem  Punkte 
T  ober-  oder  unterhalb  der  Abscissenaxe  liegt. 

Auf  das  Zeichen  von  {....)  übt  blos  das  erste  Glied  einen 
Ein  Auas  aus,  da  die  übrigen  unendlich  klein  sind.    Da  dieses  ne- 

gativ  wird  für  qp^arecos  — ,  welche  Bedingung  übrigens  nur  bei 

der  verkürzten  Cykloide  erfüllt  werden  kann  (wo  nämlich  —  <  1 

ist),  da  ferner,  wie  wir  unter  §.  1.  gesehen  haben,  bei  der  ver- 
kürzten Cykloide  die  Normale  immer  positiv  ist,  so  wird  in  die- 
sem Falle  <s  negativ.   Es  liegt  also  bei  der  verkürzten  Cykloide 

T 

für  <p<arccos—  der  Krümmungsmittelpunkt  oberhalb  der  Abscis- 
senaxe. 

Bei  der  verschlungenen  Cykloide  wird  {....}  für  qp<arccos- 
ne^atW.   Da  aber  tu  diesem  Falte  auch  n  negativ  ist,  so 

,  1 ,  < 


■ 
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6  positiv.  Somit  liegt  die  Evolute  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach 
unterhalb  der  Absctssenaxe. 

Für  f  =  0  wird 

■ 

W_,»,£_J_2  (3) 

Daraus  folgt: 

n*  ... 

9  =  ~5 — —   (4) 

r* — rrl  cosqp  v  ' 

Bei  der  verkürzten  Cykloide  wird,  wie  wir  gesehen  haben,  <f0 
r 

fu>  <p<areco»-  negativ.   Da  aber  dabei  Oq  absolut 
gletch  ist  p  +      so  folgt: 

TTi  COS  (p 


(j0  =  — (p  +  n)=n-^  l-  .   .   .  (3*) 


Daraus  ergibt  sich: 


also  derselbe  absolute  Werth  für  den  Krümmungshalbmesser  wie 
frtfher. 

i* 

Ebenso  ist  für  q>  <  arccos  — :   <r  =  —  (t>  f  n). 

ri 

Der  Gleichung  <3)  oder  (3*)  kann  man  auch,  die  Form  geben : 

^cosy 

6a  =  n  —————  — —  , 

0        r  — rx  coü<p 

mittelst  welcher  sich  leicht  der  Krümmungshalbmesser  für  jeden 
beliebigen  Punkt  der  Cykloide  konstruiren  fässt. 

§.  3.    Die  Gleichungen  der  Evolute. 

Wir  betrachten  die  Leitlinie  AX  (Taf.  VI.  Fig.  4.)  als  Abseis-  t 
seoaxe  und  legen  die  Ordinatenaxe  AY  durch  denjenigen  Punkt > 
der  Cykloide;*  welcher  dem  Wälzungswinkel  0  entspricht.   Es  sei  : 
B  ein  Punkt  der  Cykloide  und  BM  der  zu  demselben  gehörige 
Krummangshalbmesser.    Bezeichnen  wir  mit  et  und  ß  die  Coordi- 
naten  des  Punktes  M  der  Evolute,  so  ist:  i 

AP a  =r  t\v  +  öq  sin  i/i  nod  —  MP=  ß^z — O^co^tp. 
Nun  ist  aber 
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rsing>      .           .     rt  —  rcosy 
sin^=— ~»  also  costJ/=  ~  

Substituten  wir  diese  Werthe,  so  erhalten  wir: 

g^r,?*  '     .    '  m "stny,     ....  (5) 
■  ^      r  —  Ti  cos 

_r»  fa  —  rcosy)«  ^ 

"        r  *  r — ricosqp 

Diese  beiden  Gleichungen  bilden  die  Gleichungen  der  Evolute. 
Wollte  man  daraus  den  Winkel  q>  eliminiren,  um  so  eine  einzige 
Gleichung  zwischen  den  laufenden  Coordinaten  der  Curve  zu  er- 
halten, so  würde  diese  sehr  komplizirt  ausfallen  und  wäre  zur 
weiteren  Untersuchung  absolut  unbrauchbar. 

♦ 

§.  4.   Ein  Stück  Theorie. 

Es  sei  ÜV  (Taf.  VI.  Fig.  5.,  6.,  7.,  8.)  ein  Stuck  einer  stetigen 
Curve,  AM  der  Krümmungshalbmesser  im  Punkte  A,  und  es  sei 
zu  untersuchen,  ob  die  Evolute  des  Curvenelementes ,  in  welchem 
A  liegt,  auf  der  rechten  oder  linken  Seite  der  Normallinie  NNX 
liest.  Es  sei  Ax  ein  zweiter  Punkt  der  17  F,  dessen  Abscisse 
unendlich  wenig  von  der  des  Punktes  A  verschieden,  aber  gros- 
ser ist  als  diese,  und  T  der  Durchschnittspunkt  der  durch  diesen 
Punkt  gezogenen  Normallinie  mit  der  JV2V\.  Setzen  wir  AT=v 
und  AM=Qt  so  kann  man  aus  der  Anschauung  der  Figuren  fol- 
gendes Gesetz  ableiten: 

Ist  v  —  Q  negativ,  so  ist  die  Evolute  auf  der  rechten  (Taf.  VI. 
Fig.  5.  ,  0.),  ist  »—  Q  positiv,  auf  der  linken  Seite  der  Normal- 
linie (Taf.  Vi.  Fig.  7.,  8.).  Ist  die  Abscisse  des  Nachbarpunktes  A% 
kleiner  als  die  des  Punktes  A9  so  gelten  hinsichtlich  des  Zeichens 
der  Differenz  o—  Q  die  entgegengesetzten  Regeln. 

Ist  das  Zeichen  von  v  —  p  unabhängig  vom  Zeichen  der  Aen- 
derung  der  Abscisse  des  Punktes,  so  hat  die  Evolute  eine  Spitze 
(Taf  VI.  Fig.  9.,  10.),  welche  von  der  Evolvente  abgewendet  oder 
ihr  zugekehrt  ist,  je  nachdem  v-q  negativ  oder  positiv  ist. 

Megt  die  Evolute  rechts  von  der  Normallinie,  so  gelten  fer- 
ner folgeode  Regeln: 

Ist  der  Winkel  a,  den  die  Norm allioie  mit  der  positiven  Rich- 
tuog  der  Abscissenaxe  bildet,  kleiner  als  |  (Taf  VI. Fig.  11.,  12.), 
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so  ist  die  Evolute  concav  oder  corivex  gegen  die  Abscisseuaxe, 
je  nachdem  sie  ober-  oder  unterhalb  derselben  liegt.  Ist  hinge- 
gen der  besagte  Winkel  grosser  als  £  (Taf.  VI.-  Fig.  J3.t  14.),  so 

em 

ist  die  Evolute  convex  oder  concav  gegen  die  Ahscissenaxe ,  je 
nachdem  sie  ober-  oder  unterhalb  derselben  liegt. 

Liegt  die  Evolute  links  von  der  Normallinie,  so  gelten  die 
entgegengesetzten  Regeln. 


}.  5.    Die  Evolute  der  verkürzten  Cykloide. 

Nach  (6)  ist  die  dem  Wälzungswinkel  <p  entsprechende  Ordi- 
nate der  Evolute: 

rt  fa— rcos»)«  ' 
r     r— ^cosg)  " 

f*  r 
Wie  man  sieht,  ist  diese  positiv  für  cos?>     also  für  <p  <arccos 

1*  T 

und  negativ  fär  <p>arccos-.   Für  (p  =  arc cos-  wird  0=  oc.  Da 

für  diesen  Werth  des  Wälzungswinkels  nach  (4*)  auch  p  =  oo  w  ird, 
also  der  Krfimmungsmittelpunkt,  in  welchem  die  Normallinie  der 
Evolvente  die  Evolute  berührt,  in  unendlicher  Entfernung  liegt, 
so  muss  hier  nothwendig  die  Normallinie  eine  Asymptote  der 
Evolute  bilden.  Es  ist  dieses  nämlich  jener  Winkel,  welcher  dem 
Wendungspunkte  der  Cykloide  entspricht.   Für  diesen  Punkt  wird 

n=VVia— r2,  woraus  ersichtlich  ist,  dass  die  Normallinie  auf 
dem  erzeugenden  Halbmesser  senkrecht  steht,  also  Tangente  ist 
an  den  erzeugenden  Kreis. 

Wir  wollen  nun  die  Gestalt  der  Evolute  näher  untersuchen 
und  dabei  blos  die  Werthe  des  Wälzungswinkels  zwischen  0  und 
n  In's  Auge  fassen. 

Da  unter  dieser  Bedingung  bei  der 1  verkürzten  Cykloide  die 
AbscUsen  ihrer  einzelnen  Punkte  mit  dem  Zu-  oder  Abnehmen  des 
Wälzungswinkels  gleichzeitig  zu  -  oder  abnehmen,  so  gilt  das,  was 
unter  §.  4.  vom  Grosser  -  oder  Kleinerwerden  der  Abscisse  gesagt 

wurde,  in  unserm  Falle  auch  unbeschränkt  von  dem  des  Wäl- 

i  •  > 

zungswinkels. 

Demnach  haben  wir  für  q>  <  arc  cos  -  ' 

i 

/  .   x    /  ,  \  .  r,        r,1— rrjcosq?)  . 

r  - Q  =  (,  +  n)  -  (p+n)  =  -  <M-<r0  =  -  n  C08go«  'K 
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Und  für  m  >  arccos  - 

ri 

,    •         .       s  ri(2r*— rt*—  rr(  cos?)  . 

«  -  <>  =  (*-  n)  -  (g  -  n)  =  0-<ro  =  n-^^--^~^-sm9.t. 

Also,  wenn  wir  diese  beiden  Fälle  zusammenfassen: 

r, (2r*— rta— rrxcosy)  . 
-»   2r(r*-rr1cosy)*  8iny  g'  fÖr  <Karcc°V 
t>-o  =  {  2_  a_  (T) 

+  n Ti!w  7^        C° TT »in  <p .  c ,  für  qp>arccos£. 

Da  es  drei  Werthe  gibt,  welche,  statt  <p  substituirt,  diese 

Ausdrücke  auf  0  bringen,  nämlich  0,  arccos — ^j""*-  un<*  n>  80 

kann  die  Evolute  drei  verschiedene  Arten  von  Spitzen  haben. 
Nun  ist  aber 

*  -  • 

 -  =  -  >0,  somit  arccos  —> arccos—* 

1*1         rrl  TTj  iTi  "i 


Es  wird  also  die  Spitze  für  ys=  arccos*".     '*  ,  welche  wir  die 

Mittelspitze  nennen  wollen,  dort,  wo  sie  vorkommt,  immer  unter- 
halb der  Abscissenaxe  liegen.  Ebenso  die  Spitze  für  9)  =  «, 
•während  die  Spitze  für  g>  =  0  oberhalb  der  Abscissenaxe  liegt. 

2r2— r,2 

Demzufolge  ist  für  0;  =  (arccos — ^     »  ji): 

1 

und  fär  9)  —  0 : 

t    w  - o  (o+n)*=-*  +  üo  =  -  12r(r_ri  C08(pJ^'9- 

Dabei  bedeutet  1  den  bei  (2)  in  der  eckigen  Klammer  eingeschlos- 
senen Ausdruck.   Daraus  folgt: 

FQr  9>=0  wird 

r 

Für  g>= arccos — w'1™ 
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_  r,r»   12rV,*~  18r*r, »  +  8r«-8rt» 

Dabei  ist  die  Quadratwurzel  Vr3(rts-yr9)f  weil  sie  für  n  steht, 
positiv  zu  nehmen,  also: 

e  — o  =  +j^Vr6<4r*— r,«).i». 


Für  q>  =  n  wird: 

•  ~  '  =  1  2r (/+  r, )« (2r' ' ~ ~ 4r*> '*=  £  <,■l-^r)t,• 


Mao  sieht  hieraus,  das«  die  SpiUe  für  <p  =  0  für  joden  Werth 

Mg 

des  Quozienten  ~  der  Evolvente  zugekehrt  ist  Ebenso  ist  die 
Mittelspitze  dort,  wo  sie  existirt,  der  Evolvente  zugekehrt  Soll 
sie  aber  wirklich  existiren,  so  muss  —  so  beschaffen  sein,  dass 

1>  —  >#  — I  ist;  da  nämlich  -f  1  und  — l  die  Grenzen  sind, 

in  welchen  der  Cosinus  eines  Winkels  immer  eirigescblos»*»  btf. 

*  •. 

f  2r4— r  a 

=  1  erhalten  wir  aber  -=1,  und  für  1 

r  rry 

r  ' 
nur  innerhalb  dieser  Grenzen  (1  und 2)  des  Quozienten 

^  kann  eine  MitteUpitze  vorkommen ;  denn  ist  a  eine  positive 
Grösse,  und  setzen  wir  -^  =  1— o,  so  erhalten  wir: 

T  .  . 


2r*— r,»  3  —  « 


uod  für  — =2+<*  wird  tf 
r 

Fat  eo,v=*Ln>!  wir(J 

«  =  \^3(rT*~7«)  und  p  =*  3  V^*^*). 

Bs  ist  also  filr  die  Mrttelspitze  der  Krümmungshalbmesser  gleich 
der  dreifachen  Normale,  ... 


r 
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- 

..Was  die  Spitze  für  $  =  n  anbelangt,  so  sieht  man,  dass 
dieselbe  für  —  >  2  der  Evolute  zugekehrt,  für  ^  <  2  hingegen 

von  derselben  abgewendet  ist,  ond  es  bleibt  noch  der  Fall  —  =  2 
zu  untersuchen. 

Setzen  wir  zu  diesem  Zwecke  rx~2r  in  (6),  so  erhalten  wir: 

P  —  *  l-2cos7' 
Fflr  qp  =  n  wird  ßi  =■  —  6r.   Für  <p  =  it  +  e,  wobei  wir  zn  setzen 
haben  eos>  =  —  cose  =  — 1  +  |-ö  ~  fr  2  3  4* 

108  —  36ea  +  6e4 

Man  sieht  also,  dass  för  diesen  Punkt  die  Ordinate  der  Evolute 
ein  Maximum  wird.  Da  aber  diese  Ordinate  negativ,  die  der 
Evolvente  hingegen  positiv  ist,  so  folgt,  dass  die  Spitze,  welche 
die  Evolute  in  diesem  Punkte  besitzt,  der  Evolvente  zugekehrt 
ist  Dass  aber  überhaupt  die  Evolute  hier  eine  Spitze  haben  rauss, 
ist  schon  daraus  klar,  dass  sonst,  wenn  ein  Maximum  der  Ordi- 
nate Statt  finden  soll,  die  Tangente  an  die  Evolute  im  betreffen-' 
den  Punkte  parallel  zur  Abscissenaxe  sein  müsste,  wahrend  sie 
doch,  wie  wir  wissen,  auf  derselben  senkrecht  steht 

Es  bleibt  nun  noch  mittelst  der  Formeln  (7)  zu  untersuchen 
übrig,  wann  die  Curve  convex  oder  concav  gegen  die  Abscissen- 
axe sein  wird.  Dabei  haben  wir  den  schon  unter  §.  1.  erwähnten 
Umstand  zu  berücksichtigen,  dass  in  unserm  Falle  die  Normal- 
linie mit  der  positiven  Richtung  der  Abscissenaxe  immer'  einen 
stumpfen  Winkel  bildet  -  » 

Ist  <p  <arccos^~,  also  cosgp  >  — ,  so  ist 


2r* — fj* — rrx  cos  <p  < r* — rt* 


also  negativ,  somit  r  —  q  positiv.  Es  liegt  also  die  Evolute  für 
9<arccos—  links  von  der  Normallinie.  Da  fem  er  (nur)  in  die* 
sera  Falle  die  Ordinaten  der  Evolute  positiv  sind,  so  folgt  daraus, 
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dass  das  oberhalb  der  Abscissenaxe  liegende  Stuck  der  Evolute 
immer  concav  gegen  die  Abscissenaxe  ist. 

r      ,  ora  r  t 

Ist  arccos  —  <?><  arccos-  — ,  so  ist  v  —  q  negativ.  Es 

liegt  also  die  Evolute  rechts  von  der  Normallinie,  und  da  sie  zu- 
gleich unterhalb  der  Abscissenaxe  liegt,  so  ist  sie  gegen  dieselbe 
ebenfalls  concav. 

Ist  <p  >  arc  cos  — ^  ■'- ,  so  ist  v  —  q  positiv ;  somit  liegt  die 
Curve  links  von  der  Norrnallinie,  und  ist  daher  aas  demselben 
Grunde  wie  früher  gegen  diese  convex.  —  Ist  —  >2,  so  wird,  wie 

■ 

wir  gesehen  haben,  der  einzige  Werth,  den  man  aus  der  Glei- 
chung 2r* —  rx2 — TTiCos<p-=0  für  cosq>  erhält,  kleiner  als  —  L 
Daraus  folgt,  dass  das  Zeichen  des  Substitution» -Resultates, 
welches  man  erhält,  wenn  man  in  obigem  Ausdrucke  statt  cos  9 
Werthe  grösser  als  — ]  setzt,  immer  dasselbe  ist.  Setzt  man  aber 
z.  B.  cosg>=0,  so  geht 2t1  —  rt2  —  rr lco8q>  in  2r*— über,  welcher 
Ausdruck  aber,  da  r^^-ir2^  2r*  ist,  immer  negativ  ist.  Daraus 

i» 

folgt,  dass  auch  v— q  für  jeden  Werth  voo  a>>  arccos  —  negativ  ist. 

ri 

Somit  ist  der  ganze  unterhalb  der  Abscissenaxe  liegende  Thell 
der  Evolute  gegen  dieselbe  concav.    Dasselbe  gilt  ftir  "~  =  2. 


■ 

}.  6.   Die  Evolute  der  verschlungenen  Cykloide. 

?••'»«*.  ••/%>.', 

Bei  dieser  Untersuchung  wollen  wir  wieder  voraussetzen  j 

0<g><jr. 

r 

Für  <p  <  arccos     ist  a  absolut  genommen  Da  aber, 

dabei  n  negativ  ist,  so  ist 

c—  —  (v  -f  w)  und  o0=  —  (Q  +  n)f 

daher : 

v  —  o  =  (c+  «)  —  (p  +  n)  =  o0  —  <r. 

Dabei  ist  aber,  da  hier  mit  dem  Wachsen  des  Wälzungswinkels 
die  Abseisse  abnimmt,  für  unsere  Untersuchung  —  t  statt  s  zu 
setzen.   Es  ist  also: 

nrl  2r*  — r,1  —  n^coscp  . 
r-  0=-  — .    2(r_riC08g>)1  «1B9.(-^ 
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För  o>>arccos--  ist  o*=e  —  n  und  ob  =  o  —  n,  also: 

/         v     /        v  «Ti  2ra — IS1  fTiCOSO)  . 

ö      r       2(r —  T^cosgo)2  ^ 

> 

För  <p  <arccosy  ist  n  negativ. 

Ferner  ist,  wie  wir  gesehen  haben,  der  Werth,  den  man  för 
cos  <p   aus   der  Gleichung  2r*  —  rj2  — rr^  cos o>  =  0  erhält,  für 

^-<1  (was  eben  die  verschlungene  Cykloide  charakterlsirt),  grös^ 

ser  als  1 ;  sonach  bleibt  das  Zeichen  des  Substitutions  -  Resulta- 
tes von2r*  —  r|*  —  rrt  cos  <p,  wenn  man  für  cos  9  Wertbe  >1  substi- 
tsirt,  ungeändert.  Setzen  wir  wieder  coso?=0,  so  ubergebt 
2r*— rx% — n^coso;  in  2r2 — rf,  welcher  Ausdruck  offenbar  posi- 
tiv ist  Demnach  ist  obiger  Ausdruck  för  alle  Wertbe  voo  cosq><IA 
also  för  alle  möglichen  Werthe  von  9,  positiv,  und  daher  u> 
unserro  Falle  v  —  0  negativ.  Die  Curve  liegt  also  rechts  von  dej 
Normallioie.  Da  diese  ferner  oberhalb  der  Abscisseoaxe  mit  der 
positiven  Richtung  derselben  einen  spitzigen.  Winkel  einschliesst 
und  die  Ordioaten  der  Curve  negativ  sind,  so  ist  dies»  gegen  die 
Abscissenaxe  convex. 

Für  <p  >  arccos  —  ist  v  —  p  positiv.   Die  Curve  liegt  also  links 

von  der  Normallinie.  Da  diese  ferner  mit  der  positiven  Richtung 
der  Abscissenaxe  einen  stumpfen  Winkel  bildet  und  die  Ordinaten 
der  Curve  ebenfalls  negativ  sind,  so  ist  auch  dieser  Theil  der 
Curve  convex  gegen  die  Abscissenaxe. 

Die  Figuren  !.,  2.  und  3.  auf  Taf.  VII.  zeigen  die  beiläufige  Form 
der  Evolute  för  verschiedene  Fälle. 

■ .  .'  •■■  i.'i 


1  ■    *«i  . 
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Darstellung  des  unendlichen  Kettenbruches 

Sfcr+1  +  j  

2*  +  3  +  -  1  

in  geschlossener  Form. 

i 

Von  .1 
Herrn  Simon  Spitzer, 
Professor  an  der  Handel«  -  Akademie  au  Wien. 


>  ■ 


Ich  habe  im  25sten  Bande  dieses  Archivs  (8. 141.)  für  den 
unendlichen  Kettenbruch 

« 

1 


!  +  —  1 

2+  f 


3  + 


4+.... 


den  Werth 


jf*71  e*«"*du 

jf**  coau.e**—du 

angegeben ;  im  30sten  Bande  des  Archivs  (8. 81.)  finde  ich  fifr  den 
Kettenbrach 

*+ — r'  t   -  -t-\  }>  , 


den  Werth  .  '  im 
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d*  r 

^[Vr  /      cos a).«*V»" 


d*+i  :  p 


n 

cos  ».««V«"»  da] 


(woselbst  nach  verrichteter  Differentiation  r  =  1  gesetzt  werden 
muss),  welcher  sich  auch,  wie  leicht  einzusehen,  so  darstellen  lässt: 


und  woselbst  ebenfalls  nach  verrichteter  Differentiation  r  durch  1 
ersetzt  werden  muss. 

Hier  will  ich  wir  erlauben,  den  Werth  des  folgenden  Ket 
tenbruches : 

2*  +  l  +  -  p-  

2*  +  3  +  — |  

zu  bestimmen.   Sei  derselbe  ty(z),  so  ist  offenbar 

1 

und  setzt  man: 


80  erhalt  man  die  Gleichung: 
welche  geordnet  «ich  so  stellt: 

/•(.t+2)+(2*+i)a*+i)-a*)=o,  m 

und  deren  Auflösung  uns  jetzt  obliegt. 

Ich  setze,  geleitet  durch  die  Ergebnisse  meiner  früheren  Un- 
tersuchungen, f\x)  voraus  in  Form  eines  Differential- Quotienten 
mit  variablem  Differentiations-  Indexe;  ich  setze  nämlich  : 


• 
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W-lTdr*  Ii* 

woselbst  a>(r)  eine,  einstweilen  noch  unbestimmte  Function  von  r 
bedeutet,  und  l  eine  coostante  Zahl  ist,  die  nach  verrichteter 
jrnialiger  Differentiation  von  a>(r)  in  dem  so  erhaltenen  Resultate 
statt  r  gesetzt  werden  muss  *). 

.  Nun  hat  man: 

d*<p"(r)  j 


dr1 


und  werden  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (1)  eingeführt,  so 
erhält  man: 


Nun  ist: 


denn,  differenzirt  man  das  Produkt  (r  — A)qp"(r)  armal  bezuglich  ry 
nach  der  gewöhnlichen  Regel,  wie  man  ein  Produkt  differenzirt, 
so  erhält  man: 


dx<p'(r)  dxq>"(r) 
was  sich  för  r  =  X  auf  I  a?    ^  ^    U  reducirt,  wenn  nur  ^ 

für  r  =  X  nicht  unendlich  wird. 

■ 

Die  Gleichung  (2)  lässt  sich  nunmehr  so  schreiben: 

1 7fr  t9*to+*(r- WM  +  <p(r)]  \  ^  =  U, 

und  man  genügt  derselben  für  jene  Wertbe  von  a>(r),  welche  die 
Gleichung 


')  Ich  habe  dieselbe  Methode  angewendet  zur  Integration  der  line- 
aren Differenzen -Gleichungen,  deren  Coeffictenten  ganze  algebraische 
Functionen  der  unabhängig  Variablen  sind  und  eie  in  einer  der  kaiaerl. 
Akademie  der  Wissenschaften  zu  Wien  am  4  Feltruar  d.  J.  überreichten 
Abhandlung  auseinandergesetzt. 
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(1  +2r-2i)^(r)  +  *'(r)-  <p(r)  =  0 

identisch  machen.  * 
Dieselbe  vereinfacht  sich  für 

denn  man  hat  dann: 

2rg>w(r)  +  (p'(r)T-qp(r)  =  0, 
eine  Gleichung,  der  genfigt  wird  für 

g>(r)  =r  Cie+VTr  +  Q,e-V*~r. 
Es  ist  somit  das  Integral  der  Gleichung  (1): 

• 

und  zwar  ganz  unzweifelhaft,  weil  <p"(r),  armal  differeozirt,  für 
r=i  nicht  unendlich  wird.    Wir  haben  somit: 

ein  Ausdruck,  welcher  als  mit  einer  witlkiihrlichen  Constanten 
^  versehen  betrachtet  werden  kann.  Die  Bestimmung  dieser 
Constanten  ist  leicht;  denn  es  ist  för  ar=0 

5  +  tT — 

.4         •  •  •  • 

Derselbe  Kettenbruch  ist  aber  (m.  s.  Grunert's  Supplemente 
su  Klügelt  mathematischem  Wörterbuche.  1,  Band. 
Seite  566.)  gleich 

folglich  Ut  C,  =  C,,  and  daher: 

2,+  ,  +  L-t   *[e+V»+e-1^] 

2*  +  3  +  j  =  ji+i  ;iJ — —  • 

ein  Ausdruck,  in  welchem  nach  verrichteter  Differentiation  r=$ 
gesetzt  werden  muss. 
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Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  nm-^~&m~faZ 


Integration  der  partiellen  Differentialgleichung 

Von  ' 

Herrn  Simon  Spitzer, 
f>rofe»ittr  ürti  der  HAmielft-Akadenfc  za  Wien. 


Ich  setze 

und  erhalte  hierdurch 

ümameatflx)  =  x*meatflm)  (.r) 

oder 

a*-^-)(^)  =  (««)»/T^). 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist  aber  (siehe  Sitzungsberichte 
der  Wiener  Akademie  der  Wissenschaften.  26.  Band. 
Seite  489.):  ' 

fxaa  f&aa  fimaa 

woselbst  Ci,  C2....  Cm  willkülirliche  Constanteo  sind  und  p  eine 
primitive  Wurzel  der  Gleichung  ftOT=I  ist;  man  hat  daher: 

i 

I 

oder,  wie  leicht  einzusehen: 

» 

unter  9>1}  a>4....g>m  wHIkübrlfobe  Functionen  verstanden. 
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XXXVI. 

Leichte  ganz  elementare  Snmmirung  einiger  Reihen 
und  daraus  abgeleiteter  einfacher  Beweis  des  binomi- 
schen Lehrsatzes  für  negative  ganze  Exponenten,  zur 
Aufnahme  in  den  mathematischen  Schulunterricht ,  oder 
wenigstens  zur  Benutzung  bei  demselben. 

(Mit  Rücksicht  auf  Raumes  analytiques  par  M.  A.  Cauchy. 

Turin  1833.*) 

Von 

t 

dem  Herausgeber. 


Jedenfalls  ist  sehr  zu  wünschen,  dass  die  ganz  unwissen- 
schaftlichen Reihen- Ent Wickelungen,  die  mau  in  den  für  den  Schuh 
Unterricht  bestimmten  Lehrbuchern  immer  leider  nur  zu  häufig 
noch  antrifft,  namentlich  aber  die  der  strengen  Wissenschaft  bei 
ihrem  jetzigen  Standpunkte  ganz  unwürdige  sogenannte  Methode 
der  unbestimmten  Coefficienten ,  aus  dem  Schulunterrichte  ganz 
verschwinden  und  aus  demselben  verbannt  werden,  und  dass  auch 
dieser  Unterricht  sich  immer  mehr  und  mehr  der  wissenschaft- 
lichen Strenge  nähere  und  befleissige,  welche  hauptsächlich 
Cauchy  in  die  algebraische  und  in  die  transcendente  Analysis 
eingeführt,  und  dadurch,  wie  durch  so  vieles  Andere,  seinen  Namen 
unsterblich  gemach^  hat.  Denn  dass  von  dieser  völligen  Umge 
staltung  der  Analysis  der  Schulunterricht  sich  etwas  angeeignet 
und  daraus  die  Früchte  gezogen  habe,  welche  er  daraus  gewiss 
zum  grossen  Vortheil  der  Schüler  hätte  ziehen  können,  lässt  sich 
wahrlich  nicht  sagen,  wenn  man  nur  einen  Blick  in  die  Masse  mathe- 
matischer Lehrbücher  thut,  mit  denen  namentlich  jetzt  der  Bücher- 

r  #   -    ■  » 

*)  Nur  Nr.  IV.  unten  ist  von  Cauchy  entlehnt.  Die  Reihepiaaum- 
rungen  gehören  ganz  mir  an.  G. 
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markt  überschwemmt  wird ;  ja  es  erregt  wahrhaftes  Bedauern»  wenn 
man  sieht,  wie  ganz  spurlos  jene  grossartige  Umgestaltung  der  wis- 
senschaftlichen Darstellung  und  Entwickelung  der  Analysis  bei  Wei- 
tem an  den  meisten  Verlassern  dieser  Lehrbücher  vorübergegangen 
ist.  Die  folgenden  elementaren  Betrachtungen  haben  den  Zweck, 
ein  kleines  Scherflein  zur  Herbeiführung  eines  besseren  Zustande«  in 
dieser  Beziehung  beizutragen,  und  werden  hoffentlich  noch  einige 
Aufsätze  von  gleicher  Tendenz  in  ihrem  Gefolge  haben.  Mögen 
dieselben  das  warme  Interesse  von  Neuem  bethätigen,  welches  wir 
von  jeher  an  dem  Gedeihen  und  der  besseren  Gestaltung  des 
mathematischen  Schulunterrichts  genommen  haben!  denn  nur  die- 
sem Interesse  verdanken  sie  ihre  Entstehung. 


I. 

*  ■ 

Die  für  viele  Untersuchungen  wichtige  Reibe  der  figurirteo 
Zahlen,  nämlich  die  Reihe 

X-.Jt     2  ♦...(&  +  !)     3....Q&  +  2)         «....(&  +  n  —  1) 

lässt  sich  wohl  am  Einfachsten  auf  folgende  Art  summiren. 
Offenbar  ist: 

1  ••••  k  t  k  k  ~\~  1 
l  ,.**k      1  ....Ar  k ~\  1 

Also  ist: 

1...,*  j  2  ....(*  f  1)  _2....(* \  1)      l.„k  k+l 

_2....(*+l)  .  ,    1  , 

2....(£+t)  k±2 
~    1....*    'k  +  V 

Hieraus  crgiebt  sich  ferner: 

1....*  2. ...(*  +  1)  ^3....  (4  +  2)  _3....(&  +  2)  2....(*  +  l)  *+2 
1    •  k        1 . ..  •  k  \ ....  A>  1  ••••  X»  1  • •• •  Ä      ^  -J-  1 


3....(*  +  2)  2 

3  ....(& +  2)  £+3 
-     1....*  *+l 


TheU  XXX. 
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Die*  fahrt  ferner  zu: 

1....*    2....(*+l)    3....(A-j2)  4,...(*+3) 
+     l....Ar     +     1....A;     +  J...Jt 

4....  (£+3)     3.,..  (1  +  2)  £  +  3 

Ä         +  rix 

4....(Ar  +  3)tl  ,  3 

-  i — it  u  +  r+v 

4  —  < A    3)  Ar  f  4 

Also  ist: 

2....(A+  1)  t  3....(*-r2)  f  4....(A+3)  ^  5....  (*-f4) 

1  ....  Ar  1   •  •••  Ak       ~  1   «.».  Ar  1    ....   ^  1  ....  /r 

5....(Ar  +  4)    4..  .(Ar +  3)  Ä  +  4 
~~      l....Ar      +  Ar-fl 

5....(Ar  +  4)  4 

_  5.... (&-f  4)  1  +  5 
~  'Jfc  +  1' 

Wie  man  ganz  in  derselben  Weise  immer  weiter  gehen  kann, 
unterliegt  nicht  dem  geringsten  Zweifel,  und  man  ahstrahirt  aus 
dem  Vorhergehenden  auf  der  Stelle  das  folgende  allgemeine  Gesetz: 

]....k     2....(A-+1)  j  3....(Ar  +  2)  ^     ^  n....(Ar  +  w-  1) 
i ....Ar         1  ••••  Aj  1  •••«  Ar  1  «...  Ar 


oder 


n....(Ar-t-K-- 1)  Ar  +  n 


1  - -  *  +  2....(Ar+l)  +  3....(&  +  2)  ^  (n....(Ar  +  w -  J) 
1 .... k  I  ....  Ar  1 . . ..  Ar 


—  !....(*  +  !)  ' 
die  bekannte  §ummirung  der  figurirten  Zahlen. 
Für  A  =  l  ist: 

1  .2,34  n  n(n+J) 
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Für  kt=.2  ist: 

,  ^  ,  3^4  ,  4^       .  n(n  +  \)_n(n  +  \)(n+2) 

1.2  +  1.2  +  1.2  +  1.2+""+    1.2    ~  1.2.3 

Für  £  =  3  ist: 

1.9.3    2.3^4    3 . 4 tn(n+l)(*  +2)  2)  (n+3) 

1.2.3 + 1. 2.3  +K2.3+-  +      1.2.3      ~  1.2.&.4   '  ^? 


u.   s.  w. 


II. 

Wenn  man  die  Reihe 

\+x+&  +  x*+  .... -f  x*~l  , 

mit  1— ar  multiplicirl,  so  erhält  man  als  Product  die  Grosse  1— 
also  ist 

I 

oder 

i)  .  .  \+x+x*+x*+....+x*-*==T^-1^, 

wie  auch  aus  der  Lehre  von  den  geometrischen  Reihen  sogleich 
geschlossen  wird. 

Aus  dieser  Gleichung  erfreuen  sich  nun  unmittelbar  die  fol- 
genden Gleichungen: 


u.    s.  w. 


] 

X 

\~x 

X* 

■ 

l-x 

1  — X 

x*~i 

lirt  maa  j etat  diese  Gleichungen  zu  einander  und  wendet  da- 
bei wieder  die  Gleichung  1)  an,  so  erhält  man: 
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* 


also: 

.  /  '  .2) 

| 

1.2, 3  , ,  4  .  ,      .»_,        1  x       n  x* 

-x  +  ,*  + 1  aP+  !«•+-.+,«•> = (T^i  -  (Tr^,  -  , .  . 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  eich ,  dass  die  Summe  der  folgen- 
den Grossen: 

1    2      3       4  n 

1    , 2  . .3  ,  .        n  —  I  , 


1  2 

1  , 

gleich  der  Summe  der  folgenden  Grössen  ist,  welche  nach  2) 
offenbar  die  Summen  der  vorstehenden  Reiben  sind: 


1 

X** 

« 

(1-*)* 

11-* 

X 

n  —  1  ar* 

(1-*)* 

(I  -*)9 

~"  i  r=i 

n— 2  a;» 

(1-*)* 

1  1-x 

U.  8. 

w. 

X* 

2  a;» 

(l  —  x)* 

(1-*)* 

ar* 

1  a* 

(1-*)» 

Bildet  man  nun  die  beiderseitigen  Summen  mittelst  h  und  dsf 
obigen  Gleichung  1),  so  erhält  man  die  Gleichung: 


i 
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1.2  +  1.2*  +  1.2*  +~"  +  1.2 


1       |    1_        xn  f     n      x*  n(n- 


2~~ 


—  * 


•   '     1.2  +  1.2*+1.2*  +  ••+    1.2  ^ 

1  n      j?w         n(n_+J)  _*n 

~(l-ar)»""(l-^)»~l         ar)a~     1.2  1-* 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  ferner,  dass  die  Summe  der  folgen 
den  Grössen: 


1.2  +  1.2 


1.2    .  2.3  ,  ,      .  (n  -  l)n  _  , 

o*+n2*,+  ~+-n5-** 

12.,  ,(n-2)(n-l) 


o.   s.  w. 


1.2 
O 


2.3 
O 

1.2 
E2 


i-i 


gleich  der  Summe  der  folgenden  Grossen  ist,  welche 
offenbar  die  Summen  der  vorstehenden  Reihen  sii 


3) 


1  xn        n       xn        n(n-f-l)  x* 

(I -*)»"*"  (l-*)»~l    (l—ar)a        \?T  T^x 

x  xn        n — 1      xn        (n — l)n  xn 


(1  — *)»""(!— *)»""    1    '(1-x)«""    1.2      1— x 


xn 


n— 2  j?» 


(1-ar)»     (l-*)»"~    1  *(l-*)a 

u.    s.  w. 


(n— 2)(n— 1)  x* 
1.2 


x" 


-2 


2.3 


x* 


(1—  *)•     (1—  *)»     r(l-ar)2  1.2*1-* 


1 


1.2 


(1-*)»     (1  — o:)»- 1(1  — *)»— 1.2'  1—  *' 
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Bildet  man  nun  {Ue  beiderseitigen  Summen  mittelst  L  und  der 
obigen  Gleichung  1),  so  erhalt  man  die  Gleichung: 

L2.3  .  2.3^4'      3.4^5  n(n-H)(n  +  2)  • 

1.2^3  +  172.3*+ i.2.3*  +~"  +        1.2.3  *^ 

1      k  1_        arn   /     n       xn        n  (n  -f  1)  ;rn 

■"(i-^)8  )i-a:~"r=ril  "fd^^3  n2"*(i-^>4 

n(w  +  l)(w-f  2)  ar» 
~~        1.2.3  1-^' 

also: 

47     1.2.3+1.2.3*+1.2.3X  +"*  +     1.2.3  * 

1  JB  n  .Tw  71  (7t  -f  1)  _Tn 

«C»  +  I)(n  +  2) 


1.2.3 

Es  ist  ganz  unnöthig,  diese  Entwickelungen  noch  weiter  fort- 
zufuhren, da  das  Gesetz  des  Fortgangs  und  der  Bildung  der  be- 
treffenden Grössen  schon  hier  ganz  klar  vor  Augen  liegt.  Ueber- 
haupt  gelangt  man  dadurch  offenbar  zu  der  folgenden  allgemein 
gültigen  Gleichung,  in  welcher  die  Anzahl  der  Glieder  der  Grösse 
auf  der  linken  Seite  des  Gleichheitszeichens  n,  die  Anzahl  der 
Glieder  der  Grösse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens 
Ä  +  list: 

ii'>r«    '   -  -  ii  • 


1  (A- — 1)       2.~ft         S.~(&-fl)  w....(n+*-2) 

i....(A-l)  +  l. ...(*— (*—!)*  +-"+  l....(*-i)  x 

I  xn         n  af1 

—  (1  —  x)k~~  QT-~xJk  ~  l  '  ii-x)^1 

n  (n  + 1)  xn 


n—l 


1.2  (1 

g(tt-f»l)(w4-2)  a?» 
1.2.3  *(l-a:)*-8 

s.  w. 

n'(w  +  l)....(»  +  &— 2)  ar* 
1.2.3~..(*-1)  *l-ar* 


Weil  aber  offen tar 


f 
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!....(*— 1) 

.1) 

=1. 

r 

*2  h 

k 

3....(ä  +  1) 

1  ....(*—!) 

5=1   1.2  ' 

4....(A:  +  2) 

A(*  +  l)(*  +  2) 
=     "1.4.3  ' 

u.   s.  w. 

n....(n-f-£  — 

2)  k(k+l)....(k+n 

1  ....'(* -1)    ~     1.2.3....(n— 1) 

ist,  wovon  man  sich  am  leichtesten  sogleich  uberzeugt,  wenn 
man  Zähler  and  Nenner  der  Bruche  in  den  einzelnen  Gleichun- 
gen über'8  Kreuz  multiplicirt,  was  augenscheinlich  uberall  zu 
gleichen  Producten  führt;  so  kann  man  die  obige  Gleichung  auch 
auf  folgenden  Ausdruck  bringen : 

.  *(*  +  !)... ,(*  +  n-2)_, 
-  +      1.2.3....(n-l)  * 

1  n  xn 

n(n  +  l)(n+2)  ar" 


1.2.3  'tf—*)« 
n.   s.  w. 

n(w+l)....(w+&-2) 
~~     1.2.3....(*— 1)  T=i* 

III« 

Aus  der  vorhergehenden  Gleichung  läast  sich  ein  sehr  genü- 
gender einfacher  Beweis  des  binomischen  Lehrsatzes  für  negative 
ganze  Exponenten  ableiten,  wozu  wir  aber  erst  noch  die  folgen- 
den Betrachtungen  vorausschickeu  müssen. 

In  der  Grosse 
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?/(ra  +  l)....(n  +  w»-')^ 
1 .2.3. ...  to 

»ollen  m  und  n  positive  ganze  Zahlen  bezeichnen,  welche  wir 
aus  einem  solchen  Gesichtspunkte  betrachten  wollen,  dass,  indem 
i/i  völlig  ungeandert  oder  constant  bleibt,  man  n  ins  Unendliche 
wachsen  lasst.  Auch  soll  x  för's  Erste  als  positiv  angenommen 
werden. 

Zuerst  erhellet  auf  der  Stelle,  dass  man  die  obige  Grosse 
unter  der  folgenden  Form  darstellen  kann : 

u-,-.('  +  ")(1^)"  -(1  +  gL"li), 

1.2.3 ....  TO 

Wächst  nun  n  in's  Unendliche,  so  nähert  das  Product 

(1  +       +  ?)....(!+ 

welches  aus  einer  endlichen  völlig  bestimmten  Anzahl  von  Fac- 
toren  besteht,  weil  m  eine  endliche  völlig  bestimmte  positive  ganze 
Zahl  bezeichnet,  sich  offenbar  immer  mehr  und  mehr  der  Einheit, 
uad  kann  der  Einheit  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man 
nur  n  gross  genug  annimmt,  was  sich  noch  bestimmter  auch  auf 
folgende  Art  ubersehen  lässt   Offenbar  ist 

<i  +  <i + J> ....  <i  +  ==-'><  (i  +  . 

4 

und  kann  man  nun  beweisen,  dass  die  Grosse 

a+==V- 

der  Einheit  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann,  wenn  man  nur 
n  gross  genug  nimmt,  so  wird  dies  naturlich  um  so  mehr  von  der 

gelten,  wobei  man  nur  nicht  aus  den  Augen  zu  lassen  bat,  dass 
die  Grossen 

(1  +         .0  +  ——)  «nd 

beide  stets  grosser  als  die  Einheit  sind,  und  nach  dem  Vorher- 
gehenden die  erstere  immer  zwischen 
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1  und  (1 +——)«-» 
w 

liegt.   Uro  nun  aber  zu  beweisen,  dass  die  Grösse 

der  Einheit  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann,  wenn  man  nur 
n  gross  genug  nimmt,  muss  man  zeigen,  dass,  wenn  p  eine  be- 
liebige positive  Grosse  bezeichnet,  die  positive  ganze  Zahl  n 
immer  so  gross  angenommen  werden  kann,  dass  die  Bedingung 

(i  +  —^V-1  -  k  <* 

erfüllt  wird.  Diese  Bedingung  wird  aber  erfüllt  sein,  wenn  die 
Bedingung 

,+     m  —  lv 

(1+  -—  )~*<M-1 

erfüllt  ist,  und  diese  Bedingung  wird  ferner  erfüllt  sein,  wenn 
die  Bedingung  i 

•  ■ 

|        m — 1  

i+~  <  V7+1, 

also,  wenn  die  Bedingung 

=— <VV+l-i, 

also,  wenn  die  Bedingung 

>  m-l  > 

V>+1 — 1 

also,  wenn  die  Bedingung 

.        m —  1 

«>  n^i  


erfüllt  ist;  und  da  der  Erfüllung  dieser  letzteren  Bedingung  offen- 
bar nichts  im  Wege  steht,  so  wird  sich  auch  die  erste  Bedingung 
immer  erfüllen  lassen,  und  daher  unser  Satz  bewiesen  sein. 

Weil  Duo 

(,+i><1+l)--<,+??Lir> 
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«ich,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst,  bis  zu  jedem  beliebigen 
Grade  der  Einheit  nähert,  so  nähert 

(1  +-)(!  +  -)•  ...(l  +  ^i) 
n         h        y         n  ' 

1.2 .3 ....  tn 

sich,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst,  offenbar  bis  zu  jedem  be- 
liebigen Grade  dem  endlichen  völlig  bestimmten  Bruche 

.«t»l 

 L__ 

1.2. 3. ...)»' 

In  Betreff  des  Products  nmxn  bemerken  wir  nun  ferner  Fol- 
gendes. Auf  der  Stelle  wird  man  sich  von  der  Richtigkeit  der 
folgendeu  Gleichungen  überzeugen: 


it.- 


(n  +3)"«^+»= (1  +  ^p)m*.  (n  +  2)»*-+«, 

(»  +  4)"».t"-H=  (1  +  ^p)m*  •  (»  +  3)m  *"+8, 

u.    s.   w. , 


also: 


1 

(n  f  l)n»J»+1  =  (l  +  -)«»*.«"•:!*, 

11  ^ 
(n  +  2)"»x»+2  =  (1  +       (1  +  jj^pj)"««.«-««, 

(n  +  3)">;r»+8  =  (1  +  j)«  fl  +  ^n)m  (1  +  i^2)m*8  • • 

(n  +  4)«*^  =  (1  +  +  ^)-(l  +  ^)ma  +  ^3)'n^4»~^ 

U.        8«        W.  , 

und  folglich,  wie  sogleich  erhellet,  wenn  man  nur  überlegt,  das« 
Brüche 

1111 
»    _  t'\»    jjfTö»   r"X"5*  •••• 
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fortwährend  abnehmen: 


i ...    .  • 


] 

(it  +  fc2)ro  W2  <  ( (1  -I-  -)mxP.nmxny 

i 

'  (n+3)-a:«+8  <  1(1  +-)mx }».»"• 

(w  +  4)"»  jt«-H  <|(l  |  -)*a?l4.  nmx*, 

► 

U.     8.  W. 

Wenn  aber  *  <  1  ist,  so  kann  man  n  immer  so  gross  annehmen, 
dass 

(l  +  £)-*<l 

ist*);  denn  die  Erfüllung  dieser  Bedingung  erfordert  nach  und 
nach  die  Erfällung  der  folgenden  Bedingungen : 

■  p+.v<i.  -^<Vl  i<Vl->. 

» 

also  die  Erfüllung  der  Bedingung 

n>—^        oder  n>    Vx  ■ 


t  t 


m  ^  m 

w  ■-*- 


Vi- 


und  da  der  Erfüllung  dieser  Bedingung  offenbar  nie  etwas  im 
Wege  steht,  so  läast  sich  auch  die  erste  Bedingung 

(1  +  i)«*  <  1 

immer  erfüllen,  wenn  nur  x  <  J  ist.  Noch  einfacher  lässt  sieb 
dies  sogleich  auf  folgende  Art  übersehen.    Die  Grösse  (I  + 


*)  Wenn         I  i»t.   i«t  dies  natürlich   nicht  möglich,   weil  dann 

immer  ,  '■  j  .  | , 

i't  1 
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welche  immer  grosser  als  die  Einheit  ist,  lässt  sich  offenbar  der 
Eioheit  beliebig  nahe  bringen,  wenn  man  nur  n  gross  genug 
nimmt.  Also  lässt  sieb  n  immer  so  gross  annehmen,  dass 


+  <;  l_f  oder    +  <i-l 

r 

Ist,  immer  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  x  <  1  ist  Dann 
ist  aber 

+  also  (i  +  i)-.r<l, 

wie  verlangt  wurde. 

Hat  man  nun  aber  unter  der  Voraussetzung ,  dass  x  <  I  ist, 
n  so  gross  angenommen,  dass 

i 

o  »  n 

ist,  so  nähern  sich  die  Potenzen 

4 

la  +  y)"*)1.  {»(1+^1* ,  1(1 +£)"•*}*,  1(1+^)"^ IV...; 

also  offenbar  auch  die  Grössen 

1  1  J 

folglich  nach  dem  Obigen  um  so  mehr  die  Grössen 

(n  +  1)»*«*1,  (n  +  2)"»*"f*,  (n+3)mx*+*,  (n+4)»#«*H  

bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  der  Null,  wenn  man  nur  weit  ge- 
nug in  diesen  Reihen  fortschreitet;  woraus  sich  also  ganz  un- 
zweideutig ergiebt,  dass,  unter  der  Voraussetzung  x  <  1,  die 
Grösse  nmx*  der  Null  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann ,  wenn 
man  nur  n  gross  genug  nimmt. 

In  Verbindung  mit  dem  oben  Bewiesenen  ergiebt  sich  also 
hieraus,  dass,  unter  der  Voraussetzung  *<1,  die  Grosse 

,(,41)      (n-M.-!)^  rjr.**^Q?h 

1 .2.3....  fit  ].2.3....m 

der  Gränze 

Q  1 

1 .2.3....  /n 
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d.  h.  der  Noll,  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann,  wenn  man 
nur  7i  gross  genug  annimmt. 

Zwar  ist  bisher  x  als  positiv  angenommen  worden ;  dass  das 
Vorsteheode  aber  auch  gilt,  wenn  x  negativ,  und  nur  sein  abso- 
luter Werth  kleiner  als  die  Einheit  ist,  lallt  auf  der  Stelle  in  die 
Augen. 

IV* 

Wenden  wir  nun  den  in  111.  bewiesenen  Satz  auf  die  in  11. 
gefundene  Gleichung,  nämlich  auf  die  Gleichung 

yk      *(*+!)       *(*+l)(*+2)  *(*+l)..„(At»-2)  , 

1  xn        n  xn 

n(w  +  l)  , 
O  '(1-*)*-* 

n(ii+l)(n-l-2)   x* 

1,2.3  -(l-i)Tr» 

U.     8.  W. 

n(ti+l)....(w+*— 2)  jr"^ 
1.2.3.  ...(*-l)  *l-x 

an,  indem  wir  in  dieser  Gleichung,  die  Grosse  k  ganz  umgeän- 
dert lassend  oder  als  constant  voraussetzend,  die  Grosse  n  in's 
Unendliche  wachsen  lassen ;  so  nähern  nach  III.,  wenn  der  abso- 
lute Werth  von  x  kleiner  als  die  Einheit  ist,  alle  Glieder  der 
Grösse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  in  obiger 
Gleichung,  mit  Ausnahme  des  ersten,  deren  Anzahl  -die  völlig 
bestimmte,  von  it  ganz  unabhängige  Zahl  k  ist,  sich  offenbar  bis 
zu  jedem  beliebigen  Grade  der  Null,  weil  nämlich  nach  III.  die 
Grossen 

n  n(n+l)  *(*  +  !)(* +2)  _  n(n  +  l)....(n+*-2)  m 
T**    TT*>        1.2.3-  J.2.3....(A-1) 

sich  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  bis  zu  jedem  belie- 
bigen 'Grade  der  Null  nähern ,  und  die  Nenner 

(1-x)*,   (1-ar)*-1,    (1-*)*-»,    (1-x)*-*   1-ar 

ganz  bestimmte  constante,  d.  h.  von  n  völlig  unabhängige  GrJis- 
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sen  sind.    Also  nähert  »ich  offenbar  die  Grösse  auf  der  rechten 

Seite  des  Gleichheitszeichens  in  obiger  Gleichung  ihrem  ersten 
Gliede 


als  Gränze  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade,  wenn  n  in's  Unend- 
liche wächst,  natürlich  immer  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass 
der  absolute  Werth  von  x  kleiner  als  die  Einheit  ist.  Folglich 
nähert  unter  derselben  Voraussetzung  auch  die  Grösse  auf  der 
linken  Seite  des  Gleichheitszeichens  in  obiger  Gleichung,  nämlich 
die  Grösse 

i  .*    .  v  . "*(*+1)(*+2)  .  .      ,  A(A+l)....(*+»-2)  -  , 

1  +  T *  +  ~TT  *'  +  ~ O;— *  f  •  +T.s7Sn«-ir*^ 

sich  d«»r  Grösse  (1  — bis  zu  jedem  beliebigen  Grande,  wenn 
n  in's  Unendliche  wäctist,  so  dass  also  auch  (1— -x)~k  mittelst 
der  vorstehenden  Reihe  mit  jedem  beliebigen  Grade  der  Genauig- 
keit berechnet  werden  kann,  wenn  man  in  derselben  nur  n  gross 
genug  annimmt,  oder  eine  hinreichende  Anzahl  von  Gliedern  die- 
ser Reihe,  vom  Anfange  an,  wenn  man  sich  dieselbe  in's  Unend- 
liche fortgesetzt  denkt,  zu  einander  addirt  oder  im  Allgemeinen 
mit  einander  vereinigt,  wa«  man  bekanntlich  in  der  Kürze  auf 
folgende  Art  zu  schreiben  pflegt: 

(,-*>-»=!  +  *  *  +     +  +   

1-1  <*  <  -r-  II 

Schreibt  man  —  x  für  x,  so  stellt  sich  diese  Gleichung  unter 
der  folgenden  Form  dar: 

(I  +  .a?)-*~l  —  Yx~r  1.2 —   T72~3 — ^  t  


I     1  I'  • 


{-1  <ar<  +  1! 

oder  unter  der  Form: 

,,  .         .  .  -*     -*(-*-!)  -*(-*-l)(-A-2) 

(1  +  *)  4=U-r^  +  * *  +  ^  *»+ 

(-l<a:<  +  l) 

I  . 

in  welcher  Gleichung  der  binomische  Lehrsatz  für  negative  ganze 
Exponenten  losgesprochen  ist 


Digitized  by  Google 


und  daraus  abgeMt.  einfacher  Beweis  des  binom.  Lehrsatzes  efx.  351 


T. 

Die  erste  Idee  zu  diesem  Beweise  des  binomischen  Lehrsatzes  fär 
negative  ganze  Exponenten,  der  sich  hoffentlich  den  Lesern  durch 
seine  grosse  Strenge  und  verhältnismässige  Einfachheit  empfehlen 
wird,  habe  ich  den,  wie  es  scheint,  nur  sehr  wenig  bekannten  Re*  s  u  m  4b 
anälytiques.  Par  M.  Augustin  Louis  Cauchy.  A  Turin. 
1833.  4.  p.  51.  entnommen,  wenn  ich  auch  die  obige,  ganz  elementare 
Ausfuhrung  durchaus  als  mein  Eigenthum  in  Anspruch  nehmen 
darf,  wie  man  bei  näherer  Vergleichung  finden  wird.  Der  mathe- 
matische Unterricht,  welchen  Cauchy  vom  Jahre  1832  bis  zum 
Jahre  1838  in  Prag  und  Görz  dem  Grafen  von  Chatnbord  ertheilte, 
gab  diesem  grossen  Mathematiker  die  nächste  Veranlassung,  seine 
Aufmerksamkeit  auch  der  Verbesserung  des  mathematischen  Ele- 
mentar-Unterrichts  zuzuwenden,  weshalb  auch  Moigno  in  der 
Vorrede  zu  seinen  Lecons  de  calcul  differentie!  et  de  ca*l- 
cul  integral.  T.  I.  p.  XIV.  von  ihm  sagt:  „M.  Cauchy  a  redige 
sur  des  bases  nouvelles,  et  Ton  sait  ä  quelle  occasion ,  des  traitäs 
eleruentaires  d'Arithm&ique  et  de  Geometrie;  on  ahne  ä  voir  un 
grand  gönie,  inspire  par  un  noble  devouement,  suspendre  la  pour- 
suite de  ses  brillantes  decouvertes  pour  rendre  ä  un  jeune  et 
royal  exile  les  importants  secrets  des  sciences. "  Es  ist  sehr  zu 
bedauern,  dass  nur  sehr  wenige  dieser  elementaren  Arbeiten  Cau- 
chy' s  bis  jetzt  in  die  Oeffentlichkeit  gelangt  sind,  und  Herr 
Moigno  würde  seinen  mannigfaltigen  wissenschaftlichen  Ver- 
diensten gewiss  noch  ein  sehr  grosses  neues  hinzufugen,  wenn 
er  sich  in  deren  Besitz  zu  setzen  suchte  und  dieselben  so  bald 
als  möglich  publicirte.  Je  mehr  wir,  namentlich  bei'm  Anblick 
der  jetzt  in  Deutschland  in  immer  grösserer  Fluth  erscheinenden 
Lehrbücher,  überzeugt  sind,  dass  der  mathematische  Elementar- 
unterricht noch  sehr  der  Verbesserung  bedarf,  weil  er  bis  jetzt, 
wie  es  scheint,  leider  ganz  von  den  grossen  Fortschritten  unbe- 
rührt geblieben  ist,  deren  sich  die  höheren  Theile  der  Wissen« 
schaft  in  Rücksicht  auf  wahre  Strenge  und  Eleganz  so  sehr  er- 
freuen: desto  mehr  wünschen  wir  die  baldige  Publication  der  nach 
dieser  Seite  bin  gerichteten  Arbeiten  des  jüngst  leider  durch  den- 
Tod  uns  entrissenen  grossen  Mathematikers.  Das  Archiv  wird  es 
von  jetzt  an  sich  zu  einer  besonderen  Aufgabe  machen,  Alles, 
was  in  dieser  Beziehung  uns  zu  Gesicht  kommt,  wenn  auch  öfter 
in  veränderter,  uns  eigenthümlicher  Darstellung,  zur  baldigen 
Kenntniss  seiner  Leser  zu  bringen. 
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Ueber  das  grösste  in  und  das  kleinste  um  eine  Ellipse 
beschriebene  Vieleck  von  gegebener  Seitenzahl. 

Schreiben  des 
Herrn  Professor  Simon  Spitzer 

an  der  Handel«- Akademie  zu  Wien 

an  den  Herausgeber. 


Ueber  da«  grösste  in  und  das  kleinste  um  eine  Ellipse  beschriebene 
Vieleck  von  gegebener  Seitenzahl  hat  Herr  Professor  Spitzer  in  Wien 
das  nachstehende  Schreiben  an  mich  zn  richten  die  Güte  gehabt,  wel- 
ches naturlich  für  mich  selbst  tod  dem  grössten  Interesse  gewesen  ist, 
und  es  wegen  seines  sehr  sinnreichen  Inhalts  gewiss  auch  für  alle  Leser 
des  Archivs  sein  wird,  weshalb  ich  es,  Herrn  Professor  Spitzer  ver- 
bindlichst für  dasselbe  dankend,  sogleich  uuverändert  in  seiner  ursprüng- 
lichen Fassung  hier  abdrucken  lasse.  G. 

Wien,  2.  März  J858. 

In  Ihrer  interessanten  Abhandlung:  „Merkwürdige  Con- 
struetton  des  grössten  in  und  des  kleinsten  a m  eine 
Ellipse  beschriebenen  Vieleckes  von  gegebener  Sei- 
tenzahl", Archiv  Thl.  XXX.  Nr.  X.  S.  84.,  sind  Sie  zu  mehre- 
ren schonen  und  überraschenden  Resultaten  gelangt.  Ich  habe 
versucht,  synthetische  Beweise  für  ihre  merkwürdigen  ConstrucuV 
nen  zu  liefern,  und  erlaube  mir,  Ihnen  dieselben  hier  mitzutheileo. 

Dreht  man  den  Kreis  um  den  Durchmesser  MN  (Taf.  VII. 
Fig.  4.)  über  oder  unter  der  Ebene  des  Papiers  um  den  Winkel 
<p,  und  projicirt  dann  diesen  Kreis  auf  die  Papierebene,  so  ist 
offenbar  die  Projection  desselben  eine  Ellipse,  ferner  sind  die 
Projectionen  der  Dreiecke  ABC,  AB'C,  deren  Endpunkte  in  der 


i 
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Peripherie  des  Kreises  liegen,  <Tie  Dreiecke  abc,  ab'c,  deren  End- 
punkte in  der  Peripherie  der  Ellipse  sind,  und  man  hat  bekanntlich 

\abc  =  &ABC  .cosqp, 
^  ab'c  —  ^AB'C.  cos  q> ; 


woraus  folgt: 
0) 


&abc  \AßC 
A  ab'c  &AB'C' 


Ist  nun  ABC  das  grösste  dem  Kreise  eingeschriebene,  auf  Her 
Geraden  AC  liegende  Dreieck,  so  ist  stets  &/iBC  >  &ABiC,  wie 
immer  anch  der  Punkt  B'  zwischen  A  und  B  oder  zwischen  B 
und  C  Hegt,  folglich  muss  auch  \abc  stets  grösser  als  A  sein, 
weil  sonst  die  Gleichung  (1)  nicht  bestehen  könnte,  und  dies  ist 
der  von  Ihnen  bewiesene  Satz« 

4 

Ferner  ergeben  sich  aus  diesem  Satze  in  Verbindung  mit  der 
Lehre  von  den  Projectionen  noch  andere  Sätze,  die  meistenteils 
von  Ihnen  schon  gefunden  wurden. 

Wird  einem  Kreise  ein  regoläres  neck  eingeschrieben,  und 
wird  dieser  Kreis  um  einen  seiner  Durchmesser  um  den  Winkel  9 
gedreht  und  alsdann  auf  die  Papierebene  projicirt,  so  entsteht 
eine  Ellipse  und  ein  derselben  eingeschriebenes  »eck,  welches 
unter  allen  der  Ellipse  eingeschriebenen  necken  ein  Grösstes  ist.  I*.t 
F  die  Fläche  des  regulären  necks  und  f  die  Fläche  des  der  Ellipse , 
eingeschriebenen,  so  hat  man 

f=Fcos<p. 

Aeodert  sich  die  Drehungsaxe  (<p  aber  bleibe  constant),  so  ändert 
sich  auch  die  Gestalt  des  der  Ellipse  eingeschriebenen  necks,  aber 
die  Fläche  f  bleibt  ungeändert,  denn  sie  ist  stets  gleich  Fcosg>. 
Es  gibt  also  unendlich  viele  der  Ellipse  eingeschriebene  wecke 
voo  grösster  Fläche,  die  alle  verschiedene  Form  haben,  aber  den- 
selben Flächeninhalt.  (Uuter  allen  diesen  gibt  es  vermutlich 
eines  von  kleinstem  Umfange.) 

Verbindet  man  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  mit  den  Endpunk- 
ten eines  der  Ellipse  eingeschriebenen  grössten  necks,  so  ent- 
stehen n  Dreiecke,  die  gleich  gross  sind,  und  auch  n  elliptische 
Sectoren  von  gleicher  Grösse. 

Betrachtet  man  statt  „eingeschrieber"  umschriebene  Poly- 
gone, so  ergeben  sich  offenbar  ganz  analoge  Sätze. 

•  .  .... 

•Simon  Spitzer. 


■  * 
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Stereographische  Projecdou. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Heis 

au  Münster. 


Einer  der  wichtigsten  Sätze  Ober  stenographische  Projection 
ist  der,  dass  die  Projectionen  zweier  beliebiger  Kugelkreise  sich 
unter  demse Iben  Winkel  schneiden,  wie  diese  Kreise  selbst. 
Aus  dieser  Eigenschaft  folgt  ja,  dass  die  Projectionen  der  klein- 
steh Theile  der  Kugelfläche  ihrem  Urbilde  anf  der  Kugel  ähnlich 
sind.  Vergeblich  wird  man  sich  in  deu  verschiedenen  Schriften 
über  stereographische  Projectionen  nach  einem  einfachen  Beweise 
über  diesen  wichtigen  Satz  umsehen;  man  vergleiche  nur  n.  A.  den 
weitläufigen  und  schwierigen  Beweis  in  Klügel's  mathemati- 
schem Wörterbuche  Band  IV.  S.  475—477.  leb  fand  mich 
desshalb  veranlasst,  einen  einfachen  und  elementaren  Beweis  auf- 
zusuchen, welcher  nachstehend  folgt  und  welcher  der  in  Kürze 
erscheinenden  „Stereometrie  von  Heis  und  Eschweiler" 
einverleibt  ist 

Satz.  Die  stenographischen  Projectionen  zweier 
beliebigen  Kugelkreise  schneiden  sich  tinter 
demselben  Winkel,  wie  diese  Kreise  selbst. 

Beweis.  A  (Taf.  VII.  Fig. 5.)  sei  ein  Punkt  der  Kugelfläche, 
in  welchem  zwei  Kreise  derselben  (grösste  oder  kleine)  sich  schnei- 
den;  AB  und  AD  seien  die  Tangenten  dieser  Kreise  an  A,  beide 
bis  zur  Tafel  gezogen,  die  dieselbe  in  B  und  D  treffen.  Der 
Winkel  BAD  ist  also  derjenige,  unter  welchem  die  durch  A 
gehenden  zwei  Kugelkreise  sich  schneiden.  Der  Punkt  O  der 
Kugelfläche  sei  der  Ort  des  Auges ;  die  Verbindungslinie  OC  die- 
ses Punktes  mit  dem  Mittelpunkte  C  des  Kreises  steht  also  auf 
der  durch  C  gehenden  Tafel  senkrecht.    Die  durch  OC  und  CA 
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gelegte  Ebene  OCA  schneide  die  Tafel  nach  CK,  und  diese  Durch  - 
schnittslinie  begegne  BD  in  K.  Zieht  man  KA,  KO,  so  ist  KA 
der  Durchschnitt  der  Ebene  OCAK  mit  der  Ebene  BAD.  OA 
treffe  CK  and  also  auch  die  Tafel  in  E.  Zieht  man  EB,  ED, 
so  sind  diese  Linien  die  Projectionen  der  Tangenten  AB,  AD, 
und  der  Winkel  SED  ist  die  Protection  des  Winkels  BAD.  Ks 
ist  zu  beweisen,  dass  diese  Winkel  gleich  gross  sind. 

* 

Da  OC  auf  der  Ebene  BCD  (der  Tafel)  und  CA  auf  der  durc  h 
AB  und  AD  gelegten  Ebene  senkrecht  stehen,  so  sind  die  Ebe- 
nen BAD' und  BCD  beide  senkrecht  auf  der  Ebene  OCAK. 
Datier  ist  auch  Ihr  Durchschnitt  BD  senkrecht  auf  dieser  Ebene 
und  also  BD  senkrecht  auf  KO,  KC  und  KA.  ^COA  =  4CAO, 
ferner  Z  COA  +  Z  OEC=  R  und  ^  CAO  +  ^  EAK  =  R,  da 
CA  senkrecht  auf  AK,  folglich  ist  auch  Z  OEC=^EAK  oder 
sZKEA-^kAE,  mithin: 

KE  =  KA. 

Hieraus  nun  und  da  KE  und  KA  beide  senkrecht  auf  BD  stehen, 
folgt  die  Congruenz  der  beiden  Dreiecke  ABD  und  EBD,  und 
hieraus : 

Z.  BEB  ss  £  BAD. 


.  \  i 

XXXIX. 

Miscellen. 

•  »  ,  ■ 


Von  dem  Herausgeber. 

Geometrischer  Lehrsatz. 

Wenn  in  dem  Dreiecke  ABC  (Taf.  III.  Fig.  8.)  die 
Linie  AD  beliebig  gezogen  ist,  so  ist  immer 

AB*.CD  +  AC*.BD-AD*.BC=BC.BD.CD. 

« 


Digitized  by  Google 


356  Mitteilen. 

Beweis. 

Mao  fälle  von  A  auf  BC  das  Perpendikel  AE,  so  i*t: 
AB*=  AC*  +  BC*?2BC.CE, 
AC*  =  AB*  +  BC*-~2BC.BE*); 

also 

AB*.CD  +  AC*.BD 
=    AC*.CD  +  AB*. BD+BC*+2BC.CE.  CD-2BC.BE.  BD 
ss    (.4/)*  +  CD*—2CD.  DE) .  CZ>  +        +  BD*+2BD.  DE) .  ÄZ) 

+  BC*  +  2BC.CE.CD-2BC.BE.BD 
=    J/>*.       |  Z*C3  +  CZ>S  +  Z^/J3 

*  »  v 

—2CD*.DE  +  2BD2.DE:f2BC.  CE.  CD—2BC.BE.BD 
=  C  +  BC*  +  CZ)8  +  BD* 

—2CD*.{C/)TCE)  +  2BD*.(BE-BD) 

?2BC.  CE.CD—2BC.BE.  BD 
=   AÜ*.BC  +  BC*—CD*-BD* 

±2CD*.CE  +  2BD*.BE 

T  2BC.  CE.  CD-2BC.  BE.  BD 
=   ADP.BC  +BC'-CB*-BD* 

iF  2BD.  CE.  CD— 2CD.BE.  BD 
r=  AD*.BC+BC*-CD*-BD*-2BC.CD.BD 
=    AD*.ßC+(CD  +  BD)*-*CD*-BD*—2BC.CD.BD 
=   AD*.BC  +  MD*.BD  +  3CD.BD*-2BC.CD.BD 
=  AD*.BC+3BC.CD.BD-2BC.CD.BD 
=  AD*.liC\BC.CD.BD, 

*)  In  dem  «weiten  der  beiden  in  der  Fignr  dargestellte«  Falle  i»t 

ff     i  •  a_ 
nftml irn  * 

i 

4£a  =  AC*  —  C£«  =  /1Ä2  —  BE* . 

AC*=zAB*  +  CE*-BE* 

=  1 Ä2  -f  tf<7)*  — 

—  AB* +  BC*— 1BC.BE. 
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und  folglich 


AB*.CD  +  AC*.BD-AD*  BC=BC.BD.CI), 

w.  z.  b.  w. 

Frage:  Wie  lässt  sich  dieser  Satz  einfacher,  etwa  mittelst 
des  ptolemäischen  Lehrsatzes,  beweisen? 


In  seinen  Resümees  analytiques.  A  Torin.  1833.  p.  10.» 
einem  manche  hübsche  Sachen  enthaltenden,  aber  sehr  wenig 
bekannt  zu  sein  scheinenden  Buche,  hat  Cauchy  den  folgenden, 
auf  sehr  einfachen  Gründen  beruhenden  Beweis  des  Fermat- 
schen  Theorems  von  den  Primzahlen  gegeben,  der  sich  wohl  zur 
Aufnahme  in  deo  Schulunterricht  eignen  dürfte. 

1.  Aus  dem  binomischen  Lehrsatze  fßr  positive  ganze  Expo* 
nenten,  den  man  für  solche  Exponenten  wohl  immer  in  den  Schul- 

.  Unterricht  aufnehmen  wird,  folgt  unmittelbar  und  ganz  von  selbst, 
dass  für  einen  positiven  ganzen  Exponenten  alle  Binomial-Coeffi* 
cienten  positive  ganze  Zahlen  sind. 

2.  Ftir  ein  positives  ganzes  n  ist  also  der  Binoroial  Coefficient 


(nyk  n(n  —  l)....(n — k  -j- 1) 

1.2.3....A 


f.. 


immer  eine  positive  ganze  Zahl.  Wenn  nun  aber,  wie  wir,  von 
jetzt  an  stets  annehmen  wollen,  «  eine  Primzahl  und  k  nicht 
gleich  n,  also  kleiner  als  n  ist,  so  kann  n  nicht  unter  den  Prim- 
factoren  der  Zahlen  1,  2,  3, ....  k  vorkommen,  und  es  muss  also, 
da  (n)k  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  das  Pfcoduct  1.2.$....  k 
offenbar  in  (n  — l)(n— 2) —  (»— A+l)  aufgehen,  oder  der  Bim> 
mial- Coefficient  (ri)k  muss  ein  Vielfaches  von  n  sein. 

3.   Nun  ist  nach  de  n  binomischen  Lehrsatze 

(a  + 1)«  =  a«  f  (»)!  a»-1  +  (»)*  a»-2  +  ....  + (n)„_i  a  + 1 . 

Also  muss,  da  nach  2.  die  Binomial  - Ooefficienten 

(n), ,   (ri)z,    (fi)8 , . . . . 

sänimtlicb  Vielfache  von  n  sind ,  offenbar  (a  +  1)",  durch  n  divi- 
dirt,  denselben  Rest  lassen,  wie  aB  +  l,  durch  n  dividirt.  Folg- 
lich muss  offenbar  auch  (a+ 1)*  — (<i+l),  durch  n  dividirt,  den- 
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selben  Reut  lassen,  wie  «■  + 1  ~(a  + 1),  durch  »  dividirt»  also 
wie  a,  durch  n  dividirt.  Und  weil  nun  a  jede  positive  ganze 
Zahl  sein  kann,  so  ist  klar,  dass  die  Grössen 


aber  n  in  dem  ersten  Gliede  vorstehender  Reihe  offenbar  aufgeht, 
so  gebt  diese  Primzahl  in  alten  Gliedern  dieser  Reihe,  also  über- 


Dass  übrigens  n  in  2*  —  *2  aufgebt,  kann  auch  noch  auf  fol- 
gende Art  bewiesen  werden.   Nach  dem  binomischen  Lehrsätze  ist 


2»~2  =  (ft),  +  (n)t  +  («),  + . .  +  («)*-a, 

und  da  nun  nach  2.  alle  Glieder  der  Reibe  auf  der  rechten  Seite 
des  Gleichheitszeichens  Vielfache  von  n  sind,  so  geht  n  in  der 
Summe  dieser  Reibe,  also  in  2»~ 2  aut 

4.  Nach  3*  gebt  also  die  Primzahl  n  in  er"  —  a,  folglich  in 
a(rt*-~* — 1)  auf,  wo  n  jede  positive  ganze  Zahl  bezeichnen  kann. 
Geht  nun  aber  die  Primzahl  n  in  a  nicht  auf,  ist  also  dieselbe 
in  n  nicht  als  Primfactor  enthalten,  so  muss  sie  offenbar  in 
««— 1  — 1  als  Primfactor  enthalten  sein  oder  in  dieser  Grösse  auf- 
gehen, weil  sie  in  a(Ä"J*1 — 1)  aufgeht.  Dies  führt  also  unmittel- 
bar auf  den  folgenden  Satz! 

Wenn  n  eine  in  der  ganzen  Zahl  d  nicht  aufsehende 
Primzahl  Ist,  so  geht  n  immer  in  o"-1— 1  auf. 


Bekanntlich  heisst  dieser  merkwürdige  Satz  nach  seinem  be* 
rühmten  Erfinder  das  Fermat'scbe  Theorem  von  den  Prim- 


haupt  in  aM  —  a  auf. 


(1  +  1)*  =  1  +  M  +  (ft),-f  («),  +  ...  +  +  l , 


also 


zahlen. 


ist  z.  B.  n  =  7  und  « =10,  so  ist 


a—1— 1  =  10«— 1  =  1 


 1  00 00 QU 


und 


999999 


eine  ganze  Zahl,  wie  es  sein 


- 
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Auszug  aus  einem  Briefe  de»  Herr»  Professor  Dr.  Wol- 

fers  in  Berlin  an  den  Heransgeber. 

Dieser  Tage  habe  ich  mich  mit  einer  ganz  einfachen  Sache 
beschäftigt,  worüber  ich  keine  bestimmte  Auskunft  in  den  nach- 
geschlagenen Bachern  finden  konnte*).  Man  pflegt  nämlich  fm 
analytischen,  wie  auch  numerischen  Calcul  häufig  den  Winkel 
statt  der  Tangente  und  des  Sinus  zu  setzen,  wenn  jener  klein 
ist,  dabei  wird  aber  nicht  gehörig  untersucht,  wie  weit  jener 
wachsen  darf,  ebne  dass  durch  diese  Vertauschung  ein  Fehler 
im  Resultate  entsteht.  Bei  der  Anlage  einer  Ephemeride  des 
Uranus,  dessen  Breite  gerade  sehr  klein  ist  und  wo  man  bei  der 
Herleitting  der  geozentrischen  A.  R.  und  Deel,  aus  der  bellocen- 
trischen  Länge  und  Breite  jene  Vertauschung  mit  Vortheil  an* 
wenden  kann,  verfiel  ich  darauf,  dies  näher  zu  untersuchen.  Zu- 
nächst suchte  ich  aus  der  bekannten  Gleichung 

x  =  tga: —  \  tgar8  -+  \  tgara 

durch  Umkebrung 


-|?=1 +  ^  =  cosaKl  +  ia*  +  rV*4) 

folgt.  Weiter  als  die  fünfte  Potenz  von  x  habe  Ich  nicht  berück- 
sichtigt; ferner  lässt  sich  der  Ausdruck  J  +  la?a  +  rVr*  sehr  nahe 
durch  eine  Potenz  des  cos 4;  darstellen,  so  dass  nämlich 

cos (1-  \x* \  ^ar*)""1  =  1  +  Ja«  +  lx*t 

mithin 

l  +        iVr4  «  cosaT*  -f  ,Vr* 
wird.   Demnach  hat  man  allgemein 

i  t^=secar5  -f  II.         =  coaxl +  t\x*co8X. 

X  X 

Da  ferner 

IIL  sf.lag^gafna^r^^  IV.  rf.logam*«——. 

wo  M  den  Modulus  der  briggischen  Logarithmen  bezeichnet,  so 

*)  M.  Tragi,  ninen  Anfeitfz  de«  Herrn  Profe««or  Or.  Ma  tefea  in  Prag 

i»  Tbl.  XIII.  S.  ISS.  O. 
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wird  man  so  lange  hei  numerischen  Hechnungen  statt  logtga:  und 
log  sin  x  einfach  logar  nehmen  dürfen,  als  einerseits 

*  IM&x        .        .  ,  Mdx 

*ecx* :  a|n     »    andererseits  cos  x* :  ^  ■ 

noch  nicht  den  Werth  erreicht,  bis  auf  welchen  genau  man  die 
Rechnung  durchzufuhren  wünscht  Will  man  diese  Bestimmung 
durchfuhren,  so  wird  man  indicect  am  einfachsten  zum  Ziele  kom- 
men, dabei  aber  auch  die  meisten  Zahlenwerthe  aus  den  vornan* 
denen  Logarithmentafeln  entnehmen  können.  Will  man  etwa  bis 
auf  0",01  genau  rechnen,  so  wird  für  dx  =  1*  und  ^#=0,4342945 

l      bei*  =  5'   *  logsecar'  =  0,0000007   A  log  tgx= 14476, 
x  =  10         „  12  7238, 

x=l$         „       %  27  4826, 

27 

im  letztern  Falle  also        = 0,005. und  man  wird  daher  von 

diesem  WTerthe  von  x  an  nicht  mehr  0",01  verbürgen  können,  im 
Fall  man  log^r  statt  logtg^r  ansetzt.    Aebnlich  wird 

bei*  =  5'  i  log  cos  ar=- 0,0000002  A  log  sin  ar  =  14476, 

x=\0  „                      6  7238, 

*=I5  ,,      y               14  4825, 

ar  =  20  „                     24  3619. 

Man  wird  daher  hier  bis  2:=  19'  statt  log  sin  3:  einfach  logar  setzen 
können,  ohne  einen  Fehler  von  0",01  zu  begehen.  Bei  der  oben 
erwähnten  Aufgabe  pflegt  man,  wenn  X  und  ß  die  Länge  und  Breite 
des  Planeten,  £  die  Schiefe,  r  der  Radius  Vector,  x,  p  und  z 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  in  Bezug  auf  den  Aequator  sind, 
zur  Berechnung  der  Formeln 

y  =  r  cos  ß  sin  X cos  e — r  sin  ß  sin  £ , 
z  =  rcosßsin  X  sine  -f  r  sin/3  cos« 

einen  Hülfswinkel  iV  so  einzuführen,  dass  man  n sin  ZV  =  sin ß, 

\n  k  sin/3 

«cosiV  =  cosjSsinX   setzt,    wonach    tgA  =  -r—  und  n=~~r 
r  n         sinX  siniV 

=  c08*s''"*    gowie  y  =  *ircos(ZV+«)  und  2  =  nrsm(ZV-M)  wird. 
cosxV 

Wenn  nun  ß  längere  Zeit  innerhalb  der  oben  gefundenen  Gren- 
zen bleibt,  wird  man  einfach  den  Winkel  iV  aus  iV=jr^  und  zwar 

vollständig  genau  ableiten  können,  jedoch  rouss  man  hier  darauf 
sehen,  dass  der  zu  bestimmende  Winkel  iV  nicht  jene  Grenze 
von  15'  überschreite. 
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Geometrie 

Grundlinien  der  neueren  Geometrie  mit  besonderer 
Berücksichtigung  der  metrischen  Verhältnisse  an  Sy- 
stemen von  Punkten  in  einer  Geraden  und  einer  Ebene. 
Von  t)r.  Benjamin  Witzschel,  Lehrer  der  Mathematik 
am  Krause'schen  Institute  zu  Dresden.  Mit  in  den 
ext  gedruckten  Holzschnitten.  Leipzig.  Teubner.  1858.  8. 

Diese  neue  Darstellung  der  Grundlinien  der  sogenannte»  neue- 
ren Geometrie  zeichnet  sich  durch  ihre  völlig  elementare  Haltung 
vw  manchen  froheren  Bearbeitungen  dieser  Disctplin  vortheil haft 
aus,  und  empfiehlt  sich  dadurch  ganz  besonders  auch  Lehrern  der; 
Mathematik  an  höheren  Unterrichts- Anstalten,  welche  vor  der- 
selben vielfach  einen  vortbeifhaften  Gebrauch  fiir  die  Zwecke  dös 
Unterrichts  zu  machen  Gelegenheit  finden  werden.  Alle  hierher 
gehörenden  Arbeiten  von  Chasles,  Möbius»  v.  Staudt,  Stei- 
ner hat  der  Herr  Verfasser  für  s  eine  Zwecke  umsichtig  benutzt; 
die  metrischen  Relationen  haben,  wie  schon  der  Titel  besagt, 
besondere  Berücksichtigung  gefunden,  und  auch  dem  Gebrauche 
der  Zeichen,  so  wie  der  geometrischen  Deutung  und  Ceostruction 
imaginärer  Werthe  und  Formen  ist,  zum  Theil  in  eigenthümKcher 
Weise,  besondere  Aufmerksamkeit  gewidmet  worden,  so  das«  wir 
diese  auch  äusserlreh  trefflich  ausgestattete  Schritt  Allen,  die 
sich5' für  die  darin  abge handelten  Gegenstände  interessiren ,  ai»W 
Ueber2eugung  recht  sehr  empfehlen  können,  hier  aber,  des  Wei- 
teren* wegen,  uns  mit  der  folgenden  Angabe  des  Babptinbalts  der< 
selben  begnügen  müssen': 

Ernte*  Kapitel.  Einleitung.  Princip  der  Zeichen  und 
dessen  Anwendung  auf  Abschnitte  einer  Geraden,  auf  Winkel 
und  FlächenrSume  in  einer  Ebene.  —  Ä weites  Kapitel.  Von 
den  Dopteivci'b&ltnissen.  —  Drittes  Kapitel.  Das  har- 
rt «»foch*  Venb&lthiss,  —  Viertes  Kapitel.  Von  den 
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Involutionen.  —  Fünftes  Kapitel.  Geometrische  Deu- 
tung und  Construction  imaginärer  Werthe  und  Formen; 
complexe  Doppelverhältnisse  und  Involutionen.  — 
Sechstes  Kapitel.  Von  den  geometrischen  Verwandt- 
schaften der  Figuren. 

Möge  das  Buch  die  verdiente  Beachtung  finden  1 

Die  Anwendung  der  Algebra  auf  Geometrie.  Eine 
Anleitung  zum  Auflösen  geometrischer  Aufgaben  ver- 
mittelst der  geometrischen  Analysis.  Zum  Gebrauche 
für  die  oberen  Klassen  in  Gymnasien,  Real*  und  Ge- 
werbeschulen, so  wie  auch  zum  Selbstunterrichte  von 
W.  Berkhan,  Oberlehrer  am  Herzoglichen  Gymnasium 
zu  Blankenburg.   Mit  8  Figurentafel n.   Halle.  1858.  & 

Dieses  Buch  enthält  eine  Sammlung  von  durch  die  gewöhn- 
liche Buchstabenrechnung  und  Algebra ,  zugleich  mit  Zuhülfenahme 
der  ebenen  Trigonometrie,  in  alter  bekannter  algebraischer  Weise 
gelöster  geometrischer  Aufgaben,  ohne  irgend  welchen  Gebrauch 
der  neueren  streng  wissenschaftlichen   analytischen  Geometrie, 
welche  eben  deshalb  allein  den  Namen  „streng  wissenschaftlich" 
verdient,  weil  sie  eine  vollständige  analytische  Darstellung  der 
gesammten \5eometrie  giebt,  und  dadurch,  was  die  Hauptsache 
{st,  zu  einer  in  der  That  ganz  allgemeinen  Metbode  der  Lösung 
aller  geometrischen  und,  mit  Zuhülfenahme  der  allgemeinen  Grund- 
lehren der  Mechanik,  auch  aller  mechanischen,  so  wie  auch  aller 
optischen  und  astronomischen  Probleme  gelangt,  eine  Leistung 
und  höchst  allgemeine  Anwendbarkeit  in  allen  Theilen  der  Wis- 
senschaft, worin  sie,  von  keiner  anderen  Wissenschaft  übertroffen, 
namentlich  auch  die  sogenannte  neuere  Geometrie  weit  überflügelt  und 
gewiss  stets  überflügeln  wird,  weshalb  auch  die  letztere  in  Beziehung 
auf  allgemeine  Bedeutung  für  die  gesammte  mathematische  Wissen- 
schaft der  ersteren  nie  sich  gleichstellen  können  wird.   Eine  recht 
zweckmässige  allgemeine  Einleitung  und  Anleitung  zur  Construc- 
tion der  gewöhnlichsten  algebraischen  Formen,  mit  Einschluss 
der  quadratischen  Gleichungen,  ist  beigegeben,  und  als  ein  gutes 
Schulbuch  und  zweckmässiges  Hülfsmittel  für  manche  Lehrer  an 
Schulen  kann  daher  die  Schrift  immer  empfohlen  werden,  da  sie 
eigentlich  wissenschaftliche  Ansprüche  auch  wohl  selbst  nicht  macht 

Darstellende  Geometrie.        .  ;  / 

Das  axonometrische  Zeichnen  für  technische  Lehr- 
anstalten, Gewerbe-  und  Industrieschulen,  dargestellt 

0 
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und  begründet  von  Ant.  Ph.  Largiader,  Professor  der 
Mathematik  und  des  technischen  Zeichnens  an  der 
Industrieschule  zu  Frauenfeld.  Erster  Theil:  Theore- 
tische Begründung.  Frauenfeld  und  Lahn.  Verlags- 
Comptoir.   1868.  8. 

Diese  Schrift  enthält  eine  recht  gute,  ganz  elementar  gehal- 
tene theoretische  Begründung  des  axonometriscben  Zeichnens, 
worunter  man  bekanntlich  im  Allgemeinen  die  Darstellung  eines 
Raumgebildes  auf  eim»r  Ebene  oder  Tafel  versteht,  wenn  man 
die  Punkte  des  Raums  auf  drei  rechtwinklige  Axen  bezieht  und 
mittelst  ihrer  Coordinaten  ihre  Lage  im  Räume  bestimmt,  das 
Auge  in  eine  unendliche  Entfernung  von  der  Tafel  versetzt  oder, 
was  eigentlich  dasselbe  ist,  das  betreffende  Raumgebilde  ortho- 
graphisch auf  die  Tafel  projicirt,  und  die  Zeichnung  dieser  Pro- 
jection  auf  der  Tafel,  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  wirk- 
lichen Coordinaten  der  zu  entwerfenden  Punkte  vorher  gemessen 
worden  sind,  mit  Hülfe  dreier  von  einem  Punkte  ausgehender,  in 
jedem  einzelnen  Falle  besonders  zu  bestimmender  Linien  oder 
Axen,  welche  die  Projectionen  der  wirklichen  Coordinatenaxen  im 
Räume  auf  der  Tafel  sind,  ausfuhrt,  welcher  letztere  Umstand 
namentlich  Veranlassung  gegeben  hat,  dieser  Art  der  graphischen 
Darstellung  von  Gegenständen  dreier  Dimensionen  den  Namen 
„axono  metrisches  Zeichnen"  beizulegen.  In  der  Vorrede 
sagt  der  Herr  Verfasser,  —  und  hat  demgemäss  auch  seine  Schrift 
verfasst,  —  dass  er  entschieden  der  Ansicht  sei,  dass-  die 
Probleme  der  Axonometrie  Probleme  der  Geometrie  seien,  aul 

■ 

welche  die  Rechnung  nur  dann  anzuwenden  ist,  wenn  ihre  Auf- 
losung auf  geometrischem  Wege  —  d.h.  durch  planimetrische  Con- 
structionen  —  nicht  möglich  ist.  Wir  müssen  gestehen,  dass 
wir  diese  Ansicht  nicht  vollkommen  theilen  können.  Denn  die 
der  ganzen  Operation  zu  Grunde  zu  legenden  Data  werden  durch 
unmittelbare  Messung  gewonnen  und  sind  demzufolge  in  einem 
gewissen  bestimmten  Maasse  ausgedrückt,  in  Zahlen,  also  nicht 
als  wirkliche  geometrische  Linien,  wie  bei  den  Problemeo  der 
reinen  Geometrie,  gegeben,  wodurch  doch  jedenfalls  ein  wesent- 
licher Unterschied  bedingt  wird,  und  es  uns  daher  immer  weit 
zweckmässiger  erscheinen  will,  mittelst  möglichst  einfacher  For- 
meln aus  diesen  in  Zahlen  gegebenen  wirklichen  Coordinaten 
die  axonometriscben  Coordinaten  mit  aller  durch  die  Rechnung  zu 
erreichenden  Genauigkeit  abzuleiten,  nach  einem  bestimmten 
Maassstabe  auf  die  auf  der  Tafel  vorher  bestimmten,  für  die 
ganze  Zeichnung  als  gegeben  zu  betrachtenden  und  derselben  zu 
Grande  zu  legenden  projicirten  Axen,  deren  gegenseitige  Lage 

I 
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auch  am  betten  apf  dem  Wege  der  Rechnung  Iejebt«mi4*  mit  «r« 
forderlicher  Ge*auigksjt  ermittelt  wird,  aufzutragen  und  aue  »diesen 
•  asonoaietrisehen  Coerdinaten  dann  die  zu  entwerfenden  Punkte 
durch  die  bekannte  einfache  Conatruction,  welche  man-  in  allen 
Schriften  über  diesen  Gegenstand  findet,  zu  bestimmen.  Gerade 
durch  ihre  eigentümliche  Natur  scheint  die  von  Farish  erfun- 
dene axonoiuetrische  Methode  sich  uns  vorzugsweise  zu  einer 
gemischten  Anwendung  de«  Calculs  und  der  Construction  zu  ejfc- 
uen  und  darin  eine  besondere  Bürgschaft  Uijr  ihre  <Jeruuigke/4 
zu  haben.  . 

Wir  empfehlen  aber  das  obige  B  fleh  lein  allen  auf  semem 
Titel  genannten  Lehranstalten,  so  wie  überhaupt  allen  denen, 
welche  auf  leichtem  Wege  sich  eine  Kenntniss  der  in  vielen  Be- 
ziehungen interessanten  axonometrischen  Darstellungsmetbode  er- 
werben wollen,  recht  sehr  zur  Beachtung. 


Kristallographie. 

l.  $ulle  forme  cristalline  di  alcuni  sali  di  Platino 
e  del  Boro  adamantino  per  %uintino  Seil»,  Meni- 
|iro  della  R.  Accademia  de  He  scienze.    Torino,  1857f  4°< 

%  Sülle  forme  cristalline  del  Boro,  adamantino. 
Seconda  Memoria  per  tfcultitino  Sella,  etc.  Torino. 
1857.  4*. 

• 

Sulla  legge  di  connessione  delle  forme  cristal- 
line di  una  stessa  sostanza,  per  %nintlno  Sella,  etc> 
Torino  1856.  8°. 

  * 

Herr  Professor  Quiotino  Sella  in  Turin',  der  unseren 
Lesern  schon  aus  seiner  im  Lite  rar.  Ber.  Nr.  CX.  S.  4.  ange* 
zeigten  schönen ,  auch ,  wie  wir  zu  unserer  Freude  gesehen  haben, 
nach  unserem  a.  a.  O.  ausgesprochenen  Wunsche  In's  Deutsche 
fibersetzten*)  Schrift  über  die  verschiedenen  Arteo  des  geometrt* 
sehen  Zeichnen*  (Sui  prineipii  geometrici  de  Disegno), 
insbesondere  über  die  axonometriaehen  Darstellungen,  von  der 
vorth eilhaftesten  Seite  bekannt  ist,  hat  neuerlich  die  drei  obigen 
krystaltographischen  Abbandlungen  veröffentlicht,  welche  wegen 
ihres  auch  in  mathematischer  Rücksicht  vielfach  interessanten  In* 
halte  jedenfalls  eine  Anzeige  hier  sehr  verdienen ,  so  wie  wir  denn 

  *  » 

*)  In  der  von  Weisbacb  u.  a.  w.  herAusgegepessn  JZviUckrifl 
fiir  Ingenieur- Wipienschaft.  ,  ... 
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überhaupt  der  KrystaUögraphie»-  welche  aehon  ganz  eine  mathe- 
matische, namentlich  analytisch  -  geometrische  Form  angenommen 
hat»  in  unserem  Journal  und  insbesondere  unseren  literarischen 
Berichten  eine  grössere  Berücksichtigung  als  bisher  widmen  werden. 

Die  erete  der  drei  obigen  Abhandlungen  beschäftigt  sich 
lediglich  mk  der  numerische*  Bestimmung  der  krysteJlographiseben 
Eigenschaften  der  auf  ihrem  Titel  genannten  Körper  und  enthalt 
allgemeine  mathematische»  insbesondere  analytisch, geometrische 
Betrachtungen  und  Untersuchungen  nicht,,  scheint  aber  in  erste« 
rar  Beziehung  die  sorgfältigste  Berücksichtigung  au  verdienen, 
wennaieaueh  wenige  rinden  Kreis  dieser  literarischen  Berichte  gehört 

Dagegen  enthält  die  zweite  Abhandlung  in  den  beiden  ihr 
beigefügten  Noten:    Nota  (A).  Sul  cangiamento  di  assi  in 
un  sistema  cristallino.  p.  30.  und  Nota  (B).   Sülle  pro- 
prietä  geometriclie  di  alcuni  sistemi  crtstalJini.  p.  37. 
eine  grosse  Anzahl  interessanter  analytisch -geometrischer  Be- 
trachtungen.  Insbesondere  müssen  wir  gestehen,  das«  die  in  der 
zweiten  Abhandlung  gegebene  Darstellung  der  allgemeinen  geo- 
metrischen Eigenschaften  aller  krystallographischen  Systeme»  na- 
mentlich in  Bezug  auf  die  dabei  auftretenden  rationalen  Verbalt- 
nisse, die  auch  mehrfach  selbst  von  den  Resultaten  der  höheren 
Zahlenlehre  oder  der  Theorie  der  Zahlen,  11.  A.  (pag.  45.).  von 
einem  interessanten,  von  Herrn  Genocchi  gelösten  Problem*), 
Gebrauch   macht,    zu  dem  Besten  gehört,    was  über  diesen 
Gegenstand  gelesen  zu  haben  wir  uns  erinnern,  weshalb  wir 
auch  dieser  Note  wohl  eine  deutsche  Uebersetzung  wünschen 
möchten.   Wir  selbst  werden  von  derselben  bei  einer  später  in 
diesem  Archive  zu  veröffentlichenden  Abhandlung  über  das  Alt- 
gemeinste in  der  mathematischen  Krystallographie  gewissenhaft 

*)  Risolvere  con  immer!  intieri  le  segnenti  equazioni,  nelle  qnali 
ay  b,  C^ono  nunieri  intieri  mnttiplicabilt  o  divisibili  iflolatamente  per 
ogni  quadrate,  e  tutti  aeaiem«  per  qjialunqoe  futtere: 


Siaruo  debitori  della  aoluzione  di  qneato  interessante  prolilema  di  ans- 
lia*  ad  un  neaCro  vaUott  Geonaetra  all'  Avv.  Genoechi.  Egtf  trora, 
rJie  onde  V,  %\  x' ,  V' ,  \  Xn ,  v" ,  %"  »isop  jati^rl,  *  fieceasarii), 
e  basta,  che  si  posaano  trovare  tre  numeri  intieri  ut  P,  /,  ehe  rendano 
iatieri  f  quazienti 

v*+ak  '  t*-f-to     /»«f<vr  ' 


di  due  e«4*i«inque  Sei  numeri  fl,  b,  C  dev«  eseere  re»idao  quadratiao  da  teran. 
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Gebrauch  machen ,  so  wie  auch  von  der  Nota  (A)  and  der  fol- 
genden Abhandlang. 

Die  dritte  Abhandlung  gehurt  ganz  zur  allgemeinen  mathe- 
matischen Kristallographie  und  muss  gleichfalls  der  Beachtung 
unserer  Leser  sehr  empfohlen  werden.  Wir  heben  aas  derselben 
vorzugsweise  die  folgenden  Sätze  hervor,  die  wir,  um  uns  vor 
jedem  Miss  Verständnisse  zu  wahren,  ganz  mit  den  Worten  des 
-Herrn  Verfassers  geben:  La  legge  degli  assi  si  puö  compen- 
diare  como  segue:  Date  tutte  le  forme  cristaWne  di  una  sottanza 
supposte  eonvenientemente  Orientale,  se  ti  assumono  per  assi  le 
intersezioni  di  tre,  o  piü  faccie  qualunque,  due  altre  faccie 
gualsiasi  del  sistema  cristallino  tag  Her  anno  ciaseuno  dei  sud- 
detti  assi  a  distanze  tali  da  IIa  loro  comune  origine,  che  U  loro 
qnoziente  stark  in  un  rapporto  raiionale  ai  quozienti  delle  di* 
stanze  analoghe  tnisurate  sovra  ciaseuno  degli  altri  assi.   (p.  3.) 

Ogni  faceia  del  cristallo  e  paraltela  a  due  o  piu  spigoli  giä 
esistenti,  o  possibili  nel  cristallo.   (p.  10.) 

Abbiasi  un  elissoide  di  cui  sono  diametri  coniugaii  tre  spi- 
goli del  cristallo  limitati  in  lunghezza  da  un  quarta  faceia  del 
medesimo,  ogni  faceia  possibile  sarä  parallela  al  piano  diame- 
trale coniugato  ad  un  diametro  parallelo  ad  una  zona  possibile, 
ed  inversamente  ogni  zona  possibile  sarä  parallela  al  diametro 
coniugato  ad  un  piano  diametrale  parallelo  ad  un  faceia  possibile. 
(p.  12.) 

Möge  das  Obige  geeignet  sein,  die  allgemeine  Aufmerksam- 
keit  auf  diese  neuen  verdienstlichen  Arbeiten  des  Herrn  Verfas- 
sers zu  lenken.  G. 


Physik. 

Mathematische  Aufgaben  aus  der  Physik  nebst 
Auflösungen.  Zum  Gebrauche  an  höheren  Lehranstal- 
ten und  zum  Selbstunterricht  bearbeitet  von  Emil  Kahl, 
Lieutenant  der  Artillerie  und  Lehrer  der  Physik  und 
Chemie  an  der  Königlichen  Kriegsschule  zu  Dresden. 
LTheil:  Aufgaben.  —  II.  Theil:  Auflosungen.  Mit  in 
den  Text  gedruckten  Holzscbn.  Leipzig.  Teubner.  1857.  8. 

Diese  neue  Sammlung  physikalischer  Aufgaben  reibet  sich 
den  frGheren  Sammlungen  dieser  Art  von  Fliedner,  Bary  (von 
Korschel  übersetzt)  in  würdigster  Weise  an,  und  unterscheidet 
sich  von  denselben  durch  eine  noch  weiter  gehende  Anwendung 
sowohl  der  Mathematik  überhaupt,  als  auch,  indem  sie  namentlich 
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Uleraritchtr  Stricht  CXIX.  7 

einen  durchgreifenden  Gebrauch  von  der  Differential-  und  Inte- 
gralrechnung in  allen  Fällen,  wo  dieselbe  erforderlich  und  bequem 
ist»  macht  und  zulässt.  Schon  dieser  letztere  Umstand  zeigt,  das« 
hier  von  einem  eigentlichen  Schulbucbe,  d.  h.  von  einer  für  Gyn» 
nasien,  Realschulen,  u.  s.  w.  bestimmten  Aufgaben -Sammlung  nicht 
die  Rede  sein  kann;  und  so  sehr  wir  die  Anwendung  der  söge- 
nannten  höheren  Analysis  bei  einem  für  solche  Anstalten  bestimm- 
ten Buche  tadeln  würden,  so  sehr  billigen  wir  dieselbe  bei  einem 
Buche,  welches  wie  das  vorliegende  zweifelsohne  vorzugsweise 
für  solche  Lehranstalten  wie  Kriegsschulen,  polytechnische,  höhere 
Gewerbschulen  u.  s.  w.  bestimmt  ist,  auf  denen  die  höhere  Ana- 
lysis einen  wesentlichen  Bestandteil  des  gesammten  mathemati- 
schen Unterrichts  ausmacht.  Im  Interesse  dieser  letzteren  Lehr« 
anstalten  haben  wir  daher  auch  das  vorliegende  Buch,  welches 
wir  in  den  meisten  Beziehungen  für  vollkommen  zweckentsprechend, 
d.  h.  namentlich  in  einer  sehr  richtigen  Mitte  zwischen  eigent- 
licher Physik  und  sogenannter  angewandter  Mathematik  sich  be- 
wegend, halten,  mit  besonderer  Freude  begrüsst,  und  wünschen 
der  Königlich  Sächsischen  Kriegsschule  aufrichtig  Glück  zu  einem 
so  mathematisch  gebildeten  Lehrer  der  Physik,  wie  der  Herr  Ver- 
fasser dieses  Buches  ist.  Aber  auch,  abgesehen  von  den  obenge- 
nannten besonderen  Lehranstalten,  begrüssen  wir  jedes,  und  also 
auch  dieses  Buch  mit  besonderer  Freude,  welches  in  der  Physik 
der  Anwendung  der  Mathematik  ihr  wohl  begründetes  Recht  sichert, 
da  wir  jeden  physikalischen  Unterricht  Hör  verfehlt  halten,  welcher 
nicht  vorzugsweise  ein  mathematisches,  durch  die  Natur  der 
betreffenden  Lehranstalt  natürlich  gehörig  bcgränztes  Gepräge 
trägt.  Wie  man  aber  namentlich  auf  vielen  Universitäten ,  wo  die 
Physik  leider  nur  zu  oft  bloss  im  Dienste  der  Medicin  steht,  sich 
bei  den  betreffenden  Vorlesungen  jetzt  noch  der  Anwendung  der 
Mathematik  ganz  entschlagen  kann,  ist  uns  noch  unbegreiflicher 
als  bisher  geworden,  als  uns  vor  Kurzem  Behufs  einiger  von  uns 
zu  gebenden  mathematischen  Erläuterungen  die  uns  bisher  unbe- 
kannt gebliebenen  neuesten  Lehrbücher  der  anatomischen  Physiolo- 
gie von  Donders  und  Anderen  vorgelegt  wurden,  in  denen  wir  zu 
unserer  Freude  in  vielen  Partieen  eine  sehrdurchgreifende  Anwendung 
der  durch  die  mathematische  Analysis  begründeten  Mechanik  fanden. 

Nochmals  heissen  wir  also  auch  diese,  eine  sehr  umsichtige 
Auswahl  lehrreicher  Aufgaben  nebst  ihren  davon  zweckmässig 
gesonderten  Auflösungen  enthaltende,  auch  äusserlich  trefflich 
ausgestattete  Sammlung  willkommen,  und  schliessen  mit  der  fol- 
genden Angabe  ihres  Hauptinhalts: 

Erste  Abtheilung.  Mechanische  Naturlehre.  —  Zweite 
Abtheilung.  Akustik.  —  Dritte  Abtheilung.  Optik.  —  Vierte 
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AMfrelhn.tr  Wärnie.  ~  Fünfte  Abtheilu**  Magnetitrnins. 
*~  Sechste  Abtheilung.  Elektricitat. 

Bin*  genauere  Einsieht  in  das  vollständige  Inhaltsverzeichnis« 
selbst  wird  einen  Jeden  auf  der  Stelle  von  der  Reichhaltigkeit 
und  der  möglichst  gleichmässigen  Berücksichtigung  aller  Partieen 
der  Phvsik,  indem  auch  der  praktischen  Anwendung,  besonders 
in  der  Mechanik,  gehörig  Rechnung  getragen  worden  ist,  fiber- 
stengen,  so  das»  wir  deVn  Buche  zum  Schlüsse  nur  noch  recht 
vielfache  Verbreitung  wünschen  können. 


Vermischte  Schriften. 

Annali  di  scienze  matematiche  e  fisiche,  coiripilati 
da  Barnaba  Torfolini.   (S.  Liter.  Ber.  Nr.  CXV1II.  p.  7.) 

Agosto  1857.  Intorno  ad  una  somma  di  derivate  successive. 
Nota  aef  sig.  Angeto  Genocchi.  p.  289.  —  Intorno  ad  alctine 
preprietä  deHe  superficie  a  linee  di  curratara  plane  &  sfertche. 
Nota  del  sig.  prof.  F.  Brioschi.  p.  297.  —  Interne  ad  alcuni 
teoremi  di  Dupin.  Nota  del  sig.  prof.  Delfino  Codaazi.  (Cop- 
tinuera.)   p.  3Ö9. 


Wir  freuen  uns  sehr,  im  Folgenden  schon  den  Inhalt  der  uns 
vorliegenden  ersten  Nummer  der  im  Literar.  Ber.  Nr.  €XV1IL 
angekündigten  „Annali  di  Maf  ematica  pora  ed  applicata* 
pubblicati  da  B.  Tortolini,  e  compilati  da  E,  Betti  a 
Pisa,  F.  Brioschi  a  Pavia,  A.  Genocchi  a  Tofino,  B.  Tor- 
tolini a  Roma"  unseren  Lesern  mittheilen  zu  können: 

4  *  • 

•  4  * 

Annali  di  Matematica  pura  ed*  anplicata,  pubbli- 
cati da  Barnaba  Tortolini,  e  compilati  da  E.  Betti  a 
Pisa,  F.  Brioschi  a  Pavia,  A.  Genocchi  a  Torino, 
B.  Torfolini  a  Roma.   4°.  -> 

N"  t.  (Genn.  e  Fehhr.  1858)  Avvino  dei  Compttatori.  |»ag.  V.  — . 
L'Editore  n  chi  legge,  p-  VII.  —  Sopra  PEquazioni  algebrich«  cou  pio 
incognite.  Memoria  del  Prof.  Eurico  Betli.  p.  1.  —  Sullo  s\iluppo  di 
un  delerminante.  Nota  del  Prof.  Francesco  Brioschi.  p.  9,  —  Stille 
funzioni  Aheliane  complete  di  prima  e  seconda  specie.  Memoria  del  Prof. 
F.  Brioechi«  p.  12.  Sopra  alcnnc  proprieta  delle-  funzioni  Abeliane. 
Memoria  del  Prof.  F.  Brioschi.  p.  20.  —  Sopra  una  costruzione  del  teo- 
rema  di  Abel.    Nola  del  Prof.  Angelo  Genocchi.    p.  33. 

r  ,  •   I  ; 

Rivitta  bihliograficn.  Sullo  sviluppp  delle  funzioni  Jacobianc 
secondo  le  potenze  ascendenti  dell'  argomenfo.  Articolo  del  Prof.  F.  Bri- 
dftfhi;  p.  4V«  -*-»  Inferno  ad-  un  ttfortina  del  Sig«  Barc&ardt-  Artioole'  det 
Pfof.  F,  Brio*«hL  p.  43.  —7  Sopra  un  opera  del  Sig.  D.  JLiphardt 
Baltzer  «Otto  il  titolo  „Theorie  und  Anwendung  der  Determi- 
nanten.'* Articolo  del  Sig.  Dr.  Feiice  Casorati.  p.  45.  —  Sopra  trntaf 
Memoria  del  Prof.  Ottaviano  Fabrizio  Moaaotti  eotto  il  .  titolo 
„NttovH  teoria  Ae/gli  itromenti  ©ttici."  Osservazinni  del  Prof. 
Frattceaco  Catfaneo.  p.48.  —  Pubblicazioni  recenti.  p,  56. 
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XIX. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

James  D.  Forbes,  A.  Review  of  the  Progress  of  Mathema- 
ticaJ  and  Physical  Science  in  roore  recent  Times.  4.  (Edinburgh.) 
London.  8  s.  6  d. 

Sterne,  Lei»,  und  WSrterbüeher. 

Joa.  Ph.  Herr,  Lehrbuch  der  höheren  Mathematik.  2  Bde. 
Wien.  8*.  4  Thlr. 

Arithmetik. 

C.  L.  Schoof,  Arithmetik  und  Algebra  für  höhere  Lehran- 
stalten und  aum  Selbstunterricht.  3.Hft.  gr.  8°.  Hannover.  174  Ngr. 

Geometrie. 

A.  P«  Largiader,  Das  axonometrische  Zeichnen  für  tech- 
nische Lehranstalten,  Gewerbe-  und  Industrieschulen  dargestellt. 
I.  Thl. :  Theoretische  Begründung,  gr.  8°.  geb.  Frauenfeld.  4  Thlr. 

F.  Mann,  Die  Elemente  des  geometrischen  Zeichnens,  Grunrl- 
und  Aufrisse,  verjüngter  Maassstab  etc.  qu.  4°.  geh.  Langensalza. 
12  Ngr. 

K.  G.  Chr.  v.  Staudt,  Beiträge  zur  Geometrie  der  Lage.  £  Hft. 
.  Nürnberg.  8«.   Jedes  Heft  27  Ngr. 

G.  Weiland,  Raumlehre.  Lehrbuch  der  elementaren  Geo- 
metrie,   gr.  8°.   geb.   Berlin.    }  Thlr. 

■  i 

Geodäsie. 

'    J.  J.  Voflaender,  Ausgleichung  der  Fehler  polygonotoetrb 
tther  Messungen.   Lex.  8.   geh.   Leipzig,    i  Thlr. 

*  • 

Ittechanik. 

C.  Delaunay,  Tratte  de  mecanique  rationnefle.  2*  Edition. 
Paris.   8°.   Mit  300  in  den  Text  gedr.  Abbild.   2  Thlr.  lö  Ngf. 
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Jos.  Didion,  Calcul  des  probabilites  applique"  an  tir  des 
projectiles.   In -8.   Avec  une  planche.    Paris.   3  fr.  60  c. 

Duhamel,  Lehrbuch  der  analytischen  Dynamik,  Deutsch  her- 
ausgegeben  von  O.  Schlo milch.  2.  Aufl.  6  Lief.  gr.  8°.  geh. 
Leipzig.    \  Thlr. 

L.  Matthiessen,  Ueber  die  Gleichgewichts- Figuren  homo- 
gener freier  rotirender  Flüssigkeiten,   gr.  8.   Kiel.   geh.    i  Thlr. 

Praktische  Mechanik. 

H.  Darcy,  Recherches  experimentales  relatives  an  mouve- 
ment  de  l'eau  dans  les  tuyaux.  Paris.  4°.  Mit  Atlas  in  Fol. 
6  Thlr.  20  Ngr. 

Edm.  Potier,  Tables  cyclographiques  pour  (e  trace  des  cour- 
bes  de  raccorderaent  des  voies  de  communication,  precexlees  des 
Instructions  ne'cessaires  sur  la  mantere  de  les  calculer  et  d'en 
faire  usage,  etc.   Paris.  8°.   2  Thlr.  15  Nur. 

Optik. 

C.  F.  A.  Leroy,  Traite  de  steräotomie,  comprenant  les  appli- 
cations  de  la  ge*ometrie  descriptive  ä  la  theorie  des  ombres,  la 
perspective  lineVire,  la  gnomonique,  la  coupe  des  pierres  et  la 
charpente.  2.  Edition  revue  et  annote'e  par  E.  Martelet.  2  vol. 
4°.   Paris.   Mit  74  Taf.   8  Thlr.  20  Ngr. 

P.  Harting,  De  nieuwste  verbeteringen  van  bet  mikroskoop 
en  zijn  gebruik  sedert  1850.  gr.  8°.  Met  2  gelith.  paten.  TieL 
S  fr.  2a  s. 

Astronomie. 

Annalen  der  Künigl.  Sternwarte  bei  München,  auf  öffentliche 
Kosten  herausg.  von  J.  Lamont.  IX.  Bd.  (Der  vollständ.  Samm- 
lung XXIV.  Bd.)    München.   8«    1  Thlr.  20  Ngr. 

Fr.  Arago,  Astronomie  populaire,  publiee  sous  ladirect.  deJ.  A. 
Barral.  Tome  IV.  Schluss.  Paris.  8°.  MitöTaf.  Jeder  Band  24  Thlr. 

A.  Drechsler,  Die  Sonnen-  und  Mondfinsternisse  in  ihrem 
Verlaufe  oder  Anleitung,  wie  diese  durch  Rechnung  und  Zeich- 
nung zu  ermitteln  sind.    Lex.  8°.   geh.    Dresden.   1}  Thlr. 

C.  Herold,  Leitfaden  der  physikalischen  und  politischen  Geo- 
graphie,  gr.  8°.   geh.   Nürnberg.   7£  Ngr. 

Jo.  Kepler!,  Astronomi,  opera omnia edid.  Ch.  Frisch.  Vol. I. 
Parsl.   Frankfurt  a.M.  8°.  Mit  eiogedr.  Holzschn.  1  Thlr. 24 Ngr. 

B.  Martin,  Memoire  sur  le  calendrier  musulman  et  sur  le 
calendrier  höbraYque.   8°.   Paris.   1  Thlr.  5  Ngr. 

A.  M.  Neil,  Darstellung  und  Beschreibung  der  Mondfinster- 
nis« am  27.  Februar  und  der  Sonnenfinsterniss  am  15.  März  1858. 
gr.  8°.   geh.   Mainz.   4  Ngr. 
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ÜTautlk. 

M.  F.  Albrecht  und  C.  S.  Vierow,  Lehrbuch  der  Navi- 
gation und  ihrer  mathematischen  Hfllfswissenschaften.  Für  die 
preuss.  Navigationsschulen  bearbeitet.  2.  Aufl.  Lex.  8°.  Berlin, 
geh.   3J  Thlr. 

W.C.Bergen,  Spberical  Tables  and  Diagrams,  with  their 
Application  to  Great  Circle  Sailing  and  various  Problem«  in  Nau- 
tical  Astronomy.    Edinburgh.   8°.   1  Thlr.  24  Ngr. 

F.  A.  C.  Keller,  Instruction  sur  la  navigation  pararc  de  grand 
cercle  ä  l'aide  du  double  planispbere.   In  8.  Paris. 

Physik. 

B abinet,  Etodes  et  lectures  sur  les  sciences  d'observation 
et  leurs  applications  pratiques.    Vol.  IV.   Paris.    12°.   25  Ngr. 

C.  Budeker,  Die  gesetzmässigen  Beziehungen  zwischen  der 
Zusammensetzung,  Dichtigkeit  und  der  specifischen  Wärme  der 
Gase.   Göttingen.   8°.    10  Ngr. 

R,  Claus i us,  Ueber  das  Wesen  der  Wärme,  verglichen  mit 
Licht  und  Schall.  (Akadem.  Vorträge.  3.  Hft)  Zöricb.  8°.  8  Ngr. 

N  t  h.  C  u  1  v  e  r  w  e  I ,  Of  the  Light  of  Natura :  a  Discourse.  Edi- 
ted by  J.  Brown,  with  a  Critical  Essay  by  J.  Cairns.  Edin* 
burgh.   8°.   4  Thlr.  20  Ngr. 

H.  W.  Dove,  Klimatologische  Beiträge.  1.  Tbl.  Mit  2  Kar- 
ten.   Berlin.   8°.    I  Thlr.  20  Ngr. 

Allgemeine Encyklopädie  der  Physik.  Bearbeitet  v.  C.  W.  Brfix, 
G.Decher,  F.C.O.  v.  Feilitzsch,  F.  Grasbof,  F.  Harms  etc. 
Herausg.  von  Gst.  Karsten.  3.  Lfg.  Leipzig.  8°.  2  Thlr.  20 Ngr. 
Inhalt:  1.  Bd.  Allgemeine  Physik,  von  Gst.  Karsten,  F.  Harms 
und  G.  Weger.  p.49 — 96.  —  5.  Bd.  Angewandte  Mechanik,  von 
F.G.rashof.  p.  129  — 160.  Mit  eingedr.  Holzschn.  —  19.  Bd.  Ferne-. 
Wirkungen  des  galvanischen  Stroms,  von  F.  v.  Feilitzsch.  p.  81 
— 272.  Mit  eingedr.  Holzschn.  —  21.  Bd.  Meteorologie,  von  E.  E, 
Schmid.  p.  1 — 48. 

Edm.  Külp,  Lehrbuch  der  Experimental -  Physik.  2.  Bd. 
Die  Lehre  vom  Schall  und  vom  Licht.    Darmstadt.  8°.   2  Thlr. 

Physikalisches  Lexicon.  2.  Aufl.  Von  O.  Marbach,  fortge- 
wetzt  von  C.  S.  Cornelius.  61.  62.  Lief.  Lex.  8°.  geh.  Leip- 
zig.   \  Thlr. 

W.  H.  Tb.  Meyer,  Beobachtungen  über  das  geschichtete  elec- 
trische  Licht,  sowie  über  den  merkwürdigen  Einfluss  des  Magne- 
ten auf  dasselbe.   4.   geh.   Berlin.   27J  Ngr. 

Tb.  Du  Moncel,  Etüde  du  magnetisme  et  de  l'electro-mag- 
neYisme  an  point  de  vue  de  la  construction  des  electro-aimants. 
In-8.    Fig.  et  pl.   Paris.   5  fr. 
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A.  Mousson,  Die  Physik  aufUrundlage  der  Erfahrung.  l.Abtb.: 
Physik  der  Materie,   gr.  8.   geh.    Zu  rieb.    1  Tblr.  14  Ngr. 

E.  A.  Rossraässler,  Das  Wasser.  Eine  Darstellung  für  ge- 
bildete Leser  and  Leserinnen.  Mit  8  Lith.  u.  47  lUustrat  in  Holzschn. 
Leipzig.   8°.   3  Thlr.  20  Ngr. 

E  v.  Sydow,  Handbook  to  the  serte*  of  large  physical  maps 
m  schod  Instruction.  Edited  by  J.  T  ilUard»  gr.  8°.  1857.  geb. 
Gotha.   10  Ngr. 

Vermischte  Schriften»  " 

Sitzungsberichte  der  kaiserl.  Akad.  der  Wissenschaften  zu  Wien. 
Mathem.-naturwissensch.  Classe.  XXV.  Bd.l.Hft  Wien.  8°.  Mit 
UTaf.  2  Thlr.  14  Ngr.  —  (p.  19— 30)  Brücke,  (Jener  Gravitation 
and  Erhaltung  der  Kraft  —  ( — 70.)  Spitzer,  Integration  der  Dif- 
ferentialgleichung (<?a  -f  btx)y"  +  (ai  +  ^ix)y'  +  ("o  +  b0x)y  =  0.  — 
(—86.)  Knochenhauer,  Beobachtungen  über  zwei  sich  gleich- 
zeitig entladende  Batterien.  —  (p.  145  —  164.)  Zantedeschi,  Delle 
dottrine del terzo  suono.  Memoria  1°.  Mit  1  Taf.  —  ( — 171.)  Zante- 
deschi, Deila  corrispondenza,  che  mostrano  fra  loro  i  corpi  sonori 
nella  risonanza  di  piü  suoni  in  uno.  Memoria  II.  Mit  1  Taf.  — 
(—184.)  Zantedeschi,  Deila  unita  di  misura  del  suoni  mnsicali, 
dei  loro  llmite,  della  durata  delle  vibrazioni  sul  nervo  acustico  delf 
uomo,  e  dell'  innalzamento  del  tono  fondamentale  avvcnuto  nei 
diaspason  di  acciajo,  in  virtu  di  an  moviraento  spontaneo  moleco- 
lare.  Memoria  III.  Mit  3  Taf.  —  (p.  240—250.)  Fritscb,  ünter- 
sacbungen  über  das  Gesetz  des  Einflusses  der  Lufttemperatur  auf 
die  Zeiten  bestimmter  Entwickelungsphasen  der  Pflanzen  mit  Be- 
rücksichtigung der  Insolation  und  Feuchtigkeit.  —  (—252.)  Lit- 
trow,  Physische  Zusammenkunft  der  Planeten  Arophitrite  und 
Melpomene  im  November  1857. 

Novorum  actorum  Academiae  Caesareae  Leopoldino-Carolinae 
naturae  curiosorum  voluminis  vicesimi  sexti  pars  prior.  A.  u.  d.  T.r 
Verhandlungen  der  kaiserl.  Leopnldioisch-Carolinischen  Akademie 
der  Naturforscher.  26.  Bd.  1.  Abtb.  Vratislaviae  et  Bonnae.  4°. 
Mit  30  Taf.  10  Thlr.  —  (p.  174— 188.)  Cohn,  Ein  interessanter 
Blitzschlag.  Mit  2  Taf.  —  (p.  295— 369.)  Prestel,  Die  mittlere 
Windrichtung  an  der  Nord  Westküste  Deutschlands  fifir  jeden  Tag 
fm  Jahre  aus  neunzehn  Jahre  umfassenden  Beobachtungen  in  Emden, 
so  wie  auch  für  Hamburg  berechnet,  und  numerisch  und  graphisch 
dargestellt.   Mit  2  Taf.  —  Nachtrag. 

Zeitschrift  fiir  Mathematik  und  Physik.  Herausgegeben  von 
O.  Scblömilcb  und  B.  Witzschel.  3.  Bd.  1.  Hft  Lex.  8°. 
Leipzig.    Preis  für  den  Band  5  Thlr.  , 
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Neue  Darstellung  der  Theorie  4er  Berührung  und  < 

V 

Krümmung  der  Curven. 

■  •  .  i      .  i«.     •  r  •»/"■«• :  ...... 

Von  w '  '•  '  •  '  '  '  '    '  f 

dem  Herausgeber. 


Die  Darstellung  der  Theorie  der  Berührung  und  Krümmung 
der  Curven,  so  wie  dieselbe  in  den  gangbaren  Werken  über  ana- 
lytische Geometrie  meistens  gegeben  wird,  lässt  nach  meiner 
Meinung  sowohl  rucksichtlich  der  Allgemeinheit  der  Formeln,  a'f 
auch  namentlich  rücksichtlich  der  Einfachheit  und  Bestimmtheit 
der  Begriffe  Manches  zu  wünschen  übrig.  Besonders  in  letzterer 
Beziehung  muss  ich  zunächst  bemerken,  dass  es  nach  meiner 
Ueberzeugung  bei  dieser  Theorie,  wie  überall  in  der  höheren 
Analysis,  lediglich  auf  die  Bestimmung  gewisser,  »bei  oatuige- 
mässer  Entwickelung  ganz  von  selbst  mit  völliger  Bestimmtheit 
hervortretender  Gränzen  ankommt,  was  nicht  in  allen  Darstellun- 
gen derselben  mit  gehöriger  Deutlichkeit  hervorgehoben  und  mit 
gehöriger  Consequenz  festgehalten  wird.  Auf  diese  Gränzen ,  deren 
ganz  bestimmte  Existenz  im  Räume  jedenfalls  auch  sehr  merkwürdig 
ist,  muss  daher  überall  zurückgegangen,  dieselben  müssen  lediglich  als 
Definitionen  benutzt,  und  auf  deren  Bestimmung  muss  jederzeit  allein 
das  Augenmerk  gerichtet  werden.  Nur  auf  diesem  Wege  wirj 
man  sich  den  gegenwärtig  in  der  Analysis  ,  gegenüber  den  vagen 
und  völlig  antiquirteu  Darstellungs-  und  Entvvickelungs-  Methoden 
der  älteren  Reihen- Analysis,  nur  noch  auf  Geltung  Anspruch 
machen  dürfenden  Ansichten  der  neueren  strengen  Wissenschaft 
zeitgemäss  anschliessen.  Dann  muss  ich  ferner  bemerken,  daxs 
ich  es  für  völlig  verfehlt  halte,  wenn  man,  wie  gegenwärtig  überall 
noch  geschieht,  die  Theorie  der  sogenannten  Curven  von  einfacher 
and  von  doppelter  Krümmung  von  einander  scheidet,  indem  man 
zuerst  jene  für  sich  und  dann  auch  diese  für  sich  betrachtet. 

Theil  XXX.  25 
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Vielmehr  muss  man  nach  meiner  Meinung  sogleich  von  vorn  ber- 
ein in  völliger  Allgemeinheit  die  sogenannten  Curven  von  doppel- 
ter Krümmung  einer  genauen  Untersuchung  unterwerfen ,  und  aus 
der  dadurch  gewonnenen  Theorie  dann  die  Theorie  der  sogenann- 
ten Curven  von  einfacher  Krümmung  als  einen  besonderen  Fall 
ableiten.  Namentlich  ist  es  bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  der 
Wissenschaft  ganz  unerlässlich ,  bei  den  sogenannten  Curven  von 
doppelter  Krümmung  ausser  der  ersten  Krümmung  auch  die  so- 
genannte zweite  Krümmung  einer  gleich  sorgfaltigen  Betrachtung 
zu  unterwerfen,  was  nur  zu  häufig  noch  unterlassen  wird;  dabei 
wird  sich  dann  zeigen,  dass  diese  zweite  Krümmung  bei  den  so- 
genannten einfach  gekrümmten  Curven  verschwindet,  dass  die 
erste  und  zweite  Krümmung  in  der  That  nur  den  doppelt  gekrümm- 
ten Curven  zukommen,  und  dass  nur  eben  erst  hierin  die  Benen- 
nungen: „Curven  von  einfacher  und  von  doppelter  Krümmung** 
ihre  eigentliche  wissenschaftliche  Rechtfertigung  finden. 

Nach  diesen  allgemeinen  Grundsätzen  werde  ich  die  Theorie 
der  Berührung  und  Krümmung  der  Curven  in  der  vorliegenden 
Abhandlung  einer  neuen  Bearbeitung  unterwerfen,  und  einige  Be- 
trachtungen über  die  Berührung  der  Flächen  hinzufügen,  so  dass 
sich  als  weitere  Ausführung  dieser  Abhandlung  die  in  der 'Ab- 
handlung Tbl.  XXVIII.  Nr.  VIII.  entwickelte  allgemeine  Theorie 
der  Krümmung  der  Flächen  unmittelbar  anschließen  ISsst,  und 
dann  mit  der  vorliegenden  Abhandlung  ein  Ganzes  bildet. 

1«     .  1      .V«-.,  ,,J 

Den  geometrischen  Untersuchungen,  welche  den  eigentlichen 
Gegenstand  dieser  Abhandlung  bilden  sollen,  schicken  wir  die 
folgende  allgemeine  analytische  Betrachtung  voraas. 

Wenn  /(*)  eine  beliebige  Function  von  x  bezeichnet,  und  die 
Functionen 

fix),   f'(x),   f"{x)>   ,""(*),....,  /<«>(*) 

zwischen  den  Gränzen  x  und  x  +  Jx  stetig  sind,  was  für  gewisse 
bestimmte  Werthe  von  n  bei  allen  folgenden  Untersuchungen  jeder* 
zeit  vorausgesetzt  und  stets  festgehalten  werden  muss;  so  ist 
nach  dem  Taylor'schen  Lehrsatze  bekanntlich,  wenn  Q  eine  ge- 
wisse positive,  die  Einheit  nicht  übersteigende  Grosse  bezeichnet! 

/t.t  +  ^)=fli)+/,W.y+rW.T2  +  •••• 

*  1 
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I    .     'i>    '!(     M'  »  i.l*     l'     t  » 

j  i  1 1  i  ;  .  <      »    •    •  •    i  •  ( 


setzen,  und  diese  Grösse,  wie  gewöhnlich,  den  de»  Glied  erzähl 
n  entsprechenden  Rest  der  Teylor'üchen  Reihe  nennen : 

Der  Rest  91»  ist  in  Bezug  auf  zte  eine  Grösse  der  nteo  Ord- 
nung,, und  wenn  nun  die  positive  ganze  Zahl  m  ■<  n  ist»  so  ist 

in  Bezug  auf  eine  Grosse  von  der,  Null  ubersteigenden 
(n  —  m)ten  Ordnung.  Lässt  man  nun  dx  sich  der  Null  nähern, 
so  wird,  weil  p  eine  die  Einheit  nicht  übersteigende  positive  Grosse 
ist,  fW{x  +  $dx)  sich  der  endlichen,  voltig  bestimmten  Grosse 
f&Hx)  als  seiner  Gränze  nähern,  und  dx*"**  nähert  sieh,  weit 
fi--»*  grösser  als  Null  ist,  der  Null;  also  nähert  unter  den  ge- 
machten Voraussetzungen  nach  dem  Obigen 

-r—-  sich  der  Granze  — p — 
■\  dxm  1....»  ..  u 

folglich  det  Gränze  Null,  so  dass  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen Immer 

ist.    Ferner  ist  nach  dem  Obigen: 

vrofais  sichuDroltterbareTglebt,  dass,  wenti  dx  steh  der  Nnll  nähert, 
nähert,  oder  dass  unter  der  gemachten  Voraussetzung 


Lim  *'  - 

dx*       1 . . .  .  fi 


.fi 

Ist  '  *  ' ' 

.    /.i  •*   •  • 

Hieraus  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

25# 
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Wenn  f{x)  eine  beliebige  Function  von  x  bezeichnet 
und  die  Functionen4 

m>  r(x)t  r<*>.  rw.-'-w*) 

zwischen  den  Gränzen  x  und  x\Ax  stetig  sind,  so  ist 
für  ein  der  Null  sich  näherndes  Jx  immer 

LU»*=0  oder 

£IX  £JX'n  1  ••••  71 

jenachdem  m<n  oder  m=n  ist. 

Von  diesem  Satze  werden  wir  im  Folgenden  häufig  Anwendung 
zu  machen  Gelegenheit  finden. 


II. 

% 

Es  sei  jetzt  eine  beliebige,  durch  zwei  Gleichungen  zwischen 
den  veränderlichen  oder  laufenden  Coordinateo  jrf  »,  j  charakte- 
risirte  Curve  im  Räume  gegeben  *).  In  dieser  Curve  denke  man 
sich  einen  beliebigen,  aber  bestimmten,  durch  die  Coordinaten 
xt  y>  *  gegebenen  Punkt  (x,  y,  z),  und  lasse  nun  xt  y,  z  die 
zusammen  bestehen  könnenden  Veränderungen  Ax,  Ay,  Az  erlei- 
den, so  dass  durch  die  Coordinaten  x+Ax,  y  +  Ay,  z\Az  ein 
zweiter  Punkt  {x  +  Ax,  y  +  Ay,  z+ Az)  unserer  Curve  bestimmt 
wird.  Legen  wir  nun  durch  diese  beiden  Punkte  eine  Gerade, 
welche  wir  überhaupt  eine  Sekante  der  Curve  nennen  Wollen,  so 
.haben  deren  Gleichungen  bekanntlich  die  Form 

r  —  a  =  n— y  }—z 
cos©     cos  Ä  =  cos  77 ' 

welche  Gleichungen  aber,  weil  unsere  Sekante  zugleich  durch  den 
Punkt  (x  +  Ax,  y-\-Ay,  z-\-Az)  geht,  auch-  bestehen  müssen, 
wenn  man  in  ihnen  fttr  jr,  »,  }  respective  x+Ax,  y\Ay>  %-\  A% 
setzt,  wodurch  man  die  Gleichungen 

Ax         Ay  Ai 
cos  8  ~~  cos Sl  ~~  cos  77 


•)  In  der  Abhandlung  über  die  Krümmung  der  Flächen  in  Theil 
XXVIII.  Nr.  VIII.  sind  die  laufenden  Coordinaten  durch  grosse  lateinische 
Buchstaben  bezeichnet  worden.  Ich  habe  hier  die  Bezeichnung  dieser 
Coordinaten  durch  kleine  deutsche  Bachstaben  vorgezogen,  was  nn  «ich 
natürlich  keinen  Unterschied  macht. 
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erhält,  aus  denen  sich  die  Gleichungen 

■»  »  . 

co*  0 .  /ix  =  cos  B.Js, 

eosß.Jy  =  conSl.dx, 

coa&.Jz  =  cos  II. /Ix 

ergeben.  Quaririrt  man  diese  Gleichungen  und  addirt  sie  dann 
ku  einander,  so  erhalt  man,  weil  bekanntlich 

cos  &2  +  cos  &»'+  cos  J2*  =  1 

ist,  die  Gleichung 

co*  &(Jx*  -f  Jy*  f  Jz*)  =  Ja:* , 
ans  welcher  sich 

dx 

cos  0  =  4-  /-        ~  » 

und  folglich,  weil  nach  dem  Obigen  ( 

4y  _  Ji 

cosß=cos©^J,   cos  JI=cos  0-^- 

ist,  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander 
überhaupt 

> 

cos£  =  dh 


cos  Ä  —  i 


cos  17=4- 


VJx*+Jy*  +  Ji* 

V  Ax%\/l\jl\ Jz* 

dz 


■ 


^~Jx*  +  Ay*+Jz* 

*  « 

ergiebt.  \ 

.  —  . 

Weil  überhaupt  zwischen  den  Coordinaten  jr,  »,  },  und  folg- 
lich auch  zwischen  den  Coordinaten  x,y,z  des  gegebenen  Punk- 
tes der  Curve  zwei  Gleichungen  gegeben  sind,  so  kann  man  immer 
eine  dieser  drei  Coordinaten  als  unabhängig  variabel,  die  beiden 
anderen  als  davon  abhängig  oder  als  Functionen  dieser  als  unab- 
hängig variabel  betrachteten  Coordinate  ansehen.  Man  kann  sich 
aber  auch,  was  allgemeiner  und  der  Eleganz  und  Symmetrie  der 
zu  entwickelnden  Formeln  förderlich  ist,  alle  drei  Coordinaten 
x,  yt  %  als  Functionen  einer  anderen  beliebigen,  als  unabhän- 
gig variabel  betrachteten  Grosse,  die  wir  im  Allgemeinen  durch 
<p  bezeichnen  wollen,  und  ihre  Veränderungen  durch  die  »Verän- 
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Herwigen  dieser  als  unabhängig  variabel  betrachteten  Grosse  tp 
sämmtlich  herbeigeführt  denken.  Thut  man  das  Letztere,  and 
denkt  sich  also  die  Veränderungen  Ax9  dy,  dz  von  x,  y,  z 
sämmtlich  durch  die  Veränderung  4<p  von  q>  herbeigeführt,  so 
wird  man  die  obigen  Formeln  besser  unter  der  Form 


cosÄ= ± 


yfd'x1  Hh dy1  -f  4i2 
Afp 

dtp 

V~^te*  +  Jy*  +  Jz^' 

■ 

f  i  .  dz 
Atp 


.■ii 


also»  wenn  auch  nicht  ohne  alle  Veränderung  der  vorstehenden 
Vorzeichen,  aber  doch  jedenfalls  immer  mit  Beziehung  der  obe- 
ren und  unteren  Vorzeichen  in  den  folgenden  Formeln  auf  einan- 
der, unter  der  Form 


cos  0=4: 


dx 

dcp 


v  <£>■+(»■♦  CS" 


4L 

cosÄ=±  d(P 


cosl/— J: 


dt 

  dtp 


darstellen. 

LäsMt  man  nun  dtp  sich  der  Noll  nähern,  so  werde« 

COS&,    cosß,    cos  JI 
sieh  reftptctive  den  Grinsen  i:  v> 
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v  G?) +  (4) +  G^) 


0z 

0<J> 


•  \ 
•  <    i-S  * 


nähern,  so  dass  also,  wenn  wir  diese  Grftnzen  von  cos  G,  cos  52, 
cos  77  respective  durch  cos  6,  cos«,  cosö  bezeichnen: 


COSÖ^J; 


Bx 


-  * 


•   •        • . 


By 

1)  •  •  J  <  COS»=± 


.    >  "*"*v  ©•♦ob"*®" 

ist;  und  nach  dem  Obigen  sind  dann 

•  -  >  i      •   .. : 

^    VI   '  •  '    *     c^TÄ  ^  cos©  ~~  eoTÄ  ' 

also,  nach  vorstehenden  Formeln,  »,  : 

■ 

*5)  ~5fÄ"5£  —  "TGT*.  -  .  *   •  '  » 

0<p         0<p  d<p 


dfe  Grfinzgleichungen  der  Gleichungen 

..;     :       •  .... 


t  —  x      n— y  _  fj~ 


x       .      ...    •  ,•• 


cos«»  T  COSÄ  cos/T 
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und  charakterisiren  daher  eine  der  Lage  nach  ganz  bestimmte, 
durch  den  Punkt  (x9y,z)  gehende  Gerade,  welche  als  die  G ranze 
der  durch  diesen  Punkt  gehenden  Sekanten  der  Curve  zu  betrach- 
ten oder  aufzufassen  ist,  nämlich  als  eine  der  Lage  nach  ganz 
bestimmte,  durch  den  Punkt  (x,  y,  z)  gehende  Gerade,  welcher 
die  durch  diesen  Punkt  und  irgend  einen  anderen  Punkt  der  Curve 
gezogenen  Sekanten  derselben  sich  immer  mehr  und  mehr  und  bis 
zu  jedem  beliebigen  Grade  nähern ,  wenn  man  den  letzteren  Punkt 
dem  Punkte  {x,  y,  z)  immer  näher  und  nfiher  rucken  Iässt.  Diese 
durch  den  Punkt  (x,«,z)  gehende,  durch  die  Gleichungen  2)  oder 
3)  dr»r  Lage  nach  völlig  bestimmte  Gerade,  welche  also  als  die 
Gränze  aller  durch  den  Punkt  (x,  y,  z)  gehenden  Sekanten  der 
Curve  in  der  oben  näher  angegebenen  Weise  aufzufassen  ist,  nennt 
mau  die  Berührende  der  Curve  in  dem  Punkte  (x,  y,  z),  and 
dieser  Puukt  selbst  wird  ihr  Berührungspunkt  genannt  , 

Weil  bekanntlich 

ist,  so  kann  man  die  Gleichungen  3)  der  durch  den  Punkt  (x,  y,  z) 
gehenden  Berührenden  dfer  Curve  aucb  unter  der  Form 

4)  ....  .     y"*  ^      y  __  }  —  * 

dx         dy         dz  ; 

schreiben,  und  die  Formeln  1)  lassen  sich  mit  Beziehung  der 
oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander  auch  unter  der  Form 

dx 

COS  fl  =  -4-    ==r  , 

~  SfBx*  +  dy*  +  3z* 

5)  •    .    .    .    )  epSto^J:    .  -^i.^r-^-f 

1   r  %fdx*  +  dy*+dz* 

e\ 

eim5  =  4.  2  

-  V&r»  +  cy+ez* 

darstellen,  wobei  man  sich  nur  immer  x,  y,  z  als  Functionen 
einer  gewissen  anderen  unabhängigen  veränderlichen  Grosse  zu 
denken  hat*).  '  ■  '» " 

Setzt  man  <p=x,  was  natürlich  verstattet  ist,  so  bat  man  in 
den  obigen  Formeln 


•)  Diene  Bemerkung  gilt  allgemein  för  alle  im  Folgenden 
"»enden  ähnlichen  Fälle,  wo  die  eigentlich  immer  hinzuzudenkende,  alt 
uuubhängip  variabel  zu  betrachtende  Grösse  <p  aus  den  Formelo  wegge- 
l.i«*en  worden  ist,  was  hier  ein  für  alle  Mal  bemerkt  wird: 
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«••■  '      dy      By      dz  dz 

zu  setzen,.  Substitutionen,  deren  wirkliche  Ausführung  nicht  der 
geringsten  Schwierigkeit  unterliegt,  und  daher  hier  und  im  Fol- 
genden immer  dem  Leser  überlassen  bleiben  mag. 


ai. 


Jede  durch  den  Punkt  (x,  y$  z)  gebende,  auf  der 
Punkte  entsprechenden  Berührenden  der  Curve  senkrecht  stehende 
Gerade  heisst  eine  Normale  der  Curve  in  dem  Punkte  (xty,z). 

Weil  jede  Normale  durch  den  Punkt  (x9  y,  z)  geht,  so  haben 
ihre  Gleichungen  im  Allgemeinen  die  Form  •■ 

CO8  0!         COSC0|  COSG)j 


und  weil  sie  auf  der  Berührenden  in  dem  Punkte  (ar,  y,  senk- 
recht steht,  so  sind  die  Winkel  Sl9  o>, ,  öj  deu  beiden  Bedin 
gungsgleichungen 

cos  6  cos  $i  -f      w  cos  »1  +  cos  5  eos  ö,  =  0» 

cos  fV  +  c©s  a>,  *  +  cos  5^  =  1 ; 

also  nach  1)  den  beiden  Bedingongsgleichungen 


6)...|  |^+|«»-.+g«-8.=o; 


7)  • 


oder  den  beiden  Bedingungsgleichungen  ( 

cosöj C08 (0,  -f  öi.cosö1=0, 

cos        cos  V  +  C0»  V  = 1 

unterworfen.  Der  eine  der  drei  Winkel  filt  wl9  ,Ö,  bleibt  immer 
der  vullkührlichen  Annahme  anheini  gestellt,  und  die  beiden  an- 
deren Winkel  sind  dann  mittelst  der  awei  obigen  Bedingung», 
gleichungen  zu  bestimmen ,  was  in  der  thetlwetsen  Unbestimmt- 
heit  der  vorliegenden  Aufgabe  seine  unmittelbare  Erklärung  findet. 

Aus  den  beiden  Gleichungen 

cos  6  COS  $i  +  COS  £0  COS  ü>,  +  cos  ö  cos  Qy  =  0, 
cosöj1  +  cos  «>,*  +  cos  Ö4*  =:  1  i 
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findet  man  mittelst  leichter  Rechnung  mit  Beziehung  der  oberen 
und  unteren  Zeichen  auf  einander: 


8).. 


—  cos  0  cos  a>  cos  0,4:0*3     1— cosÖ*—  cos0ia 
cos  Wi^-  —   sin^t  —  - 

_        —  CO8ÖCO8ÖCO8  0!  ^COSCO       1  — COS  6*  — COS  0^  , 

COS       ~  '  : — 73  » 

1  sind* 


in  welche  Formeln  man  nun  leicht  noch  für  cos 6,  cosco,  cos» 
ihre  aus  5)  bekannten  Ausdrucke  einfuhren  konnte,  was  wir  jedoch 
der  Kürze  wegen  hier  unterlassen. 


IV, 

'it**  • 

Die  in  dem  Punkte  (ec,  y,  z)  auf  der  diesem  Punkte  entspre- 
chenden Berührenden  der  Curve  senkrecht  stehende  Ebene  heisst 
die  Normal- Ebene  der  Curve  in  dem  Punkte  (x,  y,  z),  und 
wird  der  Lage  nach  durch  zwei  durch  den  Punkt  (x,y,z)  gelegte 
Normalen  de«  Cur  re  bestimmt.  -  i :  i 

Sind  nun 

x  —  x  ___  n  —  y  _  Inf. 

COS  61        COS  (Di        COS  Öi' 

,.-       ■■  .i  A.    .    ...  •  7*  . 

™  — .  sä»  1  't  fl..— t»  iJL, — ■.  ^ 

C08  ö2  " COS  Q>a       COS  Ö8 

die  Gleichungen  zweier  durch  den  Punkt  (x,  y,  2)  gelegter  Nor- 
malen, und  ist  4 


A(x-x)  +  C(j-x)=0 


>  ,  *»  ■    •  •  • 

die  Gleichung  der  demselben  Punkte  entsprechenden  Normal- 
Ebene  der  Curve,  so  hat  man,  weil  in  dieser  Ebene  die  beiden 
in  Rede  stehenden  Normalen  liegen  müssen,  offenbar  die  beiden 
Gleichungen:         '  ( 

Acod6x >  Beoso^  +  Ccos  öi  =0, 

^cos0*+£cosa>a+Ccosö2=:O;  5  ' 

l     .  '  s   '  ...   

aus  denen  sich,  wenn  G  einen  gewissen  beliebigen  Factor  be- 
aekboet,  die  drei  folgend«!  Gleichungen  crgeoea*): 

•)  Wenn  man  zwischen  x,  y,  »  zwei  Gleichungen  von  der  Form 
«x-f- fyt/-\-C9—0,  <IiiT  +  ^iy  +  ^i*  =0  hat;  so  kann  man,  wenn  6  einen 
gewi««en  beliebigen  Factor  bezeichnet,  Immer  setzen i 
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As?G  («Jos  m  j  oojsttfc~-~ cos  »4  cos«»*) , 

B=  G  (COS      COS  öf  —  COS  $i  COS  Ö2)  ,  ' 
C  =  Cr  (COS  ö|  COS  0)j  —COS      cos  0t). 

Nun  ist  aber  nach  H. 

S        *    Vi  ►  1  *:  j  %n\  •     >.','.  // 

COS0COJ8  0,  -J-  C0Sfl»CO8O()j -f  COSt^CQß^,  =0, 

r  X 

cos  6  cos  Ö4  +  cos  co  cos    + cos  Ö  cos  *5f = 0 ; 

also,  wenn  wiederf Cr'  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 

cos 6  ==  6"  (cos     cos  52  —  cos  öj  cos  co«) ,     '         « " " 

cosa>  =  6r'(cosÖ!  C0SÖ3  —  cos  61  cos  öSj), 

cosö  =  £'(co80,  coso)a  —  coswi  cos0a);       r     j   ,  • 

wo  zur  weiteren  Bestimmung  des  Factors  £'  die 

cos  0*  +  cos  w*  +  cos  ö*  =  1 

•    •  •  r 


:     ■  .  ! 


dienen  würde. 

Weil  nun  nach  dem  Obigen  der  Factor  G  offenbar  eine  ganz 
willkfibrliche  Grösse  ist,  so  kann  auch  G  =  also'  nach  den) 
Obigen 

A=G'  (cos  »1  cos  üt  —  cos  Ö]  cos  (»a) , 

Ä  =  (r'(C0S($iC0»tf4—  cos«!  C0»Ö2), 
C=  (»'(cosöfc  COS  <0S  — cos  Q>i  cos  02) 

gesetzt  werden,  welches,  mit  den  oben  stehende».  Ausdrücken  von 

cos#,   cos 09,  cosö) 
verglichen,  unmittelbar  zu  den  folgenden  Gleichungen  fährt: 
^  =  COS0,    Aareoso»,  C=C0SÖJ 


l»{  .1    '  ,       .       ,•»..  ^  »LI*  '  ' 

so  das»  also  die  gesuchte  Gleichung  der  Normal- Ebene  der  Curve 
in  dem  Punkte  (xt  yt  z)  nach  dem  Obigen 

9)  .  .  .  (r — j?)cosd  +  (tf  —  y) cos co  -|-  (} —  z)cosö=0, 

also  nach  I)  oder  5):  »  v       s  ,   , , 

10)  ....  +  £ (»-//)  +  s-  (?  - *)=Q 

oder  -j'»«"»  if  iv .  -? 
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11)  ...  .   a*.(jr-*)  +  ay.(¥— y)+ax.(f— z)=0 
ist. 

'  i  ■ 

1  •  •  :  * 

Wenn  die  Gleichungen  der  Curve  unter  der  Form 

ftt9  n,  j)  =  0,   Fit,  »,  |)^=0 

gegeben  sind,  so  dass  folglich  aucn 

rt*,y»z)=0,  F(x>9,z)=0 

ist,  wo  also  die  Curve  eigentlich  als  der  Durchschnitt  sweier 
Flächen  betrachtet  wird,  so  setze  man  der  Kürze  wegen 

«  =  A*»y»*)»    U=F(x,y,  i). 

Dann  ist 

Bu  Bx  fBu  By     du  Bz  A 

Bü  Bx  ,  Bü  By    Bü  Bx  A 

wo  alle  Differentialquotieoten  von  u  nnd  C7  natürlich  partielle  Dif- 
fereutialquotienten  sind;  und  wenn  uud  G*  wieder  einen  gewis- 
sen Factor  bezeichnet,  so  ist: 

i         .  Bx    „m(Bu  Bü    Bu  Bü\ 

W)  ...  j  ä"r^'a,  a*  aj*  . 

Also  sind  nach  3)  die  Gleichungen  der  Berührenden  der  ge- 
gebenen Curve  in  dem  Punkte  (i,  y,  z)  unter  der  gemachten 
Voraussetzung: 

13) 

t-x  q—y  ?— 2 

äeTcTcT    dü~9l7  ~  a«  Bü    clTdV  -  Budü    Bu  dü'. 
ty'~Bz~~Bz'By       Bz  '~Bx~~Bx'~Bz      $x'  By  ~~Bg'  Bx* 

und  zur  Bestimmung  von  0,  5  hat  man  nach  1),  wenn  der 
Kilnse  wegen 
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14)   ui  «  i\ 

/a«at;  BuBü\\fduB_u  BuBjuy/Budu  BudU\* 

~b'tyJ  +\BzBx"Bx'BxJ  +\Si~5j;-d«'Bx~) 

*  . 

oder  . 

16) 

gesetzt  wird,  die  folgenden  Formeln,  in  denen  die  oberen  und 
unteren  Zeichen  sich  auf  einander  beziehen : 

Bu  Bü    Bu  Bü 
Cosö=J:  —  «  ^  , 


Bu  Bü    du  Bü 

i6)  .  .  .  <'        f  ax-'a«  "E'-'S" 

cosw=±  p  , 

du  BÜ_Bu  Bü 
^=±Bx'  By  B^Bx 


Die  Gleichung  der  Normal -Ebene  in  dem  Punkte  (.r,  y,  x) 
ist  nach  10)  unter  der  gemachten  Voraussetzung: 

/Bu  Bü    Bu  Bü\,  x 
(Bu  Bü    Bu  BÜ\  ' 

^«  at/  au  acr 


/a«  ar;  Bu  bü\  \ 


Wenn  die  gegebene  Curve  ganz  in  einer  Ebene  liegt,  deren 
Gleichung 

*)  Es  ist  nämlich  immer  ,„         ,t,,t  _  ;  . 

— *«j)Ä+CACi  —        +  (aar,  -,*£,)' 
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Ar+By  +  G}  +  D  =  0 
\*t,\*a  kanhvman  Jrji  Vorhergehenden  offenbar 

folglich  • 

ac/_  .  817.1%, 

:  (Tm  ff      f  W 

setien.  Also\fnd  nach  13)  die  Gleichungen  der  Berührenden  in 
dem  Punkte  (xf  y,  z)  in  diesem  Falle: 

}  '  '     Bdu-£to~  Cd±-Jd*~~  AB^I&' 
di       By  da         tyf  Äsf 

Weil  natürlich    '  V' 

ist,  so  Usst  eich  die  Gleichung  der  Ebene,  in  welcher  die  Curve 
liegt,  auch  unter  der  Form 

A  (r-ar)  +  +  C  (j-z)  =  0 

darsteilen;  und  weit  nun  offenbar 

^-c|)  +  Ä(c|-^)  +  C(kg-^=0 

ist,  so  erhellet  leicht,  das«  die  Berührende  jederzeit  frans  in  Aar 
Ebene  liegt,  in  welcher  die  Curve  liegt. 

Die  Gleichung  der  Normal -Ebene  in  dem  Punkte  (ar,  y,  z) 
ist  nach  17): 

19)  ...  .  (ß^-C^Or-i) 

,  4  .•  f  . ..  ny       ov  ■  \  » 

Dass  diese  Ebene  auf  der  Ebene,  in  welcher  die  gegebene 
Curve  liegt,  senkrecht  steht,  versteht  sich  nach  dem  Vorher- 
gehenden von  selbst. 

Die  in  der  Ebene,  in  welcher  die  Curve  liegt,  liegende  Nor- 
male der  Curye  in  ;de*n  Punkte  (ar,  jf,  2)  ist  offenbar  die  Durch- 
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Schnittlinie  dieser  Ebene  mit  der  Normal  «Ebene  in  dem  Punkte 
(ttf\      »),  und  wird  also  durch  die  beiden  Gleichungen 


<  '  V  I" 


charakterisirt.  Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt,  wenn  Gm 
eintn  gewissen  Factor  bezeichnet: 

,-,=  6"M(c£-4")-Ä(^-c|)l; 

oder: 

j  -  ,  =  G- 1 C( J s  +  Bd-  +  cg C»)|l; 


folglich  sind  die  Gleichungen  der  in  Rede  stehenden  Normale: 
20)    x~x  

■■■■      i  ^ — ff *7~y . . . — -  ■         •      .  v 
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Nimmt  man  die  Ebene,  in  welcher  die  gegebene  Curve  liegt, 
als  Ebene  der  rn  an,  so  ist  ihre  Gleichung  fsO,  and  man  hat 
also  im  Obigen  A  =  0,  B  =  0,  C=  1 ,  D  =  0  zu  setzen.  Daher 
erhält  man  in  diesem  Falle  nach  18)  und  20)  ah*  Gleichungen  der 
Berührenden  und  der  Normale  für  den  Punkt  (x ,  y)  in  der  Ebene 
der  jr»  offenbar  respective  die  Gleichungen 


5k    n       5m'' —  8m 
%  8i 

oder 

21) 

8«  .       v     3m  ,       v    A     ,  8«  .       .     du  ,       .  Li 

&<*-*>  + 5  o»-*)«0  »"J  ^C-*)-ö-(9-»)=0, 

wo  natürlich  u  nur  eine  Function  von  x  und  y  ist,  da  allge- 
mein |=0  ist.  Nun  ist  aber  nach  deii  Lehren  der  Differential- 
rechnung in  diesem  Falle: 


Su  ,  du  cly  .  8u  .  du  dx  „ 

also:  :  : 

8«  8ti        8#       .  du  8ti  8# 

folglich  sind  nach  dem  Obigen  die  Gleichungen  der  Berührenden 
und  der  Normale  respective : 

oder: 

22)  .  .  n  — y  =  ^0r-a:)  und  o =  -  ~ (jr -*), 
wie  hinreichend  bekannt  ist. 


VH. 

Zu  den  bis  jetzt  betrachteten  zwei,  durch  die  Coordinaten 
x,  y,  z  und  ar  +  ^/a:,  y  +  dy,  x\di  bestimmten  Punkten  unserer 
Curve  wolleo  wir  jetzt  einen  dritten  Punkt  derselben  hinzufügen, 
welcher  durch  die  Coordinaten  x—dx,  y  +  Dy,  z+Dz*)  bestimmt 

*)  Eine  Verallgemeinerung  der  hier  absichtlich  zuerst  in  der  fol- 
genden Weite  angestellten  Betrachtung  s.  ro.  Anten  in  der  Anmerkung. 


* 


Digitized  by  Googl< 


sei«  mag,  wo  also  Uy  und  Dt  die  Veränderungen  4er  Coordina- 
ten  y  und  x  bezeichnen  ,  die  durch  die  Veränderung  —  ^a?  von  # 
herbeigeführt  werden,  so  wie  Ay  und  A%  die  durch  die  Verände- 
rung -f  Ax  von  ar  herbeigeführten  Veränderungen  von  y  und  %  be- 
zeichnen. Durch  diese  drei  Punkte  wollen  wir,  *ben  so  wie  wir 
vorher  durch  die  beiden  Punkte  (x,  y,  z)  und  {x  +  Ax,  y  +  Ayt 
i  +  eine  Gerade  legten  und  dieselbe  einer  weiteren  Betrach- 
tung unterwarfen,  jetzt  eine  Ebene  legen,  deren  Gleichung,  da 
diese  Ebene  durch  den  Punkt  (x9  y,  z)  geht,  im  Allgemeinen  die  Form 

A  (x — x) + B  (o — y )  +  C  (>  -  z)  =  0 

■ 

bauen  wird.  Da  die  in  Rede  stehende  Ebene  aber  auch  durch 
die  beiden  anderen  Punkte  gehen  soll ,  so  muss  diese  Gleichung 
auch  noch  bestehen,  wenn  man  hlr'jr,  n,  j  respective  x  +  Ax, 
y\Ay%  x\Ax  und  x—Ax,  y  +  Dy,  z-f-Dx  setzt,  wodurch  man 
offenbar  die  beiden  folgenden  Gleichungen  erhält: 

AAx  +  BAy+CAx=zQ, 
AAx  —  BDy  -  CDz  r=  0 ; 

aus  denen  sich  ferner  die  drei  folgenden  Gleichui  2<  n : 

AAx{Az\ Dz)  +  B(AyT)z— AtDy)  =  Q, 
B(Ay+Dy)  +  C(<*r+Dx)  =  0, 
[  .  C(AyDz  -  AxDy)  -  AAx  (Ay  +  Oy)  er  0 : 

oder,  wenn  wir  diese  drei  Gleichungen  nach. der  Reihe  mit  Ax%, 
Ax,  Ax*  dividiren,  auch  die  drei  folgenden  Gleichungen:. 

«e  ■£-£'-3o^e*so-« 

ergeben,  aus  denen  unmittelbar  ersichtlich  ist,  da*s  es  verstattet  ist, 

*  —     Jx'  JX^Ti'li* 


\Jx  Jxt 


■ 


zu  setzen. 
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Nehmen  wir  K*W  ±  *\*  die  unabhängig«  wandetliche  «r*st« 
an  und  betrachten  y»  x  als  Functionen  von  ä,  so  ist  nach  dem 
ITeylor'schen  Lehrsätze* 


wobei  man,  was  «an  auch  im  Folgenden  nie  übersehen  darf,  cti 
beachten  bat,  dass  im  letzteren  Falle  —  Ax  die  Veränderung  ist, 
1  welche  x  erlitten  hat»   Folglich  ist 

und 

also  nach  dem  Obigen:  .{ 

* — ■"  ^a*  +  z/^y  Vöx    W  r  \Bx  *  ax)  \dx    4x  J 

~fi*ä)(£+:5ü*GWÖ<S*X> 

woran«  man  nach  leichter  Rechnung  findet: 

^"SU    —  Ax)     dx\Ax  -Ax) 
V^i  *  —Ax     Ax '  —  z/j-/ 

Femer  Ist: 

*  * 

yfcr      —Ax)9     '      Ax      —Ax  , 

Weil  nun  nach  dem  in  l.  bewiesenen  Satze,   wenn  zfcr  Mich 
der  Null  nähert,  auch  die  Grßssen 

R,  JV  JV 

^ar*'  4«'    —  Ax*  —Ax 

sich  sflmmtlich  der  Nnll  nfihern,  so  nähern  unter  derselben  Voi« 
aussetzung  auch  die  Grflssen  A,  B>  C  sich  sSmmtlirh  der  Null« 
und  wir  werden  also  auf  diese  Weise  zu  keiner  durch  "den  Ptuifct 


Digitized  by  Google 


der  B^nUnmg  Mttd  Krümmung  dir  Curre/r. 

(x,  y9 1)  gebenden,  der  Lage  nachTolKg  bestimmten  GrSnz-Ebene 
geführt,  welcher  die  durch  die  iVorher  betrachteten  drei  Punkte 
gelegte  Ebene  sich  nähert,  wenn  Jx  sich  der  Null  nähert,  wenn 
Moanalso  die  beiden  durch  die  Coerdinaten  x+Ax,  y+ 
und  ■  jr—  y  ~f  De,  *  -f-  Di  bestimmten  Punkte  dem  Punkte 
(m,  y.  i)  immer  nfifcer  and  näher  rucken  iässt  Ganz  anders  aber 
verhalt  eich  die  Sache,  wenn  man,  was  offenbar  verspättet  ist, 

»...':>  r 
j.  r  ■«  •  Ml  •  t    •  ,  «  ,      »  - 


^        *Ax  \Jx*  Jx~  /tx'2x)'  '  . 

•  i  -        »>  y  •  '<      ,         j'  i 

B  Ds\ 

setzte  denn  denn  wJrd  nach  dem;  Obige*  offenbar  : 

Si  I  Ja*  +  H^te)5!     &r  j  Jx  +  (-  .Ar)*  i 
\Ax*'  —  4x     äÜ1' — ^jt/ 

und 


und  nach  dem  in  I.  bewiesenen  Satze  nähern  .eich  ,»:un,  wenn 
sieb  der  NulJ  öfihert,  die  Grossen  ,  "\  - 

R,      9t2        R*'  3Ka' 

"- 


z/ar*f  {—Jx)*'  {-/Ix)1 


^  - 


renpective  den  GrSnzen 

.  .     .  ?> 

die  Grossen 

R,'  SR*' 


•    •  •    ■  ~  •    -  •  ^ 
aber  beide  der  NnH;  folglich  nfthern  nach  dem  Obigen  die  Grossen 

A,   B,  C 

»ich  offenbar  respective  den  Gr$n*e*>j         n  r-.i  f," 

26* 
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By -'tfiz     Bx  B*y  *9  • 

i    *  '  •  •  •.».< 

»od  die  dorcb  die  drei  oben  betrachteten  Punkte  gelegte  Ebene 
nähert  sich  also,  wenn  man  Ax  sich  der  Null  nahem,  wenn  man 
also  die  durch  die  Coordinaten  x+Jxf  ^-My»  x  +  Ax  oud 
x Jx,  y  -f  Dy,  *  +  Dz  bestimmten  Punlrte;  dem  Punkte  (x,y*t) 
immer  näher  und  näher  rücken  lässt,  einer  durch  den  Punkt 
(*,  y,  *)  gehenden,  der  Lage  nach  völlig  gestimmten  Grioi- 
Ebeoe,  welche  durch  die  Gleichung 


-  v\ 


vollständig  charakterisirt,  und  die  Oaculatioas-Ebene  der 
Corve  in  dem  Punkte  (avy,  x)  genannt  wird. 

Betrachtet  man  x%  y,  x  sämmtlicb  als  ton  der  veränderlichen 
Grosse  9  abhängig,  so  ist 

«ud  ferner  ist  :    %  '  " 

I  ■  ~      \  *  ¥ 

*  4    -  ' 

also: 

■  ■ 

8»«     d»  B*x    Bx  Bf*y    By  B*x 

VW  VöV 

f.  -  .  •  1  »  i 

Garn  eben  so  ist: 


«  » 


Bx  BU     d»  <ßm 
Bx      BxBx     B*x     ^ '  dg>*    Bg>  *  ay» 


Hieraus  erhalt  man  nun  leicht! 
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■ 

Bt  BPx^Bx  c£r 
\B<p) 

^  ,  .  o\r  a*y     Bv  B*x 

P#  _  fyp '  (jqP~~B<p'  B<p*.  . 

)  :  .  •  J 

oq4  nach  23)  ist  also  offenbar  die  Gleichung  der  Usculation**  Ebene: 

(Bx  B*x  '  Bx  3*z\.       .  I  n 

oder  aurfa:  .  ^ 

25)  ...  .    (aya*z— a2a*v)  er-*)  \ 

+  ($20**— a*a*x)  (n-y)  v  =o, 
+  (a*av-aya**>  (?--*)  r 

wenn  man  sich  nur  immer  x,  y,  x  säromttich  als  von  einer  ver- 
änderlichen Grosse  abhängend  denkt. 

Anmerkung.  Ich  habe  im  Vorhergehenden  drei  durch  die 
Coordinaten  ■     •        v,  : 

*  +  ^jr,  y  +  ^y,  x  +  ^z;   ar,  y,  x;   *  —  Ax9  y+lty,  x  +  Dz 

bestimmte  Punkte  betrachtet,  und  bin  der  Meinung,  dass  dadurch 
bei  Untersuchungen  dieser  Art  der  erforderlichen  Allgemeinheit 
kein  Eintrag  getban  wird;  man  würde  aber  allerdings  der  Be- 
trachtung noch  eine  grössere  Allgemeinheit  haben  verleiben  kön- 
nen, wenn  man  überhaupt  drei  durch  die  Coordinaten 

x\Axt  y  +  ^y,  x-f  Jz;  x,  y,  x;  x  +  *Ax>  .V  +  Djr,  x  +  Dx 

bestimmte  Punkte  betrachtet  bitte,  wo  «  einen  constanttn  Factor 
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bezeichnet,  den*  man  übrigens  jeden  beliebigen  Werth  beilegen 
kann,  und  l)y  und  Di  die  durch  die  Veränderung  ctAx  von  x 
herbeigeführten  Veränderungen  von  y  und  z  "sind.  Unter  dieser 
Voraussetzung  würde  man  auf  folgende  Art  zu  schliessen  haben. 

Da  die  zu  bestimmende  Ebene  durch  den  Punkt  (x,  y9  s) 
gehen  soll,  so  hat  ihre  Gleichung  im  Allgemeinen  die  Form: 

J(t-z)  +£(n-y)  +  C(j-z)  =0; 

weil  die  Ebene  aber  auch  noch  durch  die  beiden  durch  die  Coor* 
dinaten  x\Ax>  y\rdyt  t-\-Az  und  x\*Ax%  y+Dy,  z  +  Dx 
bestimmten  Funkte  gehen  soll,  so  niuss 

AAx'+  BAy  +  CAz  =  0, 

aAAx  +  Bi)y  +  CDs  =  0 

sein.  Aus  diesen  beiden  letzteren  Gleichungen  ergeben  sich  die 
drei  folgenden  Gleichungen:  , 

AAx  («Jfz  —  Dz)  —  B(Ay Dz  -  JtDy)  =  0, 

B(ctJy—  Oy)  +  C(adz—f)z)  =  0, 

C\Ay  Dz)—  AzDy)  +  ^kfcr  («^y  -  Vy)  =  0 ; 

oder,  wenn  wir  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit  aAx*, 
aAx,  adx-  dividiren,  auch  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

\Ax     .^Ax).        \Ax' aAx    Ax' mAxJ  ' 


*'\Ax'aAx     Ax'«AxJ*"\Ax  adx)-"% 
woraus  unmittelbar  ersichtlich  ist,  dass  es  verstattet  ist, 

A     D       A  D 


■  <r 


1 


Ax  u4x     Ax  aAx 


At  Dz 
*~~    Ax  aAx* 


1  ..»» 


*  T\A±~  *A*}- ■  ( 


7Ti  setzen. 
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Läset  rqau>  nun  dx  sich  der  Noll  nähern,  so  näheife  nüch 
ot^fi^  eich  der  Niill,  on^J  da,  durch  die  Veränderung  Ax  von-  x  die 
Veränderungen  Ay  und  von  y  und  z,  durch  die  Veränderung 
uAx  von  x  die  Veränderungen  Djy  und  Dz  ton  und  z  herbei- 
geführt werden,  so  nähern  »ich  nach  den  Begriffen  der  Differen- 
tialrechnung , 

Az^      Dy  Di 
respective  den  Gräozen  - 


i 


dy      3z   .  5y  dz 
&"    Sif    Bx'  bx'%\ 


also  nähern  nach  dein  Obigen  ^,  J5,  C  sich  eämmtlith  der  Null, 
und  wir  werden  also  auf  diese  Weise  zu  keiner  durch  den  Punkt 
(x,  y,  z)  gehendeo,  der  Lage  nach  völlig  bestimmten  Gränz- 
Ebene  geführt.        '  "  ; 

Ganz  anders  verhält  sich  aber  die  Sache,  wenn  wir,  was 
offenbar  auch  verstattet  ist,  > 


•  Ax\Ax  aJx  Jx  uAxJ 
" ~       Ax \Ax      uAx)  ' 


»  * 

setzen.   Demi  nach  dem  Taylor  sehen  Lehrsatze  ist : 


und 


also 


und 


«Jx     ,$x*aAx'  aAx 


Folglich  i*tr 


■ 
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Jx '  *Ax     2x  *  adx       dx \Jx     aAx)    dx'\Jx    udx ) 


4*  D*  gtg  9t,' 


D£  iV  • 

^/jr      aJx       Jx  aJx' 


•Ue  nach  dem  Obigen: 

bx'\4**    a(«*te)*|  ^dxldx*  (aJx)*S 


w_.   _    I  Rf'  ) 

-      I  Jx*~  " (aJx)*i 


(aJx)*\ 

Nühert  sich  nun  dx  und  folglich  auch  adx  der  Null,  eo  nähern 
■ach  dem  in  I.  bewiesenen  Satze 

B*      «t  Rfl' 
dx*'    dx*    (adx)*  (aJxyi 

•ich  reepective  den  Grämen 

*  ■  *  *  • 

d*y      »z  dv    ,  ä 

*'E5f  ''ffi?'  ••g? 

Uü.i 

•      •         '  4      I  •  ■ 

s    >  -  !        *  • 

adx  adx 

nähern  «(ich  beide  der/Null;  also  nahern  nach  dem  Obigen  die 
Grftseen 

i 

•ich  offenbar  respective  den  Gränzen 
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oder 

- 

woraus  sieb,  weil  a  jede  beliebige  Grösse  sein  kann,  ergiebt, 
dass  fär  die  Osculations  •  Ebene 


*  ♦ 

8*z   .  bt  9*y 


■ 

- 

gesetzt  werden  kann,  so  dass  also 

/%  av  82  a«y\      v  a«,  ^ 

Vai -s?  -  &  -sy  - *>  -    &  -*  >  +  sä  0  - 1 ) = 0 

die  Gleichung  der  Osculations- Ebene  ist,  was  ganz  mit  der  in 
23)  gefundenen  Gleichung  dieser  Ebene  übereinstimmt. 

VIII. 

Die  Durchscbnittslinie  der  Normal- Ebene  mit  der  Oscula* 
tions- Ebene  nennt  man  die  Haupt- Normale,  deren  Gleich un* 
Ken  also  nach  11)  und  25) 

+  (a^-a3ra^)(j-2)) 

sind. 

• '        „•  ,       ■••■*.         •  , 

Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man  leicht : 

{ dx  (Bx8*g  —  dyd*x) — 82  (8^0*2 — 828*^)  }  (r  -  x)  ~ 


—  { 8z  (82^ — a^a«2)  -  a^a^-a^a**) }  (»-^) 
1 8^(8^2— a^)  ~  a^caza'ar-aara^)}  (»— y) 

-|8x(8;r8ay--8//8*jr)  -  d2{tyd*z—Bz8*y)\ 


(1-1)  > 


4   — Jöy  (8y8H-,8z^-  8*t8:o»*  -  8x8»z) }  (jr- 


}-*)  l 
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ßruntrtr 

oder  i  ' 

t  (3**  f  3y* + dz*)  ay-  0*9** + a*3*y  +  a*a*ij  3y  i  fr-^*) 


2*  h 

y)      .  . 


iT;!(^+8^  3:*)?x-(3*a*x+ a>3*y +323*2)3x}(» 

i  (a*H  3y  * + a*2)  an  -  (3x3» * + 3y3*y  +  a2a*2)  Bz  i  (» — y)  » 

-Ka^+a^+az«)^— (ao:a«j;  i+aya^+aaa*2)a^}(j— 2)  5 

•  > 

{(3x*+3y*+32*)3*x^3x3*x+3y3*y-f  3x3*2)3*)  ($—2)  i 

I  r—  Q  • 

-  { (3**  +  3y* + 82*)  8*2  —  (3x3**  +  3y3*y  +  323*2)  32 }  (jr — *)  f 
und  die  Gleichungen  der  Haupt -Normale  sind' folglich : 

^      (3**  +  3y*  +  32*)  3**  -  (3*3**  +  3y3*yT373*x)  3* 

  y— "  

,  -  (V  +  3y*  +  32*)  3 V  -  (3*3**  +  3y3*y  +  323*2)  3y 

  ?  — 2  

=  (3**  -f  3y*  +  3x*)  3*2  —  (3*3**  +  3y9*y  +  Bzdh)  fz 
Sind 


• 1 


t  ...      y — x  a  — y     ? — 2  • 

die  Gleichungen  der  in  dem  Punkte  (*,  y,  2)  auf  d*er  Osculations- 
Ebene  seokrepfct  stehende*  Geraden,  «0  hat  man  nach  25)  und 
den  allgemeinen  Lehren  der  analytischen  Geometrie  die  folgen- 
den Gleichungen: 

(3y3*2 — #:3*y)  cos  ft  —  (323*x  —  3*3*2)  cos  X  =  0 , 
(323*x — 3x3*2)  cos  v  -  (3*3*y — 3y3**)  cos  p  =  0 , 
(3x3*y  —  3y3*x)  cos  i  —  (3y3*2—  323*^)  coa  v  =  0; 
und  es  ist  also: 

n  (aya*2-323*y)co8A=(3y3*2-323*y)cosA, 
(dyd*z  —  3t3*y)  cos  f»  =  (3x3**  —  3x3*2)  cos  k, 
(3y3*2  -  3x3*^)  cos  v = (3x3*y  -  3y3*x)  cos  l ; 
folglich,  wenn  man  quadrirt  und  addirt: 


\r{Bxd*y -3^3»*)*  +  (3y3*x  -  323*y)*  +  ("3*3** — 3x3*2)» ' 
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also  naob  dein  Obigen  ttberbaopt  mit  Beziehung  der  abexen  und 
unteren  Zeichen  auf  einander.:] 


27) 

C°      .  *  V (äxo**  -  3^5**)*  +  (ty8*i  -  3*3^)*  +  {B&x-BxPzf 


VffxÖy-^*)«  +  (Öy3*x-3z3*y)*  +  (3x3»x  -  cx3*2)* 

•  » 

•i  ±=    •    ,  ;  ■-  • -dy?**— d*fy*j  :  ...  • 

CO*  fi  =  ;fc 

cos v = -I-  —      .,  _   ■         .   ,  -  .'y  ,  ■  L  ^_ . 

V  (a^+Ä^^KW+^+^Vflj^+aWy1  +3x3*2)* 

Also  sind  die  Gleichungen  der  Iii  dem  Punkte  (x,  y,  x)  auf  der 
Osculations- Eigene  senkrecht,  stehendes  geraden: 

^     3^3*2— 3x3*y~axa*x-3x^~a*a*y.-aJy3*x' 

Die  Gleichungen  der  Berührenden  der  Curve  in  dem  Punkte 
(x,  y,  t)  sind  nach  4)  bekanntlich: 

3x        3y  3x 

Soll  diese  Bertihrende  in  der  Oscnlations- Kbene  liegen,  so  müs- 
sen für  jedes  r  die  Coordinaten  l) ,  }  der  Berührenden  der  GW« 
chung  25)  der  Osculations  -  Ebene  genügen,  welches  offenbar  der 
Fall  sein  wird ,  wenn  für  jedes  t 

+ ay 0xa»x — axa**)  er — x)  £  =o. 


+a2(axa^-aya«x)(r-x)  ' 


•  I 

d.  h.  wenn  identisch  ■  -  > 
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• 

ist;  and  da  dies  nun  offenbar  wirklich  der  Falf  ist,  so  ergiebt 
^sich,  dass  die  Berührende  der  Curve  in  dem  Punkte  (x,  y,  x) 
immer  in  ihrer  demselben  Punkte  entsprechenden  Osculations- 
Ebene  liegt. 

Folglich  wird  die  Osculations -Ebene  jederzeit  durch  die  Be- 
rührende und  die  Haupt-Normale,  deren  Gleichungen  in  20)  ge- 
geben worden  sind,  bestimmt 


IX. 

Wir  wollen  nun  durch  die  drei  in  VII.  betrachteten,  durch  die 
Coordinaten 

x-Jx,  y+Dy,  x  +  Dx;   x,  y,  x;  x\Ax%  y\4y>  x+^x*) 

bestimmten  Punkte  einen  Kreis  legen,  und  den  Halbmesser  die- 
ses Kreises  durch  Ä,  die  Coordinaten  seines  Mittelpunkts  durch 
X,  F,  Z  bezeichnen;  die  Gleichung  der  Ebene,  in  welcher  die- 
ser Kreis  liegt,  sei 

A(?-x)  +  ß(t>-y)  -f  C(f-*)=a. 

Dann  haben  wir  offenbar  die  Gleichung 

A(X-x)  +  ff(F-y)  +  C(Z-*)=:0 

und  ausserdem  die  Gleichungen: 

,  (*-*)*+(F-y)H(2--x)«:=Ä*. 

(X-x  +  Jx)*+(Yr-y-D»)*  +  (Z-«z--Dx)*=:  Ä*. 

Nun  aber  wollen  wir  unser  Augenmerk  nicht  auf  die  Bestim- 
mung des  in  Rede  stehenden  Kreises  im  Allgemeinen,  sondern 
vielmehr  lediglich  auf  die  Bestimmung  desjenigen,  Gränzkreises 
nebten,  welchem  der  vorhergehende  Kreis  sich  nähert,  wenn  Jx  sich, 
der  Null  nähert,  wenn  man  nämlich  die  beiden  durch  die  Coordinaten 
x + Jx,  y  -f  Jy,  i  +di  und  x — 4x,  y + Dy,  z + Dx  bestimmten  Punkte 
dem  Punkte  (x,y,z)  immer  näher  und  näher  rucken  lässt.  Diesen 


*)  Auch  hier  wie  in  VII.  wenden  wir  suerat  die  folgende  Betrach- 
tungsweise an,  werden  dieselbe  aber  unten  in  der  Anmerkung  verallge- 
meinern. ,1  »ft  :       i       ...    't  J 
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Kreis,  insofern  es,  worüber  eben  die  folgenden*  Untersuchungen 
uns  vollständigen  Ausschluss  geben  sollen  und  werden,  einen 
solchen  Gränzkreis  wirklich  giebt,  nennt  man  den  Krümmung*- 
kreis  der  gegebenen  Curve  in  dem  Punkte  i);  sein  Halb- 

messer wird  der  diesem  Punkte  entsprechende  Krümmung*- 
Halbmesser  genannt,  und  sein.  Mittelpunkt  heisst  häufig  der 
Krffreruungs  Mittelpunkt .  Auf  diesen  Krümmungskreis  sollen 
sich  von  jetzt  an  der  durch  R  bezeichnete  Halbmesser  und  die 
durih  X,  F,  Z,  bezeichneten  Mittelpunkts  -Coordinaten  beziehen. 

Aus  dem  %  vorhergehenden  allgemeinen  Begriffe  des  Krflm- 
.niungskreises  und  dem  aus  VII.  bekannten  allgemeinen  Begriffe 
der  Osculations- Ebene  ergiebt  sich  auf  der  Stelle,  dass  die  obige 
Gleichung 


.  ■ 


nothwendig  die  Gleichung  der  Osculations -Ebene  in  dem  Punkte 
(iz,  y,  z)  sein,  und  dass  man  also  für  A,  B.  C  die  Coefö- 
cienten.von  r— xt  n— y,  j  — z  in  der  Gleichung  der  Osculations- 
Ebene  setzen  rouss,  so  dass  also  A,  B,  C  bekannt  sind  und 
eine  weitere  Bestimmung  dieser  CoefBcieuten  nicht  nöthig  ist. 

,  Um  aber  ferner  zu  einer  Bestimmune  von  R  und  Xt  F.  Z 
für  den  Krümmungskreis  zu  gelangen,  subtrahire  man  je  zwei  der 
drei  obigen,  zwischen  diesen  Grössen  Statt  findenden  allgemei- 
nen Gleichungen  von  einander,  so  erhält  man  die  drei  folgenden 
Gleichungen: 

2(£^*)^jr+2(F-y)^  +  2(Z-i)^z  ) 

2(X-x)^-.2(F-y)Dy-2(Z-z)Dz  ) 

? '    }    0  * 

■  >    '       .  .    .    •  .    .        ,  ,  .  *  -k  h 

,..  4(^-.*>^  +  2(Fr-y>(^-l>lf)  +  2(Z^z)(^z-Dz)  V 

—  (Jy*-l)y*)  —  (Ai*-Dl*) 
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Dw  Iis  <;  'V>       i  '• 


+"+'(Ä)>.(A)''* 


>=0. 


25  und  beide  der  Gränze  ^9  und  eben  so  nähern  «ich 


Lässt  man  nun  ^  eich  der  Null  nähern»  fco  nähern  sich 

und  beide  der  Gränze  J^;  also  nähern  alle  drei  obi- 

gen Gleichungen,  wenn  X  F,  2  nun  die  Coordioateit  de»  Mit- 
telpunkts des  Krummungskreisee  bezeichnen,  sieh  olfenbar  der 
Gränzgleichung 

*-«+(F-j&f|+(*-*)  -- 

und  wir  baben  folglich  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  X,  Y,  Z 
de»  Mittelpunkts  des  Krummuiigskreises  die  zwei  folgenden  Glei 
chungen:  .        „    .        .  M 

A(X-x)  +  B(Y-y)  +  C(Z-s)bO. 

wo  A,  B,  C  ihre  aus  dem  Obigen  bekannte  Bedeutung  haben. 

Da  aber  diese  zwrei  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  drei 
Coordinaten  des  Mittelpunkts  des  Krümmungskreifies  noch  nicht 
hinreichen,  so  müssen  wir  noch  eine  dritte  Gleichung  zwischen 
diesen  drei  Coordinaten  zu  finden  suchen,  wozu  wir  auf  folgende 
Art  gelangen.  Durch  Subtraction  der  beiden  nun  dem  Obigen 
bekannten  allgemeinen  Gleichungen 

2(I-*)M2(Jr-y)4  +  2(Z-i)A  ) 
'  5  ( J^-  *)     -  2  ( F-  y)  Vif — 2  ( Z  -  x)  Dz 
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von  «inander  erhalt  man  die  Gleichung : 

2(  T-y)  (Jy  +  Dy)  +  2(Z- 1)  {Ax  f  Di) 

Nach  VII.  ist  aber  bekanntlich 


und 


» > 

■  -: 


a1«n 


-  t 


und  folglich:  .  :| 

Jy+Dy_  R,  R>f 

»  ^s-f  Ds  __  Jft2  .  fR% 

Nlhert  «ich  nnn  ^ar  der  Null,  *o  int: 


al*o  nach  dem  in  I.  bewiesenen  Satze: 

•>•.  .'  r  .....  »       «  .  .- 

L,",-^ö*--«-5?+»-&«.-«P' 


Llm^i»  -i•^:c»+••^£*='£i, 


»  i 


und  weil  »ich  nun 

4y       Dy        -^r  Di 

rc«pective  den  G  Hin  zeit 


f;.;:f 
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%  bz  & 

.  9*\  ft*'  a* 

nähern,  so  ist,  wenn  X,  Y,  Z  nun  wieder  die  Coordinaten  de* 
Mittelpunkte  des  Krümroungskreises  bezeichnen,  die Gränzgleichung 
der  obigen  Gleichung  offenbar: 

und  wir  haben  daher  jetzt  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  X,  Y,  Z 
des  Mittelpunkts  des  Krümmungskreises  die  drei  folgenden,  zu 
dieser  Bestimmung  vollständig  hinreichenden  Gleichungen:  , 

+  B{Y-y)  +  C(Z.-x)=0, 

+!<•'-»>+&<*.— >=»■  ; 

wo  A,  Ii,  C  immer  ihre  aus.  dem  Obigen  bekannte  Bedeutung  haben. 

Hat  man  aber  die  Coordinaten  X,  Y,  Z  mittelst  dieser  drei 
Gleichungen  bestimmt,  so  erhält  man  den  Halbmesser  R des  Krüm* 
mungskreises  mittelst  der  folgenden,  aus  dem  Obigen  sich  unmit- 
telbar ergebenden  Formel : 

31)   .   .   .   R=  (F-y)*+<Z-*)*, 

so  dass  also  jetzt  alle  zur  vollständigen  Bestimmung  des  Kriim- 
mungskreises  erforderlichen  Elemente  als  bekannt  betrachtet  wer- 
den können. 

•  ,  ■> 

Anmerkung.  Auf  ähnliche  Art  wie  bei  der  Oscujatiön*- 
Ebene  in  VII.  könnte  man  auch  diese  Betrachtungen  noch  etwas 
verallgemeinern.  Man  betrachte  nämlich  wie  dort  die  drei  durch 
die  Coordinaten 

Ax,  y  +  x,  .y,  x;  x\tt/Sxt  y+Dy,  x-f  Dz 

bestimmten  Punkte;  dann  hat  man  mit  Beibehaltung  aller  im  Obi- 
gen gebrauchten  Zeichen  die  folgenden  Gleichungen : 

.     A(Xr-x)\.B{Y-y)  +  C(Z-*)=*0  i 

ond 

(Xr-x)*+(T-9)*  +  (Z— x)*=Ä*,       ,!  1 
( A"—  *V  <*Jx)2  +  ( F  -  y  —  Dy)a  -f.  (Z— 2  — D2)2  =s  JJrV, ,  ?> .. 
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Subtrahirt  man  je  zwei  der  drei  letzten  Gleichungen  von  einander, 
so  erhält  man  die  folgenden  Gleichungen: 

2(X-x)Jx  +  2(F— y)  Jy  +  2(Z— z)  Jz  \ 

2«(X  -x)Jx  +  2(  Y—y)  Dy  +  2(Z  -  z)  Dz  * 

*  -  '  =0 

—  (a*/te2  +  D#2+  Di2)  j 

2(l-a)(A-.a-)^+2(F-y)(^-  Dy)  +  2{Z-z)(Jz-Dz)  J 

>=0; 

*  •  ,  * 

also,  wenn  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  durch  dx, 
aJx,  dx  dividirt : 

«U-rt  +  xr-,)*,!«-«'!;  ( 


=0, 


-0. 


Lässt  man  nun  dx  sich  der  Null  nähern,  so  nähert  auch 
sich  der  Null,  und 

dy      dz       l)?y  Di 
dx  *    dx  *    ctdx  *  a<4.r 


i '  j 


nähern  sich  respective  den  Gränzen 

f  fe     dg  fc. 

Sx'  Bx'   dx'  Bx' 

\  v        ■  j  ) 

also  nähern  die  drei  obigen  Gleichungen  sich  offenbar  respective 
den  Gränzgleicbungen:  ,  ,. 

Th.il  XXX.  27 
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2|*-*+(I--y)g+<Z-i)gl  =  0. 

2(l-«)|Jf-*  +  (F-y)||!+(Z-x)^|=0; 
folglich  alle  drei  der  gemeinschaftlichen  Gränzgletchung 

Jf-*+(F-,)g+(Z-,)|=0. 

so  das»  wir  also  jetzt  zur  Bestimmung  von  X,  Y,  Z  die  zwei 
folgenden  Gleichungen  haben:  , 

A(X-x)  +  B(Y—y)  +  C(Z-z)  =  0, 

Um'  die  zur  Bestimmung  dieser  drei  unbekannten  Grossen 
noch  erforderliche  dritte  Gleichung  zu  erhalten,  subtrahire  man  die 
beiden  aus  dem  Obigen  unmittelbar  sich  ergebenden  Gleichungen 

%X-x)  Ax  +  2( F-y)  Ay  +  2(Z  -  x)  Az 

\  =0, 

-  (Ax*  +  Ay*  +  Ax2) 
2(X-x)Ax  +  2(Y-y)^  +  2(Z-*)^ 

~(«^*+^-+— ) 
Ton  einander,  so  erhält  man  die  folgende  Gleichung: 
%  Y-y)  (Jy-  ?J)  +  2<Z-*)  (Jt-  ~) 

also,  wenn  man  durch  Ax2  dividirt,  die  Gleichung: 
Nun  ist  aber  nach  dem  Taylor'schen  Lehrsätze: 
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■- 


Dy  =  a^4x  +  R.',    Di=* ^ Ax  \  %!\ 


4x^  Bx  ~*  Jx'    Ax~Bx*  4x 


crz/a:     ftx'adx'    ctJx     dx  a4x' 


/ta     «z/a;     Jx  tt/Jx' 


^a:*     «u/ar*     ^/ar*  (aJx)*' 

Nähert  nun  ^ftr  sich  der  Null,  so  nähern  nach  dem  in  I.  be- 
lesenen Satze 

R,      %t  IV 


folglich : 


Jx2'    dx*'    (a4x)*'  (cufx)* 
eich  respective  den  Gränzen 


unil 


^Bx*9    %Bx*'    i'Bx*>  *'dx* 


Jy      Jx        Oy  Dt 

4x'    dx'    adx*  adx 


nähern  sich  respective  den  Gränzen 

By     &      B±  & 
Bx    Bx'   Bx'  Bx% 

Also  nähern  die  Grössen 

27* 
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♦ 

4y        \)y        dz  Dz 

2x*  ~  aJx*  '    Ax*  ~~  aJx* 

sich  respective  den  Gränzen 

d*z 

and  die  Grössen 

01)  "~a(^)  '  (^)~a(^Si) 
nähern  sich  respective  den  Gränzen 

> 

Folglich  nähert»  wenn  ^a?  sich  der  Null  nähert,  die  obige  Glei- 
chung eich  offenbar  der  Gränz- Gleichung 

(1 +  ©"+(£)W 
also  der  Gränz-Gleicbuog 

oder 

•+<»r*Ö6)-a<'-*-&<-»-«  • 

Daher  haben  wir  jetzt  zur  Bestimmung  der  Coordinaten 
JIT,  F,  Z  die  drei  Gleichungen 

A(X-x)  +B{Y-y)  +  C(Z-*)  =  0, 

*-«+i<',-«>+B<*-' >=»■ 

.+®'+X£)-Sc-»)-&^-'-.. 

und  dann  zur  Bestimmung  des  Halbmessers  R  die  Formel 
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was  mit  den  oben  in  30)  und  3])  gefundenen  Resultaten  genau 
übereinstimmt. 

Diese  Metbode,  den  Krümmungskreis  einer  beliebigen  Curve 
zu  bestimmen,  scheint  mir  durch  die  ganz  strengen  Gränzen-Be- 
trachtungen,  auf  denen  sie  beruhet,  sich  vorzüglich  zu  empfehlen, 
und  mehr  als  alle  sonst  bekannten  Methoden  der  eigentlichen  Na- 
tur der  iSache  zu  entsprechen. 


Betrachten  wir  x,  yt  t  sämmtlich  als  Functionen  einer  ver- 
änderlichen Grösse  <pf  so  ist  nacb  den  schon  in  VII.  gegebenen 
En  t  Wickelungen : 


und 


%     %  .  ^x     dz      dz  #  dx 


dx   c2y     <ty  ö*£ 
<f*y  _   d<p  '  B<p2     dtp  '  9<pa 

w 

dx   8az       dz  (Px 
d*z       8<p  '  dcp2,      dcp  dcp% 

§F* ~/dx 


Wegen  der  ersteren  Ausdrücke  nimmt  zunächst  die  zweite  der 
Gleichungen  30)  unmittelbar  die  folgende  Form  an: 

■ 


Ferner  ist 


JtoJ 

und 
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..    W  W  8f 

aUo,  weil  nach  dem  Vorhergehenden 

j5<r-,H*(z-s)as-g<x_,) 

i«t: 

d*v  d*x 

s?(F-y>+si.<z-*>=-  — —■ — • 

so  dass  die  dritte  der  Gleichungen  30)  die  folgende  Form  an- 
nimmt: 

ÖD**©  -  S«*— ft"H^Hl 

und  man  also  zur  Bestimmung  der  Coordiuaten  X,  Y,  Z  die  drei 
folgenden  Gleichungen  bat: 


A(X  -  x)  +  B(  V-  g)  +  C(Z  - 1)  =  0, 

•    .  ..  )+|(»--»+fi|(z-»)=ö- 

wo  nach  24); 

► 

dfp  '  Bq>*     Bg> '  dq>%> 
~~  89  *  §9*     89  #9* " 
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Kürzer  kaon  man  auch  setzen: 

,  A=by&i  —  dzd*y, 

I 

34)   ....   .  )B=toPx—teSPz, 

{  C=dxd*y-dyd*x 

und 

35) 

A(X~x)  +  B(  K-y)  +  C(Z  -  x)=0, 

dx .  ( X  -  x)  +  dy .  ( F-  y )  +  dt .  ( Z  -  x) =s 0 , 

fo* +  3x* — 6**.  (X-ar)-^ .  (  Y—y) —Pz .  (Z- x)  =0 ; 
so  wie 

36)   .   .   .    ß  =  V(Jr-ar)*  +  (F-y)*  +  (Z-x)», 
wie  wir  von  jetzt  an  thun  «vollen. 

XI. 

Wir  wollen  jetzt  zur  Auflösung  der  drei  Gleichungen  35)  und 
zur  vollständigen  Entwickelung  des  Halbmessers  des  Krümrouogi- 
kreises  übergehen. 

Aus  den  zwei  ersten  der  Gleichungen  35)  ergiebt  sich,  wenn 
Gi  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 

X—x=i  G^BBz—  Cdy) , 

Y—y=Gl(Cex—Adz), 

Z—z^GtiAdy  —  BBx); 

und  folglich,  wenn  man  diese  Ausdrücke  in  die  dritte  der  Glei- 
chungen 35)  einführt: 

^  •  8x*  +  dy*+Bz*  

Gl—  (BBz-($y)frx  +  (Cdx-Adz)3*y+(ABy-MxWz~' 

Wegen  der  Gleichungen  34)  ist  aber,  wie  man  leicht  findet: 

Bdz—Cdy  , 
=  <ßx*  +  dy*  +  Är«)  Px  -  (a^ar  +         +        Bar , 
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Cdx—Adz 

=  (aar*  +  dy*  +  82*)  8*3,  -  (8*8**  +  83,8*3,  +  828*2)  dy , 

Ady  —  Bdx 

=  (8  **  +  dy*  +  dz*)  8*2 — (8*8**  +  Oy  8*3,  +  828*2)  dz ; 

folglich  : 

(Ä8z  -  C83O8**  +  (Cd* -  ,482)8*3,  +  (,%-  £8*)8*z 
—  (8**+ 83,*  +  8z2)  (82**  +  8*3,*  +  8*2«)  -  (8*8**  +8y8*y  +828*1)* 
=  (8*8*3,  -  83,8**)*  +  (83,8*2  -  828*^)»  +  (828%  -  8*8*2)* , 
uad  daher  offenbar: 

37) 

« 

X-* 

(8**^8^*4-82*) {(8**+  dy*  +  8i*)8**—  (8*8**  +  8y8*y  +828*2)8*) 
~  ~l8*HV+82*)  (8***+8y  +~822*)— (8*8**+8^8*y+Ö28*2)*  1 

(8**  +  8^82*^^  +  82*)  8*?/— (8*8**  +  8^8»y  +dzd*z)dy\ 
~(8**  +  83^+82*)  (8**H8y  +       ~ (ö*8** + dy&y + 8z822)a  ' 

Z-2 

(8**  +  83t*  +  82*)  ((8**  +  81/*  -f  82*)  8*2  -  (8*8**  +  83,8*3, +828*2)82) 
=  78**TV  +  82*)  (8*x2~+  8y  +  8*2*)  -(8*82*  +  dyd*y  +  828*2)* 

öder 

38) 

♦ 

X  —  x 

(8**+8y*  +8;2)  i(8**+8i/2+82*)8**  —  (8*8**  +  83,8*3,  +  828*2)8*1  ^ 
=         (8*8*;/  -  83,8**)*  +  (dyd*z  -  828*3,)*+  (828**— 8*8*2)*  ' 

r-9 

(8** + dy*  +  82*)  ( (8** + 83*  +  82*)8*y  -  (8*8** + 8  y8*y  +  dzdhjdy}  f 
(8*8*3,  -83^*)*+ (83,8*2  -  828*3,)*  +  (828** -8*8*2)* 

Z-z 

(8**  +  8»*  +82*)  l  (8**  +8y* +82*)8*2  -(8*8**  +  83^+828*2)82) 
="•       (8*äV^  8^8**)*  +  (83,8*2  -  828*3,)*  +  (828**— 8*8*2)* 
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Die  Summe  der  Quadrate  der  zweiten  Factoren  in  den  Zählern 
dieser  Brüche  ist,  wie  man  auf  der  Stelle  übersieht: 

(Bx*+ByHBz*) 

X{(8*«+fya+fca)  (Px*  +  ay +8V)  -  (Bx&x+By&y  +  dx8*z)*\ 
oder 

(&r*+fy* +  &*) \(BxB*y-ByB*x)*+(ByB*z-dzB*y)*+  (Bzd*x-8x8h)*\ ; 
also  ist: 

3m   {BxHBy*+Bz*) 

und  folglich: 

s 

oder  auch 

41) 

1 

Weil  nach  37)  oder  38) 

■  , 

 X — x  

(Bx*  +  By*  +  9i*)  B*x  -  (BxB*x  +  ByB^BzBh)^ 

 Y-y  

(B;c*  +  8y»  +  W)&y  -  (BxB*x+ByB*y  -f  Bz&i)By 

=  Z~* 

(Sa»  +  By*  +  az*)a*z  -  -f  By8*y  +  Bzfrzfdz 

ist,  indem  der  gemeinschaftliche  Werth  dieser  drei  Brüche  of- 
fenbar 

_  a^+v+fc1 

~(a*ay-3ya»*)H(a^ 

oder 
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\ßx*+by*+Bz*J 

ist,  so  ergiebt  sich  anmittelbar  aas  26)  das  merk  würdige  Resultat, 
dass  der  Mittelpunkt  des  Krümmungskreises  immer  in  der  Haupt- 
Normale 


Wir  wollen  uns  jetxt  eine  ganz  in  einer  Ebene,  deren  Glei- 
chung 

sein  mag,  liegende  Curve,  uod  in  dieser  Curve  einen  gewissen, 
durch  die  Coordinaten  x,  y,  z  bestimmten  Punkt  denken,  welcher 
naturlich  auch  in  der  in  Rede  stehenden  Ebene  liegt,  so  dass 
also  die  Gleichung  dieser  Ebene  auch  unter  der  Form 

•      A(x-x)  +  B(p-y)+C(}-z)=0 

dargestellt  werden  kann. 

Die  Gleichungen  einer  Normale  unserer  Curve  in  dem  Punkte 
(x,  y,  z)  seien 

X  —  x  _  V -y  _  }  —  z 

so  ist  nach  6): 


cos  6,      cosa»i     cosoi  ' 


Bx       A    ,  du  dz  _ 

a-  cos  0,  +  fij>  cos  «>i  +      cos  o,  , 

COS  0j *  +  cos  OJ,  2  +  COS  0!*=!. 

t 

Soll  nun  aber  diese  Normale  in  der  Ebene  der  Curve  liegen,  so 


Acoeßt  +  B  cos  f»!  +  Ccos  Ö!  =0 

sein,  und  man  kann  also  wegen  dieser  und  der  ersten  der  beiden 
vorhergehenden  Gleichungen,  wenn  Gx'  einen  beliebigen  Factor 
bezeichnet, 


zed  by 
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setzen,  so  dass  also  die  Gleichungen  unserer  Normale  offenbar 
die  folgenden  sind: 


T—x  v  —  y   ?- 


z 


ccp       ö<p       ö(p        ocp       ocp  ocp 

Füj  einen  andern  beliebigen  Punkt  {xx ,  yx ,  tx)  der  Curve, 
dessen  Coordinaten 

xx=x+Jxy  yx=y  +  4y,  ^=1+^/1 

sein  mftgen,  sind  also  die  Gleichungen  der  in  der  Ebene  der  Curve 
liegenden  Normale  offenbar : 

 X  —  xx 

=  

Setzen  wir  der  Kürze  wegen 

Ux=ü+Jü,  Ft  =  F+^F,  VFt=  W\AW 

und  bezeichnen  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkte  der 
den  in  derselben  Ebene  liegenden  Normalen  durch  X,  Y,  Z;  so 
haben  wir  zu  deren  Bestimmung  die  Gleichungen: 

X-x    Y— y  Z—t 
~~TT-~~F  ' 


x— ^   Y-^    z— *t 


r  I 
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Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man,  mit  Rücksicht  darauf,  dass 

xx  —x~Ax,  yx  —y  =  Ay 

ist: 

» 

X-x     Y—y     Z—z     VxAx  —  UtAy 
ü  —    V    ~  W  ~  VVX  -  Vüt  . 

oder,  wie  man  leicht  findet:  , 

X—x    Y—y    Z—z  VAx-UAy+{AV/lx—AVAy) 
V   -   V    ~   W  —  ÜJV-VAU 


oder  auch: 


X-x_  Y—y  __Z  —  z 

—   V   —  W 


| 

Lassen  wir  nun  4<p  sich  der  Null  nähern,  und  bezeichnen  die 
Gränzen,  denen  X,  Y,  Z  sich  nähern,  durch  X,  F,  Z;  so  ist  of- 
fenbar 

X —  x     F —  y  Z  —  z   Bqp  d<p 

und  bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  Punktes  (X,  F,  Z)  von 
dem  Punkte  (x,  y,  z)  durch  R,  so  dass  also 

Ä» = +  ( F-y)H  (Z  -  x)« 

4 

ist,  so  ist 


Aus  den  obigen  Ausdrucken  von  V,  F,  W  ergiebtaich  durch 
Differentiation  sogleich: 
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du 


dU_     d*Z  B*y 


BF       B*x  ^  j^l 

B<p  ~  C  V  Adq>* 


und  es  ist  also,  wie  mao  leicht  findet: 


-C/^Y  +  f^Y  +  ^Yl       /  j  |    j»  i    fy  Bz  BZ 


und 


(By   cftz      Bz   d*y\  \ 
4\Bq>'Bq>^B(p'B^)  J 

+tS\B<pmB<p*-'By'Bq>*)  h 

rfBx   fry     By   <Px\  \ 
T   W  V  "Bq>   Bq>*J  ) 

Weil  aber  auch  der  Punkt  (xlt  yXi  in  der  Ebene  der  Curve 
liegt,  so  ist 


oder 


oder  auch 


A(x}  —  x)  +  B{yx  - y )  -f  C(z!  —  z)  =  0 


AJx  +  BJy+C4z  =  0, 


und  folglich,  wenn  man  sich  Jq>  der  Null  nähern  lässt  und  zur 
Grfinz-Gleichung  ubergeht:  * 

ABx      JBv  Bz 
also  nach  dem  Obigen: 
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"|-^^K|)-t-(|)-t(|y(. 


Folglich  ist: 
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46) 

„    (ff)  + (I)  jjl)  _ 
(S)  +  (10  +  (£)  „ 

z_*  =  _8*S  ¥i  Wz  w 

+  F0  +  »V 


und 


46) 

Auf  der  Stelle  ergiebt  sich  nun  aus  dem  Obigen,  dass 
ist ;  also  ist  nach  45)  olfenbar  auch : 

■ 

%<■*-* )  +  |<*--y>+|<z-*)=o, 

und  ferner  ist  nach  45)  offenbar  auch: 


Nimmt  man  nun  hierzu  noch  die  offenbar  gültige  Gleichung 

J(2T-ar)  +  Ä(F-y)  +  C(Ä-2)=0, 

so  sieht  man,  dass  zwischen  den  drei  Coordioaien  X,  V,  Z  die 
folgenden  Gleichungen  Statt  finden: 
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A(X-x)  +  B(Y— y)  +  C(tf-i)=0, 

>+JJc-»h|<z— )=»• 

Weil  nach  dem  Obigen 


dtp         0(p  oq> 


und  folglich  auch 


ist,  so  ist 


I  > 


y dz  cPx    dx  ßC^V ^z   q 

Vögp'öty2    d<p' dqp/       \dq> *3qpa   dtp*  d<p*J  ~~~  * 

Jfdy  &z     Bz  8*y\       (dx  d*y    dy  B^x\ 

*\d<p'  dq>*  ~  dq>'  d&J ~  A\d~v  WWW  9 

woraus  sich  ergiebt,  dass  man 

'  A__ty  djz    öi  &y 

i     "~  dg> *  dq>*    dq>  *  8g>a ' 
48)   ...    .     <  B—  fy' B<p*—8(p'd(p2* 


dx  _  dy  <Px 
^  — dtp' dtp*     dtp*  dtp* 


setzen  kann. 


Wei|  nun  die  Gleichungen  47)  unt148)  respective  mit  den  Glei- 
chungen 32)  und  33)  genau  übereinstimmen,  so  sieht  man,  dass 
bei  ganz  in  einer  Ebene  liegenden  Curven  der  Mittelpunkt  des 
Krümmungskreises  auch  aus  dem  folgenden  Gesichtspunkte,  der 
bei  Curven  dieser  Art  sich  oft  vortheilhaft  in  Anwendung  bringen 
lässt,  aufgefasst  werden  kann: 

Der  Mittelpunkt  des  Krümmungskreises  in  einem  gewissen 
Punkte  einer  ganz  in  einer  Ebene  liegenden  Curve  ist  die  Gränze, 
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welcher  sich  der  Durchschnittspunkt  der  in  diesem  Punkte  in  fder, 
Ebene  der  Curve  errichteten  Normale  derselben  mit  der  in  einem 
aoderen  beliebigen  Punkte,  der  Curve  io  deren  Ebene  errichteten 
Normale  immer  mehr  und  mehr  nähert,  wenn  man  diesen  letzte- 
ren Punkt  dem  ersteren  immer  näher  nnd  näher  rücken  lässt. 


XIII. 

t      ,        .'  *  •  -  . 

Die  Gleichungen  der  Berührenden  der  Curve  in  dem  Punkte 
(*»  y*  0  sind  nach  3)  bekanntlich 

r — x    n-y    j-x  * 

otp        dep  dtp 

nnd  wenn  S,  co,  o  für  diese  Berührende  ihre  gewöhnliche;  Bedeu- 
tung haben  und  G  einen  gewissen  Factor  bezeichnet,  so  ist: 

9*  - 


cos  0  =        >  cos« 

» 


Tdcp 

Sind  nun 


—  G^~,  cosü=€?|^. 
c<p  ctp 


cosÖ  -f-z/cosö,  cos  ta  \  A  cos  cd  «  cos5+^cbsö     !.  :..  >i 

die  Cosinus  der  Winkel,  welche  eine  andere  Berührende  in  einem 
zweiten  Punkte  der  Curve  mit  den  positiven  Theilen  der  Coordi- 
natenaxen  einschliesst,  und  bezeichnet  w  den  Winkel  beider  Be- 
rührenden; so  ist  bekanntlich 

costc 

=  cos0(cos  d+Jcos  d)+cos  w(cos  »-f  ^cos  o>)-f  cos  ö(cosö+//cos  5), 

also,  weil  '      ;     " *  +  < 

cos  0* -fr  cos  ti*  +  cos  5*= 1  ^ 

ist,  v      '  '  '       v-  '  '  , 

■  *  *  * 

cosw  =  1+cosÖ-^cosö  \  eosauf cos a>  +  cos  ö^cosu 
Es  ist  aber  auch 

1  =  (cos  Ö+^cos6)a  +  (cos  a  +  ^cost»)a  -Kcos^  5 +4*  co?  ö)* 
ä  1  +  2cos0^c6sö  +  2coscD//cosco+^cosc5^eosö 

■f-  (^  cos  0)a  +  («^  cos      + (J  cos  ö)s , 
also  » 

cos  0^/cos  0  ■+  cos  mz/cos  09  +  cos  qJ  cos  Ö 
=  -  4{(^os0)*  +  (^fcos  co)*  +  (^cosc3)»| 
I  heil  MX.  29 


Di 
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und  folglieb  nach  dem  Obigen: 

,   ,       co«w»  =  l  —  i{(^cosö)2  +  (^co«  w)»  +  (^cosö)»}. 
also,  wie  hieraus  sogleich  folgt: 

4smiioa  =  (^cos  0)»  +  (//cos  «)*  +  (//cos  ö)*, 
und  daher: 

•  2*;  =  V  -dir)       )  +v~Tv~ )  ■ 

*  *  • 

Lisst  man  nun  Jcp  sich  der  Null  nähern,  so  nähert  naturlich  auch 
?r  sich  der  Null;  und  wenn  man  dann  in  vorstehender  Gleichung 
zu  den  Grenzen  übergeht,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

>    *  *    •  *  * 

Ans  den  Gleichungen 

JA/  - 

cos0=        ,    cos  co  =  6^  ,    cos  t)  =Gg^ 

folgt  durch  Differentiation: 

iit.n.'»  j:i        •  •'        9 cos  0  ^* 

I  i  !•  •  .  d<f>  a?2      8?  "  cfy>  ' 

~a~~GV  +  "^"$9' 

3  cos  5         B*z     dG  Bz 
nach  dem  Obigen  ist  aber  offenbar: 


G  — 

-    J/**V  .  /%Y .    Y!  ~*  la*     .  ^  ö* 

folglich : 

a*  frx  %  a«y  ax  a2* 
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*  i 

oder 

"-(5)' 

/dz  &y     By  BH     iz  &y\\(& 

 flR^«)'*- 

und  folglich,  ivcno,  wie  gewöhnlich,  Ä  den  Krümmungshalbmesser 
der  Curve  in- dem  Punkte  (.r,  y,  z)  bezeichnet,  nach  39): 

49)   .   .   .   Lim  .  {—)  =  ^  

>  ersieht. 

Beieichnet  *  einen  bei  dem  Punkte  y,  x)  »ich  endigenden 
Bogen  der  Curve,  so  ist  bekanntlich 

<*)•=©'♦<»■♦(»)■•  1 

- 

also  nacb  Jem  Vo^iergehenden: 

.  .  ... 

oder 


Lim 

r  - 

woraus  man  leicht 


Lta.(^y 


oder 

/»V  1 

51)  .   .  .   .   .    .   L.m.^^  --^ 

und  folglich 

52)  .  .    .    Lim^tsdbji  ■ 

schliesst,  indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenacfi- 
dem  -4*  positiv  oder  negativ  ist. 
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Die  Gleichungen  der  in  dem  Punkte  {x,  y,  z)  auf  der  Oicu- 
lations-  Ebene  senkrecht  stehenden  Geraden  sind  nach 


X  —  x  fl—y  f  —  z 

dy  &z  dz  &y  ~  <h  d*x_Bx  <Pz  ~"  Bx  c*y  By  8*i  ' 
og>  dqfi    B<p  8qp2      B<p  5<jpa    Bg>  Btp^      Btp  Bcp'*    Bg>  8qp* 


—  » 


und  wenn  wieder  0, ,  ctf,  6)|  für  diese  Normale  ihre  bekannte 
Bedeutung  haben  und  Gg  einen  gewissen  Factor  bezeichnet,  so  ist: 

cose' \B<p- V- 

_  /8x  8»*  .  8*  8*i\ 

_  /8.r  8>     8^  8*a:\ 

Ist  W|  der  von  zwei  Osculations- Ebenen,  also  der  von  den 
Normalen  auf  diesen  Osculations  -  Ebenen  eingeschlossene  Win- 
kel, so  ist 

> 

COS fC4  =  cos  61  (cos  Oi  +  J  COS  04  )  +  COS  0),  (cos  0»|  +  J cos  »!> 

+  cos  5l  (cos  ö|  -+  4  cos  öl ) , 

woraus  man  gaoz  wie  in  XIII.  die  Gleichung 

Lira.(|i)'=(^)%(^)V(^y 

erhält. 

Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen: 

acosfr  _     /By  8h     Bz_  B*y\    BGX  (By  B*z     dz  8*y\ 
Bq>~  -**l\föt8(p*~~B<p'Bq>*J'*'  B<p  \B(p'B&~~'B<p%V9 

öcos»,        /Bz  8*x    Bx  8»rV    BGX  (Bz  B*x     Bx  B*z\ 
~c>   ~&1VV^~VV/  +  B<p  \ByB<p*~$j>"S4*)' 

B cos  5t         /fo  8fy    By  B*x\    BGX  (Bx  Py    By  B*x\ 
Bq>     -hi\Bv&-8tp'dq>*J  +  ^\^'^~8<p'W*J 

und 
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1     *  \B<p  *  89*    89 "  89 V      V89 "  89*     9cp  *  5<pv 

/a#  a^iy  a^y 

also : 

/a*  a*y  3y  a^y 
/a|f  an   82  a^\/8y  a»x   &  a»y\  » 

füA  ' 

\89  89*     89  '89*/  \B<p '  89*     89  "89V 
.(Bx&y     By  8»x\  /&r  8fy     8^  8»jr\  1 

^89*89*  ~89*o^Av^~ä?'vy  ' 

woraus  sich,  wenn  wir  der  Kurze  wegen 

p      /dg  a*x   a*  a^\  /a^  a^z   8j  agy  \ 

^89 '89*  89"  89V  ^89*89*  <kp  *  B*p*/ 
/Bz  B*x    Bx  8*x\/8:  <Px    Bx  d*z\ 

fBx  d2y     By  B"lx\  /dx  B*y     By  B*x\ 
+  \Bip '  89« ~~  89  *  §9 V  Y&> '  89»    89 "  89  V 


setzen,  die  Gleichung 


ergiebt.  Also  ist  nach  dem  Obigen,  wenn  wir  der  Karze  wegen 
noch 

V?9 '  89» 89 '  89V  +  \B<p  •  89'   I9 '  89V 

/8£  a»y    8y  affV 

+  V89,89»""89,89V 

setzen,  offenbar: 

Lira  •  v^y =  GiHP + 26» p  + 
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Lim .  =  ^»«P- £,*/>»). 

'  -  •  •      •  •        >  » •  •  . 

l)*r  Zähler  von  Q*—Gx*P2  ist 

/  V89  *  89*    9qp '  89  V      V89  89*    89 "  89V  T 

L  (Bx  cfy     Oy  8*5  YJ  1 

8fi      dz  3'yV    (Bz   B*x    8a:  Bh\* 
X*V8^'V    89^/  ^VV'V  89*89*/ 

(Bx  ö3^_%  83*y 

V89  Ö98    89  89*/ 

\3<p '  89*    89  *  89V  \  89  *  89'    89 '  89  V  j 


(Bz  8*£  8*  c*i\ /  fo  B*x_Bx  83:\ 

(Bx  8*y  8ty  a*x\  (Bx  B*y     By  B9x\ 

V89 '  89*  89  '  69V  V89  89*    89  89V 

\89 "  89*  89  *  891/  \89 '  89*    89  *  89V 


I      (Bz  &x    Bk  8*z\  /fy   8*1     8z  83v\ 
*      V89  V  -  89  '  89V  V89  '  393~  89 

\    V89 '  89*   89 '  89V  V09 '  899    89  89V  I 

I  ^.fi*  ^V5-  8»2\  *( 

■    V89 '  89*  89  *  89V  V89  89*  89  *  89* /  1 


(BS  %i_By  §^\/8£  83r_8x 
^89' 89*    89' 89  V  V89*89s     top' top*, 

(By  8*z    Bz  8*g\  (Bx  Bhj    8^  8»*\  ( 


und  altgemein: 


k   #)  JS.  V.  >ote  »uf  S.  373.  ;,{\|, 


Digitized  by  G 


X 


416  Grunert:  Seite  DarsteUitng  der  Theorie 

+  «l^a)  (Ma— Ms)  .<r  (öi*a-M«)(Ci«9  —  «ics)l* 

also  der  obige  Zahler: 

a»*/%  &z   Bx  ^V,  üffA  f 

ö^»  Va? '  a?a ~~  a? '  a?  y  +  a<p*  va? '  a<*>*  a? *  a<j>v  / 

\  a»z  /a*  a*#      a**  \ 

+  a<pHa?>  *  a<p»  ~  a?  a<p*v 

und  der  Neoner  von  Q*  —  Gj2/*  ist : 

(dJL  a*£_^i  a^y   /a*  a2.r  a*  a^y  /a* ay  _a.y  a*gy. 

also  ist; 

•»>•■•  "••&)' .  )  , 

( a^r/a^  a*i    d*  a^\   a^  /az  a«*  .  b*  b*x\ 

*"  a<p3  \8(p  •  a<y>a  a<p  *  5yy 
/%  a*z   az  a^y  , /a*  a^^a*  a*zy  ,  t 

iVa^'ay*    By'Ef*)  +\dq>-B(p*    B<p' Bf*)  \ 

(Bx  cPy  _  a.y  a^y  ( 
8y  *  a?>a  a?>  *  aqp2/  ' 


+ 

Bekanntlich  ist 


O  +6j)  +(£)  -($)  • 
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und  folglich: 

'  fwi  V 

64)   .  ^m,\^S/ 

a!f     '  fü*       fy\  .     /ü?  a*£  _  a*  a«x\ 

  .     8y3  \dcp  *  flqp2     5y  *  Bcp y 

7%T~?i  ai  a^y  ,  a  ^  a?  a*xy 
\ß<p *  a^~  a*>  •  a^v  +  \ß<p  'd<p~~b<p  •  S>v 

/3j?  a2y   a«  a^y 

oder  auch 

55)  k"im'(^k)  1 

~  }    (djd** — 8z32y)a  +  {Bz&x — Bx&z)*  +  (cbr8^ -fya2*)2  l 
oder 

56)  Lim.(W|V 


i 


\  Bx{&yB*z  -  &zB*ij) + dy(B2zB*x-8*xd*x)  +  9zQP*&yi-B*jfl*x)  f  * 

-  j    <a*av— a^*)1  +  (a^i-axa^)2  +  (a^-a^i)*   (  * 


also :  .  ( 

57)  .  LinÄ 


_  a^oy»*- a*zaty+ ay(a22aaar— a»j?a3t)-f aica9^— a«^a»j?) 

~  *    (d«dv  -  typ*)*  +  (a^a«2 — BiB2*,)*  +  (aza** — a^a2*)2 

■ 

das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenachdem  J§  positiv 
oder  negativ  ist. 

Die  absoluten  Werthe  der  Grössen 


Linw  und  Lim^ 
Js  Js 


nennt  man  respective  die  erste  Krümmung  und  die  zweite 
Krümmung  der  Curve  in  dem  Punkte  (x,  y9  z).  Liegt  die  Curve 
ganz  in  einer  Ebene,  so  kann  man  diese  Ebene  selbst  als  Ebene 
der  xy  annehmen,  wo  dann  dz  =  cfiz  —  23r  =  0  ist,  nnd  nach  57) 
folglich  die  zweite  Krümmung  verschwindet;   Daher  kommen 


Digitized  by  Google 


C runer t:  A'eue  Darstellung  der  Theorie 

den  nicht  ganz  in  einer  Ebene  liegenden  Curven  zwei  Krümnwo» 
gen  zu,  die  erste  und  die  zweite,  und  dieselben  werden  daher 
mit  Recht  Curven  von  doppelter  Krümmung  genannt.  Den 
ganz  in  einer  Ebene  liegenden  Curven  kommt  nur  die  erste 
Krümmung  zu,  weshalb  dieselben  mit  Recht  Curven  von  ein« 
facher  Krümmung  beissen.  x 


Wir  wollen  jetzt  wieder  annehmen,  dass  unsere  Curve  durch 
zwei  Gleichungen  von  der  Form 

/(jr,»,j)=0,   F(jr,n,?)  =  0 

charakterisirt  sei,  so  dass  also  auch 

/•(*,.?,*)=<),   Fi>,y,z)  =  0 

ist,  und  setzen  der  Kürze  wegen  wie  schon  früher  auch  jetzt 

u^f(x,y9z),  U=zF(x,y9z). 

Dann  ist  bekanntlich 

du  dx    du  dy     du  dz 

dx  §ip    dy '  dtp     dz  '  (itp  ~~  * 

817  dx    dü  dy     dV  dz 

äFov  +  "^'ä^+  aF  'dtp- ü; 

woraus  man,  wenn  der  Kürze  wegen 

d*u  /dxy   d*u  (ty  y   8*m  (dz  y 


^  82/t   cta:  8#     ^  d2u   dy    dz       d*it     dz  dx 
^  "  dxdy  89  *  8<p      8y8z  8g>  8o»      8x8a:  *  8a>  *  8a» * 

8*  U  /dxy    PU/dlV  .PC  y 

2=z    dx*\d<p)  **"  v"W  ^W; 

Ä  8*C7  8*  8y     ,8*17  8«   8z  ^8*C7 
„        8a:  8 y "  89  *  dq>      dydz  dtp  %  dtp      <kdx  -8<p  dtp 


genetzt  wird ,  nach'  den  Regeln  der  Differentialrechnung  ferner  die 
Gleichungen 

du  d*x     du  o*y  t  du  8»z 
dx'dj*  +  dy'd$+ Tz' W%~~*9 

,    dxd9*+  8y-89*+"^'V 


1 

1 
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erhalt.    Hietaus  folgt: 

(du  dU  du  dü\Px  (du  BU__Öu  dJJ\8*y 
\dx'  dz  *~  dz  '  bx)W~  \dz'  dy      dy'  dz  )  dtp* 


-du  dU 

zdl-*~dl' 


/du  BU__du  dU\d*y      (du  dU    du  dü\  d*z 

\dy'  dx     dx  '  dy)T<p*     \Sx*  dz  ~  dz  '  dx)  dp» 

<■ 

'  _2$u  _^U 

dx  Tx9 

(du  dU  du  %U\oh  _(du  dU  du  dU\  d*x 
\dz    dy      dy'~$z~)d(p*  \dy'$x"~dx'dy)d<p* 

^du  dü 

also,  weil  bekanntlich  nach  12),  wenn  wir  ftir  das  dortige  G"  der 
Kürze  wej;en  jetzt  —  G  schreiben  : 

dx_r(du  dU    du  dU\ 
dq>-**\dz' dy^dy'^)' 

(du  dU     du  BU\ 

dtp  —  ^Kdx'  dz  "dz^y 
d<p~~U\dy*  dx     dx  dy) 
du  d*x     dx  &y  du  dU 

d9 '  d&  -  ^ '  5^  -  G(2:ar'-  9  §z~h 

dcp' dq>%     dy'dcp2  dx  dx'' 


ist,  auch: 


oder: 


dx  &*y  du  d2x  ^  dU  ,  «^«v 
dq>'W~dy'd4*-*'{6~5z~~  dzh 

dy  cfh     dz  d*y      r   dU  „du 

dv'^-dv  •  S** "~  **{a$x-  "^dJ* 

d*x    dx  a»x  817  du 

dy  •  V  "".  V  M        {*  99  ~~  V" 
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Setzen  wir  nun  im  Folgenden  der  Kürze  wegen : 

d*u/du  BÜ_Bu  Buy 
v       Bx*\Bz  '         By'  Bx  ) 

fru/Bu  BU    du  duy 
+  By*\Bx'~Bz"~Bz  '  Bx) 

fru  (Bu  Bü    Bu  BJJ\% 
+  Bz*\ByBx~~Bx-By) 

+  2—^-^--  ——du  -?VÖ"  °H^Bu 

BxBy\Bz   By     By*  Bz  /\Bx'  dz     Bz  '  Bx) 

n  Bht  (Bu  Bü    Bu  Bü\/Bu  Bü    Bu  Bü\ 
\Bx  -37  -  Tz  '  BlJ  W  ET        '  WJ 

L9^LfB^  8ü_8i*  BU\/Bu  Bü    Bu  Bü\ 
+  2BzBx\By'Bx     &'By)\Bz   By  By'BzJ' 

'     B*U/BuBU    Bu  BU\* 
V-  ^\Bz'By"By'Bz) 

&U/Bu  BU    Bu  Bü\* 
^B^\JitTz"Bz'Bx) 

&U(Bu  BU    Bu  BU\% 
+  Bz*\By'$i'~~Bx-$jj) 

+  2— 8~—  du  —  a(7_5l<  ÖCr\ 

Saröy\ös         *       8x  /  \8.r'  cü     51  'ctay 

,  0  8*tf  /8w  8ff    a«  8ff  \  /Bu  BU    Bu  BU\ 
+  2  *  8z  "~  öx  '        ^  #  8x  ~Bx'By) 

a2^  /a«  acr   8«  8#  \  /a«  bu   Bu  bj/\ 

+  2&8x\By'Bx  ~~  Bx  '  By  )  \Bz  '  By  ~~  <iy'  Bz  )  ' 
bo  i*t  offenbar 

6- GH,   2  =  G*V 
und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 


Bx  BIy 
d(p  '  8qp9 

oy  o*x 

By  B*z 

B(p '  e<p* 

Bz  <£y 
Btp  '  öqp* 

FG>' 

dz  B*x 

Bv'Bqfi' 

Bx  d2z 

~8?  'By* 

=  ^(,J8y- 
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•» 

SeUen  wir  nuo  noch  der  Kürze  wegen : 

'-©•+©■♦©■• 

_  du  dU.du  dU  du  BU. 
Q  =  dxdx  +  Fy'dy+$i-di9 

00  ist  nach  dem  Obigen: 

©"+<»'♦<£)■ 

-G  Jvdi^~"ty' 8*/  +  va** 8*  a«*ar/ 

/8m  8#    8«  8(7\* 
'l'\dy'dx~'dxt5jjj 

und 

/dx  d*y    dy  ?j?\a./3y  8a  8^\a  /8z8^_8£8Hy 

^89 -89»  ""89 '89V  +V89*  V"~W/  8989V 

Ferner  ist: 

8?/     V89/     V89/  I  8<pa    V89  'V    89 ' 89*"* 89* 89V  8i 
8r  /dz  &z\_dy(dxd*y     dy  &*x\ 

—  £9X89 '89*     89*89*/    89^89*89«  89*^9«/ 

1/811  8tf    8«  8l/\.  80  _.8nx 
lV%-8J-8^^;(l>8^-F%> 
/8m  8tf    8u  8tf\    dtf  8m 
.     #  *"V8ar,8j""^,8a:y(ü8z"""F&} 

[80/8m  dl)  du  dU,  du dU\    duS/dU\*  ./dU\*  ,  /8tf\* Yl\ 
*      L8.t\8x  öx  dydy   dz  dz/    dx\\dx/     \dyj     \dzj  JA' 
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und  also  anf  diese  Weise  überhaupt : 

K8*Y  l    Y  _l  f8*  Y<  *v  (**  5* + &  0%+^ . I^N* 

%  \/dx\*    /8yV    /^Y!  022  ?J?x%  ÜSj.?!  ^L^* 

Mittelst  der  hier  entwickelten  Formeln  erhält  man  nun  nach 
24)  für  die  Gleichung  der  Osculations- Ebene  den  folgenden  Auf- 
druck: 

58)   .   .  . 


-*) 

-3) 

.  SU 

+  <•*- 

-*) 

und  für  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  des  Krümmungskreises 
und  dessen  Halbmesser  erhält  man  nach  38)  und  40)  die  folgen- 
den merkwürdigen  Ausdrücke: 

59) 

X~ xsr  e«Ä*  +  FV -  2c  VQ 

dlf        du  du  BU 
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und 


CO)   ...    .  R~ 


die  in  «lieser  Alfgemeinheit  wohl  noch  nicht  gegeben  worden  sind. 


Wir  wollen  uns  nun  eine  durch  die  Gleichung 

/•(r,w,?)=:0 

charakterisirte  Fläche  und  auf  derselben  einen  durch  die  Coordi- 
naten  xt  y,  z  gegebenen  Punkt  denken,  wo  also  auch 

ist,  und,  wenn  f(xfy,z)  im  Allgemeinen  als  eine  Function  von 
x,  yt  z  betrachtet  wird, 

gesetzt  werden  soll. 

Unter  der  die  Fläche  in  dem  Punkte  (x,  y,  z)  berühr en- 
de^ Ebene  verstehen  wir  nun  die  durch  diesen  Punkt  gehende 
Ebene,  in  welcher  die  berührenden  Geraden  aller  durch  den 
Punkt  {x,  y,  z)  in  oder  auf  der  Fläche  gezogenen  Curven  liegen. 

Zu  der  Bestimmung  dieser  Ebene  gelangen  wir  auf  folgende  Weise. 

.  ..  ,     ,  . 

Die  Gleichungen  jeder  durch  den  Punkt  (xt  yt  z)  auf  der  Fläche 
gezogenen  Curve  haben  im  Allgemeinen  die  Form 

Ar,»,*)=0,   F(r,n,j)  =  0; 

«  o  also  auch 

Fix,  y,  *)  =  0 

ist,  und,  wenn  F(x,  y,  z)  überhaupt  als  eine  Function  von  x,  y,  z 
betrachtet  wird, 

üz=zf\x9y,z) 

gesetzt  werden  soll. 
Nach  13)  sind 


1  »i#  ».'i 


*— *  ?~z   

du  dU__d*  dü  du  8Ü  du  dtt~~du  dü  du  dU 
dy'dz     dz'dy    dz'dx"dx'dz     dx  '     ~  d~y' 
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die  Gleichungen  der  Berührenden  der  durch  die  Gleichungen 

/•(jr,»,?)«0,   ¥{tt  9,0  =  0 

charakterisirten  Curve  in  dem  Punkte  (x,  y,  z).  Die  Gleichung 
einer  beliebigen  durch  diesen  Punkt  gelegten  Ebene  sei 

A(t-x)  +  +  C(j-i)=0. 

Sali  nun  in  dieser  Ebene  die  vorhergehende  Berührende  liegen, 

su  muss 

A  /da  BU_  Bu  BU\ 

\Bg  '  Bz     8z    By  J 

'Bu  BU    Bu  BU' 


/9«  BU    Bu  BU\  [  A 

/Bu  BU    Bn  BU\  ] 
+  L\8xB~y-ByBx)  1  . 


oder 


.  ..  f 


Bu    rBu  BU  .(rBu       Bu  BU        Bu     -Bu  30 

sein.   Diese  Gleichung  muss  aber,  wenn 

A(x-x)  +  ß(»-y)  +  C(j-2)  =  0. 

die  Gleichung  der  die  gegebene  Fläche  in  dem  Punkte  (x9  y,  *) 
berührenden  Ebene  sein  soll,  weil  in  dieser  Ebene  die  Berühren- 
den aller  durc^  den  Punkt  (x,  y,  2)  auf  der  Fläche  gezogenen 
Curven  liegen  müssen,  für  jedes  U  erfüllt  sein,  welches  nur  der 
Fall  sein  kann,  wenn 

*  1 « 

'..    ■   '1  '    *.«  .    •  n  n     *  .  "    .  I 

^4  5  0*5—  =:() 

oy 

•     v  • 

ist,   woraus  sich,   wenn  Gj  einen  beliebigen  Factor  bezeichnet, 

A=zG*8x*    B==GiBy'  C=6'S 

und  folglich  nach  dem  Obigen  als  Gleichung  der  die  Fliehe  io 
dem  Punkte  (*,y,z)  berührenden  Ebene  die  Gleichung 
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der  atrvlwnf  jinä  Krümmung  der  Sutten.  42£ 

C1,  du ,       .  ,  du,       s  ,  du,      x     A  •: 

ergiebt. 

Siod  nun 

*  ■  * 

.  ,  COS  6        COS»  C08O 

die  Gleichungen  der  in  dem  Punkte  {x,  y,  i)  auf  der  berührenden 
Ebene  senkrecht  stehenden  Geraden,  welche  man  die  Normale 
der  gegebenen  krummen  Fläche  in  dem  Punkte  {x,  y,t)  nennt,  und 

x  —  x  _v-y  _  ?— * 

COS0!         COS  OD,       COSOj  ' 

die  Gleichungen  einer  beliebigen  durch  den  Punkt  (x,  y,  i)  in 
der  berührenden  Ebene  gezogenen  Geraden ;  so  muss 

cos  0 cos  0l  +  cos  09  cos  ©i  -f  cos  5  cos  Öj  =  0 

sein.  Weil  aber  die  vorstehende  Gerade  in  der  berührenden 
Ebene  liegen  soll,  so  muss  nach  61) 

du  du  du      _  Ä 

cos  Bx  -hg-  cos  au  +  £  cos  Oj  =0 


sein,  und  aus  den  beiden  Gleichungen 

cos  0 cos  0!  -f  cos  o)  cos     +  cosücoaüt  =0, 

öi«  3m  3m     _  „ 

^COS0l  +  ^COS«»!  +  ^-COSÜiSsO 

folgt  nun :  , 

dn  du  du  —du 

(C0S6>£  cos(»g^)cosa>1  =r(cos0  ^  —  coso  g^)cosöt , 

du  du,      -  du  du, 

(cos  0)  g-  —  cos  (o  j£)  cos  to,  =  (cos  «>  ^  —  cos  0      cos  0, ; 

woraus  sich,  wenn  man  quadrirt  und  addirt,  mit  Rücksicht  auf 
die  Gleichung 

COS  0!*  +  COS  0%*  £  COS  ©j»  =  1 , 

die  Gleichung 

(cos  ©    — cos  0  g-)asin  0xa 

=  K*os0£  -  eeeoc)»  +  («~»S -  co8  0^)*}cn*04« 
Theil  XXX.  29 
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oder 

.      _  du  du 

(cos  ca     —  cos  o»    )■  taug  Bf 

=  (eoitfr  -  cos  o  (cos  «Ä  -cos  6 £)•  ( 

ergiebt,  welche  Gleichung,  weil  die  Normale  auf  allen  durch  deo 
Paukt  y,  i)  in  der  berührenden  Ebene  gezogene*  Gerade» 
senkrecht  stehen  raus«,  für  jeden  Werth  von  fcn>g0.  gelten 
was  Bar  dann,  der  Fall  sein. kann,  wenn  „  ■*. s 

j.  du  du  „ 

COS   <*OS  O  5-  =  ö  9 

dy  dz  , 

(cos  $  g-  -  cos  ßg)«4  (cos  «  G  -  cos  ö ^)«=  0 ; 
also  wenn  > 

COS  OK  COSÜfi--  0, 

ist,  woraus  sieb,  wenn  Cr*  einen  gewissen  Factor  bezeichnet, 

-         COS0^<?2g",     C08<D=6?4^  COS5~6?,gj 

ergiebt.   Folglich  sind  nach  dem  Obigen 


•t  i 


^  Bu        du  du 

cx        Bu  "dz 

die  Gleichungen  der  Normale  der  krummen  Flache  in  dem  Punkte 
(x,  y ,  x). 


AI  H.  i 


Auf  der  durch  die  Gleichung 

/Cr,  n,  j)  =  0 

charakterisirten  Flüche  denken  wir  uns  wieder  durch  den  in  der* 
selben  liegenden  Punkt  (x,  ?/,  s),  wo  also 
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* 

/(*!  V*  2)  =  ö 

ist ,  eine  beliebige  durch  die  Gleichungen  ' 

/(jr,  n,  j)=:0,   F(r,  n,  j)  =  0 

cbarakterisirte  Curve  gezogen,  so  dass  also  auch 

F(x,y,  2)=Ü 

ist,  und  setzen  der  Kürze  w;egen  nieder 

'   :     -[  u=/X*,y,*),  ü=F(x.ytt). 

Die  Gleichungen  der  Berührenden  der  Curve  in  dem  Punkte 
(x,  y>  *)  siud  uach  13): 

r—T  y—y  j  — z 

du  dJJ_du  <W  "du  dü _du  dJJ~ du  dU  dudÜ' 
dy  'dz     dz'  dy      dz  '  dx    dx  'dz      dx '  dy  ~~  dy'  dx 

Die  Gleichungen  der  Normale  der  Fläche  in  dem  Punkte 
(x,  y,  t)  sind  nach  62): 


X-x_y—y    ?  —  z 
cu        Bu  du 
dx        dy  S 

»  '   \  »  ' 

Die  Gleichung  der  durch  diese  beiden  Geraden  gelegten 
Ebene  sei 

A'(T-X)  +  B'(f>-y)  +  C'(f-I)=0, 
so  dass  also  .  -  ,  «  1 

/du  80   8u  80\      (8u  80    8u  80\tni/8u  80  Sa  80\ 

=  0, 

ist,  und  folglich 

/öt<  W    du  BU\  du    (du  dU    du  dU\  du 
A  ~\dzdx    dx'dzj  dz~\dx'  dy~dj,di)  dy' 

/a«  du  du  du\du   /du,  du  du  du\du 

" -\dxdy-dy'dx)dx- \Jy'Tz-dl'di)dz> 

/öti  W    du  dU\du    (du  dU    du  dU\du 
^-ydy'dz     dz'dyjdy     \di dxjdx 

£9# 
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oder  i.  . 

A'—*ytf**y?A. fto\\f**\*i  faffa  bü\ 

A  -dxl\dxj  +Vdy/  +  va*y  *~aA8*"3*  ty'fy  &'  aj' 
~  ä  /ft-Vj         a#  au  a<7,a»  a#\ 

r'-?^^Vj. ^"Yx/^Y*  ai?xaif  ??xa" 

c  - är *Ur/  +      +  va J  *~az  U*a*+a,y-ay +ax-ax,/ 

gesetzt  werden  kann.  Nach  den  in  XV.  gebrauchtet)  Bezeich- 
nungen ist  also 

ojr  ox 

n    ^bu  ^a« 

•   *  =  "57,-<V 

und  folglich  die  Gleichung  der  in  Rede  stehenden  Ebene: 

63) 

Die  Gleichung  der  Osculations- Ebene  ist  nach  68): 
wo  wir  der  Kürze  wegen 

setzen  wollen. 

Mittelst  leichter  Rechnung  findet  man 

und  '  • 
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der  Berührung  und  Krümmnno  der  Citrten.  429 
A»t  +  ß»i  +  C*i  =       +  pv  -  2t  FQ. 


Ferner  ist 


^l©+©*©j 

_  /3w  BU  du  BJJ Bu  BU\ 
~vQ  \Bx'Bx  +By  By  +Bz  'BzJ 


also 


Bezeichnet  nun  J  den  von  der  durch  die  Berührende  und  die 
Normale  gelegten  Ebene  mit  der  Osculations  -  Ebene  eingeschlos- 
senen Winkel,  so  ist 

(A'A»  +  t?B"  +  C'C)* 
cos  J*  -       +  ßii+c'W*  +       +  6'"») ' 

also  nach  dem  Obigen  offenbar: 


t>2  #2) 
04)   .  .  .    cosJ  -,1(rasa+  FV  — StoFQ) 

und  folglich,  weil  nach 


Ä  —       +  FV— 2»F§ 
ist : 

65)    ....     cos^=^(^_^|  , 
welchen  Ausdruck  ich  für  sehr  merkwürdig  hatte. 
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Leicht  findet  man  auch; 


und  folgtich: 


\  > 


WeH  rational 

'  t/2        ' 1 

ist,  so  ist  dieser  Ausdruck  jedenfalls  der  merkwürdigste. 

Durch  <len  Punkt  (.r,  y,  t)  wollen  wir  uns  nun  einen  ebenen 
Schnitt  unserer  durch  die  Gleichung 

charakterisirten  Fläche  gelegt  denken,  dessen  Gleichung 

Ur  +  2»  +  <£*  +  D  =  0 
sein  maj*,  so  dass  also  auch 

ik:  +  %  +  <fc  +  )D  =  0 
ist,  und  im  Allgemeinen 

gesetzt  werden  soll.   Dann  ist 

und  die  sämmtlicben  zweiten  Differentialquotienten  von  II  ver- 
schwinden also.  Bezeichnen  wir  nun  den  Krümmungshalbmesser 
des  ebenen  Schnitts  in  dem  Punkte  (jt,  y,  z)  durch  Jf,  und  setzen 
der  Kürze  wegen 


Sa  =  üa  + 


und 
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i 


der  Berührung  und  Krümmung  der  Curie*  '  431 

.  *  *  ■ 

S*w    ^du        du      du  du 

so  ist  nach  60),  weil  im  vorliegenden  Falle  wegen  Her  verschwin- 
denden zweiten  Differentialquotienten  von  11,  welches  hier  an  die 
Stelle  von  U  in  XV.  tritt,  die  dort  durch  V  bezeichnete  Grösse 
offenbar  selbst  verschwindet : 

Lassen  wir  jetzt  den  durch  die  Gleichung  ;.,« 

oder 

charakterisirten  ebenen  Schnitt  mit  der  vorher  durch  die  Berüh- 
reode der  durch  die  Gleichungen 

j)  =  0,   F(jr,  »,j)  =  0 

charakterisirten  Curve  in  d}em  Punkte  (ar,  y,  2)  und  die  demsel- 
ben Punkte  entsprechende  Normale  unserer  clorch  die  Gleichung 

charakterisirten  Fläche  gelegten  Ebene  zusammenfallen,  so  müs-  « 
sen  wir  nach  dem  Obigen 

V  A  =  A>,  »  =  ß',   tf  =  C< 

setzen,  wo  nach  dem  Obigen  bekanntlich  : 

dt    -du  eir  „8m   ,„    „du  «a« 
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ist.    Dann  ist  s.alv.  ^ 

$*  =  +  C/a 

und  folglich  nach  dem  Obigen     ,   •    ■  .  .  '  •  : 
Ferner  ist: 

Ca^r     Ä9z~C  9*"^  9*' 

also,  wenn  man  die  obigen  Werth  er  von  J',  B' ,  C  einfahrt,  wie 
man  auf  der  Stelle  übersieht: 

du    ^du      %/du  dU     du  dü\  1 

9tc       du  _    (du  dü     du  dU\ 
*K-*fc-f  Kdz'dy-dy'd-z)' 

9a?       9x \9x#92  dz'dxj' 


folglich 


t» d^u/du  du^du  duy 

»  9ä2\9z  "9y     dy' dz) 


9^//9m  9TT  9m  StfV 
9*u  /9ii  9tf     9k  91/V 


•  - 

•  T 


&u(du  dU     du  dU\ 

,  0  9^/9«        9it,9^\/9ii  9tf 
+  2  &c9y  V,9i '  9*  7  9y  *  dz  )  \dx '  dz  ~  pz  '  dxj    . .  i    . ,  i 


- 

■ 


+ 


9«« /9u  9f/    a«  cU7Y/9k  9tf    9«  9tf\ 
"  9^9z  \dx '  dz  ~~  9r  *  W  V9^  dx"dx'dy) 

/9m  dU  <W\(<)u  dU:_du  dU\  ■ 

9x9a:  \9w ' 9-r     dx'  dy  )  \dz  '  du     du '  dz  )' 

•  •.  /;   .  * .  ri 

Vergleicht  man  dies  mit  dem  Ausdrucke  von  e  in  XV.,  so  findet  man: 

also   »  =  r»r._ 

Endlich  Ut  14  ■  : 


der  Berühr  nny  und  Krümmung  der  Crtrten. 


also 


<a=a5^ä^-^äi>+ay(^3^-V+^(, 

*~"    \aj?*äa:    Sy " 

Folglich  ist  nach  69),  wenn  nun  H  der  Krümmungshalbmesser  in 
dem  Punkte  (ar.y,  z)  des  von  der  durch  die  Berührende  der  durch 
die  Gleichungen 

fGr,9.*)=0,  JP(r,»,?)=0 

eharakterisirten  Curve  in  dem  Punkte  (a:,  y,  z)  und  die  demsel- 
ben Punkte  entsprechende  Normale  der  durch  die  Gleichung 

/•(*>".?)  =  <> 

charakterisirten  Fläche  gelegten  Ebene  gebildeten  ebenen  Schnitts 

*6S4 

der  Fläche  ist :  tf*  =  -jj-  ,  also ,  wenn  man  die  vorher  gefun- 
denen Ausdrücke  von  S*  und  Da  einführt 

«  I 


70,  K-->  -  «W-O» 


Nach  65)  Ut  aber 


'  ;  1 


i 


•  «ri, 


also,  wenn  man  dies  mit  70)  multiplicirt:    Ä*  s»  Ä*cos«l*t  oder,, 
wenn  mau»  was  offenbar  v erstattet  ist,  für  J  seipen  einen  rechten 
Winkel  nicht  übersteigenden  Werth  setzt: 

»•71)-  •.  ••  .    Asücos/,'  .  r  :-  ,h* 

welche  Gleichung  zu  dem  folgenden  merkwürdigen,  schon  vtfn 
Meuriler  auf  andere  Weise  gefundenen  Sätze  führt:  ' 

Wenn  auf  einer  beliebigen  Fläche  eine  Curve  ge- 
zogen ist,  so  wird  deren  Krümmungshalbmesser  in 
einem  beliebigen  ihrer  Punkte  gefunden,  wenn  mau 
den  Krümmungshalbmesser  des  durch  die  Berührende 
der  Curve  in  diesem  Punkte  gelegten,  auf  der  Fläche 
normalen  ebenen  Schnitts  derselben  in  dem  nämlichen 
Punkte  mit  dem  Cosinus  des  spitzen  Neigungswinkels 
der  Ebene  dieses  Schnitts  gegen  die  Osculations- 
Ehene  der  Curve  in  dem  in  Rede  stehenden  Punkte 
multiplicirt. 
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i 

•  V  *  Li 


\  '  1  . 


•-  »  , 


XLI. 


Ueber  drei  geometrische  Aufgaben  and  über  eine  Eigen- 
schaft der  Ellipse. 


Von 

Herrn  Otto  Böklen 

zu  Suis  a.  N.  in  Würtemberg. 

'-Hl                                                       »»*        "  >     ,  ,\ 


I.   Ueber  drei  geometrische  Aufgaben. 
(Taf.  VIII.  Fig.  1.  und  Fig. 2.) 

Nachstehende  Aufgaben  stehen  in  naher  Verbindung  mit  ein* 
ander  :.  1.  Die  Trisektion  des  Winkels.  2.  Es  ist  ein  rechter  Winkel 
gegeben  und  ein  Punkt ;  durch  letztern  eine  Gerade  zu  ziehen,  so 
dass  das  von  den  Schenkeln  des  Winkels  abgeschnittene  Stück 
derselben  eine  bestimmte  Lange  habe.  3.  Von  einem  Punkte  Nor- 
malen aul*  eine  Ellipse  zu  fallen.  ui*  ? 

Ich  beginne  damit,  den  Zusammenhang  zwischen  den  Aufga- 
ben 2.  und  3.  nachzuweisen.  Es  sei  (Taf.  VIII.  Fig.  1.)  OA  =  a  die 
grosse,  O  B—  b  die  kleine  Halbaxe  einer  Ellipse.  Auf  dem  Quadranten 
AB  liege  ein  Punkt  M ,  dessen  Abscisse  =  3p  ist ;  mao  ziehe  die 
Normale  von  M,  weiche  OA  in  L  und  die  Verlängerung  von  BO 
in  N  trifft ,  setze 

a  !  '  .  I  .» 

80  ist 

o 

Man  nehme  nun  auf  OA  den  Punkt  /  an,  so  dass 

.  r         ■ » •  ■ 
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und  über  dne  EifjeMZckiift  ihr  FJU»s€.  qfö. 
tfl  b^ 

so  ist  Nl=z~~~  von  konstanter  Länge.    Wenn  also  bei  "2.  a 

der  gegebene  Punkt  ist,  durch  welchen  eine  Linie  von  , der  Länge  * 
X  gezogen  werden  soll ,  so  bestimme  man  auf  den  Schenkeln  des 
rechten  Winkels  die  Längen  OA  =  a  und  Oß  =  b  so,  dass  die 

Gnlssen  a  und  b  der  Gleichung  A=  — g —  genfigen,  fülle  von  a 

auf  die  Verlängerung  von  BÖ  das  Perpendikel  aß  und  bestimme 
<larauf  den  Punkt  y  durch  die  Proportion  aß:yß  =  a:b,  fülle  von 
y  auf  die  Ellipse  £B  eine  Normale,  welche  OA  in  L  und  die 
Verlängerung  von  BO  in  N  trifft,  ziehe  Na,  welche  verlängert 
OA  in  /  begegnet,  so  ist  Nl  die  gesuchte  Linie. 

Die  Aufgabe  1.  ist  ein  spezieller  Fall  von  der  Aufgabe  2.,  wie 
ans  folgender,  an  einem  andern  Orte  schon  veröffentlichten,  aber 
wohl  sehr  wenig  bekannten  Darstellung  erhellen  wird.  Man  be- 
schreibe von  der  Spitze  H  (Taf.  VIII.  Fig. 2.)  des  zu  theilenden  Win- 
keis GHE  aus  mit  dem  Halbmesser  \l  einen  Kreis,  welcher  die  Schen- 
kel d es  Winkels  in  £und  G  trifft,  verlängere  EH  bis  zum  Durchschnitt 
mit  der  Peripherie  in  A',  ziehe  den  Durchmesser  fN'%  welcher  den 
Winkel  GHK  halbirt,  und  durch  K  eine  Sehne  KÖ' ,  welche  VN' 
in  a'  schneidet,  dass  a'O1 '«=  0'H=\X,  so  ist  GHO'  =  IG  HE, 
wie  sieh  sehr  leicht  beweisen  lässt;  denn  O' a' H  =  O Ha'  =  K 
i-GHe,  also  GBO1  =  Kz=  \0'OE.  Die  Aufgabe  ist  nun  darauf 
reduzirt,  durch  K  eine  Sehne  KO'  zu  ziehen,  welche  l'N  in  a' 
schneidet,  so  dass  a'O'  eine  bestimmte  Länge  habe,  hier  gleich 
dem  Halbmesser  des  Kreises.  Zu  diesem  Zwecke  ziehe  man  zwei  * 
Linien,  welche  sich  in  einem  Punkte  O  rechtwinklig  kreusen  und 
die  Gerade  Oa,  welche  mit  jenen  Linien  Winkel  bildet  gleich' 
KOT  und  KO'N't  mache  0«?=  iA,  ziehe  durch  a  eine  Gerade, 
welche  jene  Linien  in  /  und  N  trifft,  so  dass  /iV  =  A;  trage,  auf 
den  Durchmesser  l'N'  die  Grösse  /'«'  =  la  an ,  ziehe  die  Sehne 
K0'9  welche  durch  «'  geht,  und  endlich  den  Halbmesser  Ö'H%. 
so  ist  GHO  =\GUE.  * 

Aus  dem  Vorhergehenden  erhellet  nun,  dass  die  Aufgaben  *2', 
und  3.,  welche,  algebraisch  behandelt,  wie  bekannt,  auf  Gleichun- 
gen vom  vierten  Grade  fuhren,  und  dass  die  Aufgabe  1.,  die  sich 
durch  eine  Gleichung  vom  dritten  Grade  ausdrücken  lässt,  welche 
aber  der  irreducible  Fall  ist,  übereinstimmt  mit  der  Aufgabe  2., 
wenn  die  Entfernung  des  Punkts,  durch  welchen  eine  Gerade  von 
der  Lange  k  gelegt  werden  soll,  von  der  Spitze  O  des  rechten 
Winkels  =  *i  ist.  Auch  hier  hat  die  Aufgabe  vier  Auflösungen,  wo- 
von jedoch  Eine  leicht  zu  finden  ist,  wenn  man  nämlich  von  dem 
gegebenen  Punkte  aus  mit  dem  Halbmesser  U  einen  Kreis  beschreibt. 


< 
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Wenn  endlich  dieser  Punkt  auf  der  Halbirungstinie  des  rechten 
Winkels  liegt,  so  erhält  man  das  Problem  de«  Pappus,  welches 
elementar  aufgelöst  wird. 

In  Band  48.  von  Crelle's  Journal  hat  Joachimsthal  eine 
Auflösung  der  Aufgabe  3.  mitgetheilt,  welche  im  Folgenden  zo 
Grunde  gelegt  ist,  um  die  Trisektion  des  Winkels  mittelst  einer 
Ellipse  und  eines  Kreises  auszuführen.  Es  sei,  wie  oben,  GHE 
der  zu  tbeilende  Winkel;  man  beschreibe  mit  dem  Halbmesser 
von  H  aus  einen  Kreis,  GH=EH=z^3l,  verlängere  EH  nach 
K  und  ziehe  den  Durchmesser  VN' 9  welcher  GHK  halbirt.  Nun 
konstruire  mau  eine  Ellipse,  deren  grosse  Halbaxe  OA=z *A,  wäh- 
rend die  kleine  =11  ist,  ziehe  durch  O  eine  Linie,  welche  mit 
der  kleinen  Axe  der  Ellipse  einen  Winkel  bildet  =  ,Ä7/Ä' ,  und 
nehme  auf  derselben  den  Punkt  e;  an,  Occ=±X;  ziehe  aß  senk- 
recht auf  die  kleine  Axe  oder  ihre  Verlängerung,  halbire  aß  in  y. 
Von/y  aus  sind  nun  Normalen  auf  die  Ellipse  zu  (allen.  Eine 
dieser  Normalen  kann  nach  dem  Obigen  sogleich  gezogen,  werden, 
sie  schneide  die  Ellipse  in  n.  >  .v 

Man  ziehe  von  A  eine  Linie  senkrecht  auf  yn,  welche  der 
Ellipse  in  m  begegnet.  Ferner  werde  von  A  aus  eine  Linie  ge- 
zogen, welche  senkrecht  auf  yO  steht  und  die  Ellipse  in  p  trifft; 
man  ziehe  die  Tangente  in  p,  welche  den  Kreis,  dessen  Durch- 
messer die  grosse  Axe  ist,  in  q  und  «  trifft,  endlich  werde  noch 
durch  die  Punkte  q,  s,  m  ein  Kreis  gezogen,  welcher  der  Ellipse  in 
den  drei  weiteren  Punkten  m',  m",  m*  begegnet,  so  sind  die  drei 
Linien,  welche  durch  y  rechtwinklig  gegen  Am',  Am"  und  Am* 
sich  ziehen  lassen,  tiie  drei  übrigen  Normalen  der  Ellipse.  Man 
hat  nun  nur  noch  die  Punkte,  wo  sie  die  kleine  Axe  treffen,  mit 
a  zu  verhinden,  und  erhält  vier  Linien,  welche  durch  «  gehen 
und  von  welchen  die  Axen  Stucke  abschneiden  =i;  es  sei  IN 
eines  dieser  Stücke  ;  man  mache  =  ziehe  Ka',  welche  Linie 
verlängert  den  Kreis  in  O'  trifft,  so  ist  GHO[  =  \GHEi  Zwei 
von  den  andern  Auflösungen  fuhren  auf  d're  Trisektion  der  Win- 
kel GHV  und  EliV,  /.,,.,. 


II.   Ueber  eine  Eigenschaft  der  Ellipse. 

(Taf.  VIII.  Fig.  3.  und  Fig.  4.) 

Es  seien  (Taf.  VIII.  Fig.  3.)  OA  =  a  die  grosse  und  O/f  die 
kleine  Halbaxe  einer  Ellipse ;  auf  OA  liegt  der  Brennpunkt  F.  Man 
«iebfe  durch  einen  beliebigen  Punkt  M  auf  dem  Quadranten  AB  die 
Tangente^  welche  die  Verlängerung  toi»  OA  In  /*,  von  OÜ  in  Q  trifft, 
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und  bezeichne  die  Linie  PQ,  welche  die  Hypotenuse  des  rechtwink- 
ligen Dreiecks  OPQ  ist,  mit  h(M),  die  Summe  der  beiden  Linien 
OQ  und  FQ  mit  s{M).  För  einen  andern  Punkt  N  des  Qua- 
dranten erhält  man  durch  eine  ähnliche  Cnnstruktten  die  Grossen 
A(iV)  und*(xV).  üiess  vorausgesetzt,  lässt  sich  die  fragliche  Eigen- 
schaft der  Ellipse  in  folgendem  Satze  aussprechen  f 

Man  bestimme  (Taf.  VIII.  Fig. 4.)  auMZ?  den  Punkt  /),  för  welchen 
h(D)  ein  Minimum  ist,  so  ist  die  Differenz  der  Bögen  BD —  DA 
=  a  —  6.  Man  nehme  ferner  die  Punkte  Dx  auf  BD  und  D%  auf  DA 
an,  so  dass  h(Di)  —  h(D^)  =  s(D),  dann  ist  die  Differenz  von  je 
zweien. der  Bögen  BDX ,  DlD,  DDit  D2A  eine  algebraische  Grosse. 
Ebenso  lässt  sich  der  Quadrant  AB  in  acht  Bügen  theiten,  von 
welchen  je  zwei  um  eine  algebraische  Grösse  differiren,  indem 
auf  BDX  und  D^A  die  Punkte  D3  und  DA,  auf  DlD  und  DD2  die 
Punkte  Db  und  D6  so  bestimmt  werden ,  dass  h  (D3)  =  h  (DA)  =  s(D%) 
und  h(l)5)  =  h(D6)  =r  s(Dt)  ist.  Wenn  man  diese  Construktioo 
auf  den  Kreisquadratiten  anwendet,  wo  F  mit  O  zusammenfallt, 
so  ergibt  sich  die  Einteilung  desselben  in  zwei,  vier,  acht  u.  s.  w. 
gleiche  Theile. 

Es  sei  x  die  Abscisse  eines  Punktes  M  auf  dem  elliptischen 
«* — b* 

Quadranten,  -      -  es&*;  so  ist 


(1)  h(M)=~M  "je?  ' 


/  9M\  i/""2  —  ****   .   A 


j  •  j,  . .. 


Wenn  drei  Punkte  M"%  M' ,  M  auf  dem  Quadranten  liegen,  deren 
Abscissen  xu  >  a?'  >  x  sind ,  und  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass 

BM  +  BW  =  BMF  +  *  * 

od« 

(3)  BJU-WJW^^^-,  ; 

so  finden  folgende  Bedingungagleicbungen  statt,  welche  die  Addl- 
tionsformeln  für  elliptische  Integrale  sind : 


(4) 


V 
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x.a? 


(6)     V^«^'»VS5=^--~,  V^^^aV'SW' 


Man  lasse  erstens  W  mit  A  zusammenfallen,  so  führt  die  For- 
mel (4),  wenn  man  darin  setzt,  anf  die  Gleichungen 

i     .  ,*  .,  .  •  •  • 

•  ■  x  x'   a 

m 

oiler 


(7) 


Durch  Vergleiehung  mit  (1)  ergibt  sich  h{M)  =  h(M').  Zwei 
solche  Punkte,  wie  M  und  J/',  von  deren  Eigenschaften  unten  die 
Rede  sein  wird,  theilen  den  Quadranten  AB  in  drei  T heile,  wo* 
von  die  beiden  äussern  um  eine  algebraische  Grosse  differiren. 
Aus  (3)  und  (7)  erhält  man  nämlich 


Zweitens  soll  rtf'  mit  itf  zusammenfallen  und  die  Abscisse  des 
dritten  Punkts  ilf"  zur  Unterscheidung  £  heissen,  so  ergibt  sich 
aus  der  Formel  (4),  wenn  man  darin  x' =.x  und  x"=i  setzt, 


,  .  -  ■ 

und  aus  (3) 

(10)  Äitf-  MM"  =  A2|  . 

Die  Gleichungen  (7)  und  (H)  zwischen  den  drei  Abscissen 
bezieben  sich  auf  das  System  der  drei  Punkte  M\  M",  M>  welche  so 
liegen ,  dass  nach  (8)  und  (10)  je  zwei  der  drei  Bögen  BM,  WA, 
MM"  um  algebraische  Grossen  differiren. 

Man  bestimme  noch  einen  vierten  Punkt  Mm,  dessen  Abscisse 
$'  ist,  so  dass  h(Mm)~h{M"),  oder  nach  Formel  (7): 


: 


■ 
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elimiolre  aus  dieser  Gleichung  und  aus  (fO)  £,  setze  den  so  erhal- 
tenen Werth  von  x  in  (1),  so  erhält  man: 

Durch  geeignete  Versetzung  der  vier  Punkte  üf,  M'9  Mnt  M*t 
wobei  zu  bemerken  ist*  dass  durch  die  Lage  eines  derselben,  z.  B. 
von  Mn ,  diejenige  der  drei  andern  bestimmt  ist,  erhält  man  die  an» 
gegebene  Eintheihmg  des  elliptischen  Quadranten. 

tt2  4  f  {p—lpX* 

Man  setze  das  Differenzial  des  Ausdrucks  h{M)~  -  V  « 

t  i  für  die  Abscisse  des  Punk- 
a  +  b 

tes  /),  der  durch  die  Eigenschaft  charakterisirt  ist  /«(/>)  =  Min. 
Der  gleiche  Werth  für  x  ergibt  sich  aus  (7),  wenn  x=*x'  gesetzt 
wird.  Durch  Vergleichung  mit  (8)  erhalt  man  BD—DA=iu  —  b. 
Wenn  wir  zunächst  M"  mit  D  zusammenfallen  lassen,  so  fallt 
auch  Mm  auf  D;  die  Punkte  M  und  ilf'  fallen  auf  />,  und  />g, 
welche  nach  (II)  sich  durch  die  Gleichung  /<(/),)= /*(Z)2)  =  Ä(0) 

w  konstruiren  lassen.   Setzen  wir  ferner  in  (9)  und  (10)  g  =  Y 
so  erhalten  wir:  . 

BD%  -  DtA  =  ( V«  -  Vb)  ( V7+6-V*) . 

und  aus  (8):  .  .. 

•  •  ,  t 

durch  Verbindung  mit  BD-DA~a.-b  —  (Va+Vb)(Va-VbU 

-  Dpx  =  (Vc  -  VA)  (  Va  +  i/o  - 

Um  die  Eintheilung  des  Quadranten  in  acht  Theile  auszuführen, 
von  welchen  je  zwei  um  algebraische  Grossen  differiren,  versetzt 
man  Mn  und  Mm>  auf  Dx  und  D2,  so  fallen  M  und  M'  auf  Z)s 
und  Z)4,  und  man  hat,  wie  oben,  A(Z)8)  =  A(Ö4)  ==  ,(/)2) ;  nach- 
her  wird  umgekehrt  M"  und  flf"  auf  Z)a  und  Dx  versetzt,  wo 
dann  M  und  M'  auf  Z>6  und  D6  fallen,  und  es  ist 

k(D5)  =  h(D6)  =  *(Z>,). 


Somit  wäre  der  Quadrant  in  acht  Bilgen  getheilt;  die  Theilpunke 
sind  der  Reihenach  A ,  /)4,  D2,  D6,  D,  D6,  Dlt  Z)3,  B;  durch  die 
Formeln  (8)  und  (10)  können  die  Unterschiede  zwischen  je  zweien 
dieser  acht  Bogen  angegeben  werden. 


j 
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Das  Vorstehende  veird  genügen,  uro  zu  zeigen,  wie  Dan  zw 
Eintheilung  des  elliptischen  Quadranten  in  sechszebn ,  zweiunddreie- 
sig  u.  s.  w.  Theite  fortschreiten  kann.  Bei  der  Theilung  in  sechs- 
zehn Tbeile  kommt  Jtf"  der  Reihe  nach  auf  Z>8,  Z>4,  D6,  die 
Punkte  Mt  JU'  fallendaiin  auf  die  Bogen  BDZ  und  D^A,  D6D  und 
DD6t  D9Dt  und  Z)2Ö4,  DxDb  und  D6Ih 

Die  hier  angegebene  Tbeilung  lässt  sich  mit  einigen  Modifi- 
kationen auf  die  Quadranten  verkürzter  oder  verlängerter  Cycloi- 
den,  Epicycloiden  und  Hypocycloiden  ausdehnen. 

Zwei  Punkte  auf  der  Ellipse,  wie  M  und  M'  (Taf.  VIII.  Fig. 3), 
*ür  welche  die  Gleichung  h{M)=^h(M')  gilt,  haben  folgende,  leicht 
zu  beweisende  Eigenschaften :  Ihre  Normalen  sind  gleich  weit  vom  Mit- 
telpunkt O  entfernt,  diese  Entfernung  ist  gleich  BM—M'A.  Die 
Produkte  ihrer  Krümmungshalbmesser,  der  Abstände  ihrer  Tangen- 
4en  vom  Mittelpunkte,  der  halben  konjugirten  Durchmesser  von  ON 
und  OM$  sind  je  gleich  ab.  Wenn  die  Tangente  von  M  die  verlän- 
gerten Axen  in  P  und  Q  schneidet,  OS  senkrecht  auf  PQ  steht 
und        Q',  S'  dieselbe  Bedeutung  für  M'  haben,  so  ist 

QM=S'P't    MP^Q'S',   QS=M'P,  SP=zQ'M'; 

QM.Q,M'  =  SP.S'P'  =  a*; 

MP.  M*P  =  QS .  Q'S'  =  6* 

Zieht  man  durch  M  Parallelen  mit  den  Axen,  so  wird  dadurch 
P'Q'  in  drei  Stücke  getheilt,  wovon  die  zwei  äussern  beziehlieh 
den  Halbaxeu  gleich  sind.  Das  Produkt  der  Abschnitte  der  Nor- 
malen von  M  und  M'  zwischen  der  Curve  und  der  grossen  Axe 

ist  a=— .  und  zwischen  der  Curve  und  der  kleinen  Axe  oder  ihrer 
a 

Verlängerung  =y.   Aus  dem  hier  Angeführten  lassen  sich  die 

Eigenschaften  des  Punktes  D,  in  welchem  zwei  Punkte,  wie  M 
und  M'f  vereinigt  sind,  leicht  aWeiten. 

Endlich  folgt  noch  die  Auflösung  der  Aufgabe,  einen  Punkt 
M  auf  der  Ellipse  zu  ünden,  wenn  die  Länge  von  PQ,  welche 
oben  h{M)  genannt  wurde,  gegeben  ist.  Man  beschreibe  über 
dieser  Länge  als  Durchmesser  einen  Kreis  und  lege  von  einem 
Endpunkte  desselben  zwei  Sehnen  in  den  Kreis  gleich  a  +  b  und 
a—b,  8o  ist  die  Entfernung  der  andern  Endpunkte  dieser  Sehnen 
gleich  dem  konjugirten  Durchmesser  von  Mf  wodurch  also  dieser 
Punkt  bestimmt  ist.   Die  Construktion  gibt  zwei  Auflösungen. 
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Einfache  Herleitung  des  Gauss'schen  Ausdrucks  für 


li    ■  :    "       ":•  ,        Von     S  < 

Herrn  Dn  Zehfuss, 

Lehrer  der  Mathematik  and  höheren  Mechanik  an  der  höheren  Gewerbe- 

•chnle  cn  Darmatadt. 


Bekanntlich  ist 

1*  =  lim  —r-  oder 

wofür  man  auch,  wenn  n=l:d  gesetzt  wird,  setzen  kann: 

l 

'  Lr  =  !im.n(l  -a*). 

Setzt  man  nun 

•»-rar--  ■ 

so  ergibt  sich  ° 

r(rt= Hm. n^-iy^1  (1— ar^-i&r, 

o 

d.  h.  wenn  #  =     gesetzt  wird: 

II»  =  lim  (1  —  O'1"1  Bt. 


Nach  einer  bekannten  Reductionsformel,  welche,  so  oft  n  eine 
ganze  positive  Zahl  ist,  geschlossene  Resultate  liefert,  ist  aber 

/*  (l_fVi-i/a-i3f_ 1 .      1.2....  (n— 1) 

woraus  direct  folgt: 

i»)gta;"V  ^f'f"11  „»'nn.l.JL       »  m  ^ 


Theil  XXX.  30 
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XL!  II 

Von  der  Auflösbarkeit  der  gamen  rationalen  Funktionen 

wten  Grades  in  Faktoren. 

t 

Von 

'Herrn  Dr.  Am  Ende 

eu  Lu,n gensalz«. 


Bekanntlich  lassen  sich  von  den  unentwickelten  Funktionen 
nur  die  homogenen  ganzen  rationalen  Funktionen  zweier  Veränder- 
lichen in  allen  Fällen  in  iineäre  Faktoren,  also  in  Faktoren  von 
der  Form  ax  +  by-\-  c,  auflösen. 

Es  wird  sich  in  folgender  Untersuchung  darum  handeln,  die 
Bedingungen  festzustellen,  unter  welchen  eine  ganze  rationale 
Funktion  von  mehreren  Veränderlichen  sich  in  Faktoren  auflösen 

lässt. 

Da  die  Funktionen  mit  zwei  Veränderlichen  die  einfachsten  sind, 
und  dieselbe  Methode,  welche  hier  zur  Feststellung  obiger  Be- 
dingungen angewendet  wird,  auch  auf  die  Funktionen  mit  drei  und 
mehreren  Veränderlichen  anwendbar  ist,  so  untersuchen  wir  zuerst 
die  ganzen  rationaleu  Funktionen  mit  zwei  Veränderlichen. 

y 

ff«  I 

Die  allgemeine  Form  dieser  Funktionen  ist: 

(i)  F(*,y)=  j0*»+^-vM^-y+  -M-y 

+  B0x*~*  +  Bxx*~  *y  +  4*"-y  +  ...'•  +  B*-rf~l 
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Substituirt  man  in  diese  Gleichung  für  x  und  y  die  allgemeinen 
Formeln  für  die  Coordinaten Verwandlung  in  der  Ebene,  nämlich: 

x  —  x'cos  fi  —  #Vintt+tf, 

» 

y  =  x'  sin  u  +  y'  cos  tt  +  ß  > 

so  ist  ersichtlich,  dass,  wenn  Gleichung  (1)  zuvörderst  einen  linea- 
ren Faktor,  also  einen  Faktor  von  der  Form  ax  +  by  +  c  hat,  dieser 
hei  passender  Bestimmung  des  Winkels  w  und  der  Grössen  «und/? 
als  einfacher  eingliedriger  Faktor  in  der  Form  x'  resp.  y'  heraus- 
treten wird,  und  dass  im  entgegengesetzten  Falle,  wo  also  die 
Gleichung  (1)  keinen  solchen  Faktor  hat,  die  Bestimmung  der  ge- 
nannten Grossen  sich  als  unmöglich  ergeben  wird. 

Geometrisch  ausgedrückt  wurde  dies  lauten:  Wenn  eine  Curve 
einen  geradlinigen  Theil  hat,  so  wird  die  Gleichung  dieses  Thei- 
les  bei  passender  Verwandlung  der  Coordioaten  in  die  Gleichung 
x' —0  übergehen,  wenn  er  mit  der  y'- Achse,  —  oder  in  die 
Gleichung  y'  =  0,  wenn  er  mit  der  x' -  Achse  zusammenfällt. 

§.2. 

■ 

v 

Die  Bestimmbarkeit  oder  ftichtbestimmbarkeit  der  Grössen 
w,  a  und  ß  unserer  Aufgabe  gemäss  ergiebt  sich  aus  Folgendem: 

Durch  die  Substitutionen  x  =  x'  cOs  u  —  y'  sin«  a  und 
y=ar'sint/  +  y  cosft-f  ß  in  Gleichung  (1)  erhält  man  in  Beziehung 
auf  x'  und  y'  drei  Gruppen  von  Gliedern: 

1.  solche,  welche  mit  Potenzen  von  x'  multiplicirt  sind,  zum 
Theil  aber  auch  y'  als  Faktor  enthalten ; 

2.  solche,  welche  nur  mit  Potenzen  von  y'  multiplicirt  sind; 

> 

3.  solche,  welche  nur  a  und  ß  und  ausserdem  noch  die  Con- 
stante  Q  der  Gleichung  (1)  enthalten. 

In  Beziehung  auf  die  erste  Gruppe  ist  nun  zu  bemerken,  dass, 
wenn  die  Gleichung  (I)  einen  linearen  Faktor  enthält,  oder,  wenn 
x'  als  eingliedriger  Faktor  in  der  durch  die  Substitutionen  erhal- 
tenen Gleichung  heraustreten  soll,  die  beiden  übrigen  Gruppen 
verschwinden  müssen. 

»  *  ' 

Diese  Bemerkung  gewährt  die  Mittel ,  mit  denen  man  zur  Be- 
stimmung des  Winkels  u  und  der  Grossen  «  und  ß  schreiten  kann. 

Es  ist  klar,  dass  zunächst  der  Theil,  welcher  mit  y'*  multi- 
plicirt ist  und  von  unbestimmten  Grössen  nur  den  Winkel  «  ent- 
hält, verschwinden  muss.    Man  hat  für  gerade  n: 

30  * 


« 
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(A0  sin  tt»  —  Ax  sin  w»-1 .  cos  u  +  A%  sin  m"-2  .  cos 

«...  —  ^4n— 1  Sin  tf .  COS  Mn— 1  +  AnCOZH"). 

0 

Für  ungerade  n  beginnen  die  Glieder  mit  —  A0  und  die  Vorzeichen 
sind  dann  ebenfalls  abwechselnd. 

Damit  dieser  Theil  der  durch  die  Substitutionen  erhaltend» 
Gleichung  =0  werde,  rouss  sein: 

A0 sin u*  —  Ax  sin ie"_1 . cos u  j- ....  +  AH cos ?**  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  identisch  mit: 

02)  4,tgN"-4tgtf—H  ....  +il»a0 

oder 

(3)  4, — cotg  m  +  4i  cotg  it*— . . . .  f  An  cotg «»  =  0. 

Die  n  Werthe  von  tg?«,  welche  Gleichung  (2)  Genfige  leisten 
und  dje  wir  im  Anlange  unserer  Untersuchung  alle  als  ungleich 
annehmen,  seien: 

tgti=sr|,  r2,  r3, ....  r«. 

Es  bleiben  somit  noch  «  und  ß  der  Aufgabe  gemäss  zu  bestim- 
men übrig.  Zur  Bestimmung  derselben  genügen  zwei  von  den 
mit  Potenzen  von  y$  multinlicirten  Ausdrücken,  welche  auf  0  ge- 
bracht sind.  Wir  denken  uns,  um  die  Untersuchung  zu  verein- 
fachen, den  mit  y'*-1  und  den  mit  y'*-*  roultiplicirteu  Ausdruck 
gewählt,  von  denen  der  erste  in  Beziehung  auf  «  und  ß  vom 
ersten  Grade,  der  zweite  vom  zweiten  Gtadt  ist  Diese  Ausdrücke 
haSen  demnach  die  Gestalt: 

(4)  N*  -f-  Nß  -f  O, 

(5)  Pa*  +  Qaß  +  Rß*  +  Sa  +  Tß  -f 17. 

Diese  beiden  Ausdrücke  bieten  sich  stets  dar,  wie  später 
bewiesen  werden,  soll,  «in  dem  Falle,  dass  alle  Wurzeln  rg?<  =  r 
verschieden  sind.  Damit  nun  dieselben  Werthe  er  und  ßt  welche 
den  Ausdruck  (4)  =0  machen,  auch  alle  übrigen  Ausdrucke, 
welche  in  Beziehung  auf  et  und  ß  von  höheren  Graden  sind,  =0 
machen,  muss  Ausdruck  (4)  in  diesen  als  Faktor  enthalten  sein. 
Ist  dies  der  Fall,  was  durch  einfache  Division  zu  entscheiden 
sein  würde,  so  dividire  man  mit  Mu  +  iV/5+  O  in  Gleichung  (5), 
damit  hier  der  mit  Ma  +  2V0-f  O  identische  Theil  entfernt  werde. 
Aus  dem  sich  ergebenden  Quotienten, -welcher  die  Form  Jtx  +  Kß+L 
hat,  und  Gleichung  (4)  erhält  man  dann  er  und  ß  der  Aufgabe 
gemäss  bestimmt.  Setzt  man  dann  diese  Werthe  für  a  und  ß  un- 
den  für  tg«  ein  in 
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x'  =  orcosM  +  ^ßin  «  —  (acosu  J-ßsint«)» 

fco  ist  x  cos  w  4- y  sin  «  — («cos  «4-0  sin«)  ein  lineärer  Faktor  der 
ursprünglichen  Funktion.  Ist  dagegen  Ma+Nß+O  nicht  Faktor 
der  «  und'  0  enthaltenden  Ausdrucke,  so  verschwinden  die  mit 
Potenzen  von  y'  multiplicirten  Ausdrücke  nicht,  oder  wenigstens 
nicht  alle,  und  die  Funktion  hat  keinen  linearen  Faktor  filr  die 
Wurzel  tgt*  =  r. 

Dieselben  Untersuchungen  würde  man  nach  Substitution  der 
übrigen  Wurzeln  tg«=r  anzustellen  haben. 

i  3. 

Schneller  als  diese  Methode,  welche  zu  unserer  Untersuchung 
eine  (it  —  l)n»alige  Division  in  dem  Falle  erfordert,  wo  die  Funk- 
tion wirklich  einen  linearen  Faktor  hat,  führt  uns  die  Methode 
zum  Ziele,  welche  sich  ergiebt  aus  der  Bemerkung,  dass  die 
oben  genannte  dritte  Gliedergruppe  der  Substitutiousgleichung 
einen  Ausdruck  giebt,  welcher  der  ursprünglichen  Funktion  (1) 
volUtämlisr  conform  ist,  so  dass,  wenn  man  in  jenem  Ausdrucke 
x  für  a  und  y  für  ß  setzt,  man  wieder  zu  der  ursprünglichen 
Funktion  (1)  gelangt. 

Hieraus  würde  folgen,  dass,  wenn  Funktion  (I)  fiir  die  Wur- 
zel tgM  =  r*  einen  lineären  Faktor  hat,  dieser  =^  +  Ai/+ö 
sein  muss,  oder  umgekehrt:  wenn  J#a  +  iV^+0  ein  Faktor  des 
durch  die  dritte  Gliedergruppe  gebildeten  Ausdruckes  ist,  so  muss 
Mx  +  Ny  -f  O  ein  lineärer  Faktor  vou  Funktion  (1)  sein. 

§.  4. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  wo  zwei  oder  mehrere  Wur- 
zeln tg?«  =  r*  einander  gleich  sind.  Wir  berechnen  zu  diesem 
Zwecke  die  Ausdrücke,  welche  in  Beziehung  auf  a  und  ß  vom 
ersten,  zweiten  und  dritten  Grade  sind.   Man  hat  für  gerade  n: 

(6)  y'»-l[—A0(ntt sinti— *) 

+  Ax  ((n  —  1 )  «  sin  t*"-* .  cos  u — ß  sin  u»-1) 

—  ^{(n — 2)  a  si  n  ii*"** .  cos  u1 — 2ß  si  n  tt*~* .  cos  u) 


+  An-i  ((a  •  cos       — (n — 1)  ß  sin  ti .  cos  un~*) 
— ■  An  ( — nß  cos  M"—1) 

—  J^sin«*-1  f  ß|  sin Mn-*.cos ti—Äa sinn"-3. cos ü*4 .... 

....  —  &n~2  sin  u .  cos  k"~*  4-  Bn-l  cos  m"^1], 
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(?) 

-  4  ~2>  »'8in  «"-'cos  «-  (n  - ain«-«) 

-f  Ja  ^— Wm»»-*  cosM»-2(n-2)«J8«iiitt«-».  com 

-f /SVinu"-4) 


•f      s  (aa  cos  m"-2  —  (n — 2)  2aß  sin  u  cos  m"-3 

(k~2)(ji  —  3)  M  .  „ 
+  j-g        /Fsin  a2cos  «"-*) 

-  ^„-i  (-  (»- 1)  «/Jcos«»-2  +      1  .(2  ~  ^  P*mu  co* 


+  ^„(^^/Pcosu»-^ 


-f  jB0((n  —  1)  «sinti«-2) 

—  ((» — 2)  et  sin  t*"-3 .  cos  u  —  ß  sin  u"-2) 

-|-  Z?a ((«  —  3)  oesin tc*  *.  cos  u2  —  20  sin n»-3 .  cos w) 

-f        (« .  cos  a"-2  —  (« — 2)  ß  st  n  u .  cos  ti»-3) 

—  ßn-i  (—  (n  - 1)  ß  cos  u»-2) 

+  C0sin ü"-2  -  6\ sin  n"-3. fco» u -f  Cjsintt"-4. cos»2  — .... 

.... +G..-1  cos 
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y-'L-^(   i.2.3  -«'»■■"«-'; 

+^((""1)(r.7.!)(n~3)°"i-^-^ 

_(n-l)(n-2)cVa.n|t..,j 

_  4,((— »X»  -    <"  ~  4Jc»ain«.-«,c,SH» 

_2(n-2)(n-3)  „«^^„^.^^„„a^,!,,,,»-»^ 

% 

3(n—3)(n - 4)  ' 
—  «n» am  w"    .  co* 

+  3(n  -  3)«f/5*8inil«-«.co»u— /»»sin  mu~*> 


.  m     /  .  «    (n~3).3.2    ■  . 

-f  J«-,  (««.costi«-8—  - — pj^—  «W"»«cosu«-4 


(n-2).2.1  _  _          _  .  (n-2)(n-3)ft  ^  , 

•    12    «*ftco8M»-»+-  j^g — -2aßH\mi.coBv*-* 

(n— 2)(»-3)(n— 4)  oa  .  a 
 I  ^  ^   pB  sin  u*  cos 
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.  /    «(«— l)(n— 2)  ,\ 
1.1.8 


_  ^(n-l)(»-2)     .  \ 

* 

+ ,  «Hin»—* .  cost*-(n-2)«|Jsinti«-») 

4  *  * 

ö  /(»— 3)<»-4) 

— 2(n — 3)  aß  sin  u***-4.  cos  u 


-Co((n— 2)«sin««-») 

+  (\  ((n — 3)asiDu»-4.costt— j3sint<"-"s) 

—  C2  ((n  -  4)  cc  sin  u»-» .  cos  tta  -  2ß  sin  u«-4 .  cos  u) 


+  Ci-s  («  cos  tt1»-* — (n—  3)  ß  sin  u .  cos  i*"-4) 
-  (n— 2)/J.costt"-») 

■ 

— I>a  sin  **-»  -f  Dt  sin  u»-4 .  cos  u — Z>a  sin       .  cos  ti*  -f- . . .  . 

....  +  Z>„_8  COS  «■-*]• 

....  • 

Für  ungerade  n  wurden ,  wie  leicht  zu  sehen,  die  Anfangsglieder 
AQ9  ß0,  Cq  u.s.  w.  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben  und 
der  Zeichenwechsel  dann  in  entsprechender  Weise  fortschreiten. 

Man  erkennt  leicht,  nach  welchem  Gesetz  die  Glieder  gebil- 
det sind.  Für  gerade  n  wird  das  allgemeine  Glied  mit  dem  Coef- 
ficienten  A  dargestellt  in  der  Form: 


■ 


Digitized  by  Googl 


Grades  in  Faktoren.  449 


i 


Für  die  Coeffieienten  B9C,D  u.  s.  w.  hätte  man  bezie- 
,  hungs weise  n-l,«-2,n-3a.s.w.  för  n  in  diesem 
»  Gliede  zu  setzen  und  bei  w— 1 ,  »— 3,  n-5u.s.w.  das  Vor- 
i     zeichen  zu  wählen,  welches  sich  aus  (—  ergiebt.  • 

Die  Benutzung  des  allgemeinen  Gliedes  für  ungerade  n 
i      ergiebt  sich  von  selbst. 


Bezeichnen  wir  die  identischen  Gleichungen  (2)  und  (3)„ 
welche  die  n  Wurzeln  tg  u  =  r*,  respective  cotgK»-,  ent- 
halten, vou  denen  jetzt  zwei  einander  gleich  sein  sollen, 
der  Kürze  wegen  mit  /"(tg«)  und  qp(cotgw),  so  haben  wir  also : 

/(tgii)  =  0  und  g)(cotgt<)=0. 

Für  den  Fall,  dass  zwei  Wurzeln  einander  gleich  sind, 
muss  der  erste  Differentialquotient  von  f(tgu),  respective 
9  (cotg  u),  ebenfalls  =0  sein,  also: 

/•'(tg»)=0  und  ay(cojtgtc)  =  0. 

Betrachten  wir  nun  die  Coeffieienten  von  a  und  ß  in  (6), 
so  bilden  ihre  Summen  bezüglich  die  Differentialquotienten 
von  /"(tg«)  multipticirt  mit  cos«11-1  und  <jp(cotgw)  multiplicirt 
mit  s\nun~lf  so  dass,  wenn  wir  diese  Coeföcientensummen 
mit  M  und  2V  bezeichnen, 


./"(tg«), 

I 

^  N = sin  M*-1  <p*  (cotg  tt) 

l    ist  Für  zwei  und  mehr  gleiche  Wurzeln  tg  u = r*  ist  folglich : 

üf  =  0  und  iV=0. 

Es  können  nun  zwei  Fälle  eintreten,  nämlich  das  weder 
a  noch  ß  enthaltende  Glied  O  in  (6)  ist  entweder  =0  oder 
nicht  =0. 

L  Es  sei  O=0. 

In  diesem  Falle  ist  der  in  Beziehung  auf  «  und  ß  quadra- 
tische Ausdruck  in  (7)  zu  untersuchen.  Es  sind  hier  drei 
Fälle  möglich: 

a)  F(a,  ß)  ist  durch  diesen  quadratischen  Ausdruck 
theilbar ; 


3*  b)  F(a,  ß)  ist  nur  durch  einen  linearen  Faktor  davon 

I  theilbar; 
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c)  F(a,  ß)  ist  weder  durch  den  quadratischen  Ausdruck  noch 
dureh  einen  lineären  Faktor  davon  t  heil  bar. 

Im  ersteren  Falle  ist  der  Ausdruck  entweder  rein  quadratisch, 
und  die  Fuoktion  hat  alsdann  zwei  gleiche  lineäre  Faktoren ;  oder 
er  ergiebt,  falls  er  sich  in  zwei  Faktoren  zerlegen  liest, 
zwei  verschiedene  Faktoren,  in  welchem  Falle  also  die  Funktion 
für  zwei  gleiche  Wurzeln  tgu  =  r*  zwei  verschiedene  lineäre 
Faktoreo  hat. 

Ist  F(a,  ß)  nicht  durch  den  quadratischen  Ausdruck  theilbar, 
so  hätte  man  zu  untersuchen,  ob  ein  Faktor  davon  in  F(«,  ß) 
ohue  Rest  enthalten  wäre. 

Ist  auch  dies  n  icht  der  Fall ,  so  hat  die  Funktion  für  die  bei- 
den gleichen  Wurzeln  keinen  Faktor. 

%  Es  sei  O  nicht  =0. 

In  diesem  Falle  ist  kein  Faktor  vorhanden,  indem  alsdann 
y«-1  nicht  wegfallen  würde. 


§.  * 

.  i. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  es  seien  drei  Wurzeln  tgti  einander  gleich. 

Wir  setzen  hier  voraus,  dass  O=0  ist,  da  ohne  diese  Vor- 
aussetzung 4'ie  Unmöglichkeit  des  Vorbandenseins  von  Faktoren 
sich  sofort  ergeben  würde. 

Es  ist  dann: 

üf=0,  iV=0,   O=0,  P=0,   Q=0,  J?=0; 

wo  P,  Q  und  R  die  Coefficienten  des  in  Beziehung  auf  «  und  ^ 
quadratischen  Theiles  in  (5)  bezeichnen,  denn  es  ist: 


pÄ^-.r(tg«o. 

n_  9(tgtf.y— Hcotgti)} 

U  —  -cosm  ötgM 

■ 

_     »in«"—*    „ .  . 
R  =  -  |72~ •  9  (cotg t<). 


I>a»s  die  mit  B,C,Du.&.  w.  behafteten  Coefficientensummen 
in  derselben  Weise  ,  wie  die  mit  A  behafteten  zu  untersuche» 
sind,  ergiebt  sich  nun  von  selbst. 
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Bezeichnen  5,  T  und  U  die  Coefficienten  des  lineären  Thei- 
Jee  in  (5),  so  sei  jetzt: 

1)  5=0,    T  =  0,  17=0. 

In  diesem  Falle  ist  der  in  Beziehung  auf  c  und  0  cubische  Aus- 

'  druck  zu  untersuchen.  t- 

Entweder  ist  dann  F(«,  ß)  durch  diesen  cubischen  Ausdruck 
theilbar  und  die  Funktion  hat  in  diesem  Falle  entweder  drei  gleiche 
lineare  Faktoren,  oder  zwei  gleiche  und  einen  ungleichen,  oder 
drei  ungleiche,  oder  einen  kubischen ;  oder  sie  ist  nur  durch  einen 
quadratischen  Faktor  davon  theilbar,  in  welchem  Falle  sie  ent- 
weder nur  diesen  quadratischen  Faktor,  d.  h.  keinen  lineären  Fak- 
tor hat,  wenü  sich  derselbe  nicht  wieder  zerlegen  lässt,  oder, 
wenn  er  sich  zerlegen  lässt,  zwei  gleiche  oder  zwei  ungleiche 
lineäre  Faktoren;  oder  sie  ist  nur  durch  einen  lineären  Theil 
davon  theilbar,  in  welchem  Falle  sie  nur  einen  einzigen  lineären 
Faktor  hat;  oder  endlich,  es  tritt  keiner  von  den  genannten  Fäl- 
len ein  und  die  Funktion  bat  für  die  drei  gleichen  Wurzeln  tgu=r* 
keinen  Faktor,  weder  eiuen  lineären,  noch  einen  kubischen. 

2)  Es  sei  5  =  0,  7=0,  aber  ü  nicht  =  0. 

In  diesem  Falle  ist  kein  Faktor  vorhanden. 

9 

3)  Es  sei  einer  von  den  Coefficienten  5,  T  und  U  =0. 

Alsdann  hätte  man  zu  untersuchen,  ob  Sa+Tß  in  F(«,  ß) 
ohne  Rest  enthalten  wäre,  in  welchem  Falle  die  Funktion  für  die 
drei  gleichen  Wurzein  einen  lineären  Faktor  hätte. 

Wir  bemerken  hier,  dass  der  Fall,  dass  5=0,  während  T 
nicht  =0,  oder  umgekehrt,  nicht  eintreten  kann,  da  man  hat: 

Ä=-costt—V(tgn), 

y^sinti"-2^^0^«)» 

Ist  nun  tp' (tgu)=0,  so  rouss  auch  (cotgK)=0  sein,  folglich 
ist  immer  7'=0,  wenn  5=0,  und  umgekehrt. 

Ist  5  nicht  =0,  so  ist  also  auch  T  nicht  =0.  Es  bietet  sich 
hier  demnach  nur  der  einzige  Fall  Sa  +  Tß  für  die  Untersuchung 
dar,  da  man  für  5  =  0,  T  =  0  und  ü  nicht  =0  den  Fall  2)  hat 

4)  Es  sei  weder  5,  noch  T9  noch  ü  =0. 

In  diesem  Falle  ist  zu  untersuchen,  ob  .Sa  -f  Tß  +  ü  in 
F(o,  ß)  ohne  Rest  enthalten  ist. 
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Da  man  leicht  sieht,  dass  die  Untersuchungen  für  vier  und 
mehr  gleiche  Wurzeln  tpu  =  r*  in  derselben  Weise  anzustellen 
sind,  so  beendigen  wir  hiermit  diesen  Theil  unserer  Aufgabe, 
welcher  die  Funktionen  mit -zwei  Veränderlichen  zu  betrachten 
hatte  und  wenden  uns  nunmehr  zur  Betrachtung  der  ganzen  ratio- 
nalen Funktionen  mit  drei  Veränderlichen. 

i        -  ■ 

«•  6. 

Folgende  Untersuchung  soll  nun  noch  Zeigen,  in  welcher  Weise 
die  gefundene  Methode  auch  auf  die  Ermittelung  der  Faktoren  von 
Funktionen  mit  drei  Veränderlichen  anwendbar  ist. 

Es  bandelt  sich  hier  zunächst  um  die  Aufsuchung  eines  HoeX- 
ren  Faktors  von  der  Form  ax  -f  by  +  cz  +  d.  Hat  die  Funktion 
einen  solchen  Faktor,  so  liegt  auf  der  Hand,  dass  der  Theil  die- 
ses Faktors,  welcher  cz  nicht  enthält,  d.  h.  nx  +  by  +  d ,  sich  aus 
der  Summe  von  Gliedern  der  vorliegendes  Funktion  finden  lassen 
muss,  welche  z  nicht  enthalten.  Untersucht  man  dann  den  Theil 
der  Funktion,  welcher  y  nicht  enthält,  so  wird  man  entweder 
ax  +  cz+d  selbst  hier  als  lineären  Faktor  finden,  oder  doch  einen 
solchen,  welcher  durch  Multiplikation  mit  einer  constanten  Grosse 
<Kr+cx  +  d  giebt.  Endlich  wird  man  noch  den  Theil  der  Funktion 
zu  untersuchen  haben,  welcher  x  nicht  enthält,  und  es  wird  jetzt, 
vorausgesetzt,  dass  die  Funktion  den  Faktor  ax  +  by\ez\d  bat, 
sich  by  +  cz  \  d  entweder  von  selbst  oder  durch  passende  Multi- 
plikation ergeben. 

Für  Funktionen  von  mehr  als  drei  Veränderlichen  wurde  sich 
dieselbe  Metbode  zur  Auffindung  von  Faktoren  anwenden  lassen. 
Man  sieht,  dass  man  bei  einer  ganzen  rationalen  Funktion  von 

n  Veränderlichen  — j— 2 —  Untersuchungen  in  Beziehung  auf  Funk- 
tionen zweier  Veränderlichen  anzustellen  hätte.  Wir  gehen  jedoch 
hierauf  nicht  weiter  ein ,  da  sich  das  Weitere  nunmehr  von  selbst 
ergieht  und  die  Resultate  überdies  keine  geometrische  Bedeu- 
tung mehr  hätten. 


1 
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XMV. 

Neue  merkwürdige  Formel  für  den  körperlichen  Inhalt 
•chief  abgeschnittener  Prismen,  mit  besonderer  Rück- 
sicht auf  die  wichtigen  Anwendungen,  welche  sich  von 
derselben  zur  Berechnung  der  aufzutragenden  un<l  ab- 
zutragenden Erdkörper  bei  Eisenbahnbauten,  Wiesen- 

* 

anlagen  und  allen  Nivellirungsarbeiten  machen  lassen. 

Von 

dem  Herausgeber. 

•  I. 

Man  kennt  die  Formel,  mittelst  welcher  der  Inhalt  eines  schief 
abgeschnittenen  dreiseitigen  senkrechten  oder  geraden  Prismas 
bestimmt  wird,  und  weiss  auch,  wie  wichtig  diese  Formel 
für  die  Berechnung  der  aufzutragenden  und  abzutragenden  Erd- 
körper hei  Eisenbahnbauten,  Wiesenanlagen  und  überhaupt  allen 
Nivellirungs- Arbeiten  ist,  indem  es,  insbesondere  wenn  diese  Erd- 
kürper  von  unregelmassiger  Gestalt  sind ,  wohl  überhaupt  keine 
andere  Methode  zu  der,  für  die  Veranschlagung  solcher  Arbeiten 
so  wichtigen  Berechnung  der  auf-  und  abzutragenden  Erdkörper 
als  die  Anwendung  der  erwähnten  Formel  geben  dürfte  Bekannt- 
lich erfordert  die  Anwendung  dieser  Formel  dieKenntniss  der  drei 
Höhen  des  Prismas  und  des  Inhalts  seiner  horizontalen  Grundfla- 
che. Die  Messung  der  drei  ersteren  ist  mit  Hülfe  der  Nivellir- 
Latte  und  des  Nivellir- Instruments  mit  aller  erforderlichen  Ge- 
nauigkeit leicht  ausfahrbar  und  unterliegt  nicht  der  geringsten 
Schwierigkeit.  Anders  verhält  es  sich  aber  mit  der  Bestimmung 
des  Inhalts  der  horizontalen  Grundfläche,  welche  die  Messung  der 
horizontalen  Projectionen  der  drei  Seiten  der  oberen  schiefen 

■ 

» 
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Grundfläche  in  Anspruch  nimmt,  und  mit  der  erforderlichen  Ge- 
nauigkeit nie  ohne  namhaften  Zeitaufwand  ausführbar,  in  der  Praxis 
selbst  zuweilen  nicht  von  allen  Schwierigkeiten  frei  ist.  Ueber- 
dies  muss  man  aus  diesen  drei  gemessenen  Projectionen  den 
Inhalt  der  horizontalen  Grundfläche  nach  der  bekannten  Formel 
für  den  Inhalt  des  Dreieks  aus  seinen  drei  Seiten  berechnen,  wozu 
die  Ausziehung  einer  Quadratwurzel  erforderlich  ist,  die  sich  in 
diesem  Falle  nicht  wohl  anders  als  nach  der  gewöhnlichen  ele- 
mentaren Methode  oder  mittelst  der  Logarithmen  ausführen  laset. 
Um  diese  etwas  weitläufige  Rechnung  zu  umgehen,  misst  man 
auch  wohl  nur  die  horizontale  Projection  einer  Seite  der  oberen 
schiefen  Grundfläche  und  deren  horizontalen  Abstand  von  der  ge- 
genüberstehenden Ecke  dieser  Grundfläche,  wodurch  man  sich  eine 
Seite  und  die  entsprechende  flöhe  der  horizontalen  Grundfläche 
verschafft,  woraus  mau  dann  deren  Inhalt  leicht  berechnen  kann; 
aber  diese  Messung  genau  auszuführen,  ist  nicht  ganz  leicht  und 

nimmt  ziemliche  Zeit  in  Anspruch. 
« 

Alle  diese  Schwierigkeiten  werden  vermieden,  wenn  man  im 
Besitz  einer  Formel  ist,  mittelst  welcher  man  den  Inhalt  des  Pris- 
mas aus  seinen  drei  Höhen  und  den  drei  Seiten  der  oberen  schiefen 
Grundfläche  berechnen  kann,  weil,  wie  schon  gesagt,  die  Mes- 
sung der  ersteren  mittelst  der  Nivellir-Latte  und  des  Nivellir- In- 
struments mit  grosser  Genauigkeit  leicht  ausführbar  ist,  und  die 
Messung  der  letzteren  nur  die  unmittelbare  Anlegung  des  Maaus- 
stabes  erfordert,  wozu  ich  noch  bemerke,   dass  atreh  jede  Höhe 
der  oberen  schiefen  Grundfläche  sehr  leicht  mit  dem  Maass*tabe 
gemessen,  und  also  der  Inhalt  dieser  Grundfläche  einlach  aus 
Grundlinie  und  Höhe  berechnet  werden  kann.     Eine  allen  diesen 
Erfordernissen  entsprechende  Formel  für  den  Inhalt  schief  abge- 
schnittener gerader  dreiseitiger  Prismen  will  ich  nun  entwickeln, 
welche  ich  auch  in  theoretischer  Rücksicht  für  sehr  merkwürdig 
und  für  eine  Bereicherung  der  elementaren  Stereometrie  zu  halten 
geneigt  bin,  so  dass  es  mir  sehr  wünsebenswerth  scheint,  dass 
dieselbe  künftig  in  den  stereometrischen  Elementar-Unterricht  und 
die  betreffenden  Lehrbücher  aufgenommen  werde,  namentlich  auch 
deshalb,  weil  dieselbe  Gelegenheit  zu  so  vielen  wichtigen  prakti- 
schen Anwendungen  darbietet. 


In  Tar.Vill.Fig.l.  sei  ABC  die  untere  Grundfläche  des  schiel 
abgeschnittenen  geraden  dreiseitigen  Prismas  AßCA'ß'V,  auf  wel- 
cher die  drei  Höhen  AA' ,  BB' ,  CC  desselben  senkrecht  stehen, 
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und  A'B'C  sei  die  obere  schiefe  Grundfläche  desselben.  Der 
Kurze  wegen  bezeichne  man  die  Inhalte  der  beiden  Grundflächen 
ABC  und  ÄB'C  respective  durch  A  und  A'  und  setze: 

BC  =  «,    CA  =zß,   AB  =y; 

AA'  =a,   BB'=b,    CC  =c; 

B'C'  =  a',  C'A'=:b',  A'B'=c'. 

Nach  einer  bekannten  Formel  der  ebenen  Geometrie  ist 

*  ■ 

16zf*  =  2«*/**  +  2/JV + 2y V  -««-/^-y* 
Offenbar  ist  aber 

a»=a'*-(6-c)*,   0»=6'»-(c-a)*,  /»^«-(a-o)*; 
folglich : 

16^*=    2{a'a—  (6-c)*H6'*—  (c— a)*| 

t 

+  2{6'*— (c— a)*|  |c'«— (*— 6)*| 
+  2 |c'* -  («-*)*}  { a'*-  (6  -  c)*\ 
-  | a'*  -  (6 — c)* }»  -  \ 6'*  -  (c  -  a)*  J»  _{c'*-(a- o)»  !* , 

woraus  man  nach  gehöriger  Entwickelung  der  einzelnen  Theile 
dieses  Ausdrucks  die  folgende  Formel  erhält: 

16.**=    2a'*©'* + 26' V*  +  2c' V*  -  a'*  ~  ©'♦-  c'« 
-2(«-6)*(a'*+6'*— c'*) 
-2(6-c)*(6'*  +  c'*-a'*) 
_2(c  — o)*(c'*  +  a'*— 6'*) 

+  2(a  ~  6)*  (6 — c)*  +  2(o  -  c)*  (c  -  «)*  +  2(c  —  a  )*  (a  -  6)* 
-(a_6)4-(6  —  c)4— (c-a)« 

Nun  überzeugt  man  sich  leicht  von  der  Richtigkeit  der  auch 
an  sich  merkwürdigen  allgemeinen  algebraischen  Relation: 

* 

1) 


2  (o — 6)*  (0  —  c)*  +2(6-  c)*  (c  —  «)*  f  2  (c  -  «)*  (a  -  A)* 
-(a-.6)*-(6-c)*-(c~a)* 


und  es  ist  also  nach  dem  Vorhergehenden: 


■ 
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-2(a-o)»(n'*+6'a-c'*) 

*  *        — 2(Ä  — c)2  (6'*  +  c'a— a'*) 

-2(c-<i)«(c'»  +  a'»--&'«), 

oder,  weil  nach  der  schon  oben  angewandten  Formel  der  ebenen 
Geometrie 

16^'*  =  2a'«6'*+2o'V*  +  2e'V*—  a'4  — 6'«— c'* 

2)  .   .     16^=l6^,a-2(a-6)a(a'a+6'»— c1«) 

-2(6— c)*(6'a+c'«— «,a) 
-2(c— a)a(c'«  +  a'*-6'*) 

oder 

3)  16^=16J'a-2fl'a{  (a-6)a-(6-c)a+(c-c)aJ 

—  lb'*  |    (a — 6)a  +  (6  -  c)»  —  (c— a)a) 
-2c'«{-(a-6)a  +  (6-c)»+  (c-a)»). 

Leicht  ergiebt  sich : 

(a — 6)2  _  (6  -  c)a  +  (c  -  «)* = -  2  (a  -  6)  (c  -  a) , 
(„  -  6)2  +  (6  -  C)*  -  (c  -  «i)a = - 2  (6  -  c)  (a  -  6) , 
-  (a  -  6)*  +  (6  -  c)»  +  (c  -  a)* = -  2  (c  -  n)  (6  -  e) ; 

nnd  es  i»t  also: 

UyJ*z=\GJ'2  +  4a'a  (a— b)  (c— «)  +  46'a(6— c)  (o— 6)+4c'a(c—  a)(6-c) 

odcT 

n'Ha-b){c- a)  -f  6'a(6-c)(tt-6)  4-  c'a(c- 
/4*=^r*  +   4  ' 

oder  auch: 

^     Jtmt9t  a'Ha-b) (c-g)  -f  6'a(6-c)(q-6)  +  c'a(c-/Q 
und  folglich: 

4)  _ 

j^j'y  1+  — j^Ti 
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i 

Bezeichnen  wir  jetzt  den  Inhalt,  des  schief  abgeschnittenen 
dreiseitigen  geraden  Prismas  ABCA'B'C  durch  P,  und  denken 
uns  durch  A'  eine  mit  ABC  parallele  Ebene  gelegt,  wodurch  das 
schief  abgeschnittene  dreiseitige  gerade  Prismain  ein  gerades  dreisei- 
tiges Prisma  und  eine  vierseitige  Pyramide  zerfallt  wird ;  so  ist,  wenn 
wir  das  von  A  oder  A'  auf  die  Ebene  BCB'C  gefällte  Perpendikel 
durch  h  bezeichnen,  offenbar: 


—Alö+Jr-  ä  )«Ä  ,i 

=  («  +  3  ).i«Ä, 


1  i 


v'  • 


Also  ist  nach  4): 

6) 


p     jA+^if  i  .  a/2(fl-fe)(c-a)f  6,2(6-c)(a-6)-rc^(c-fl)(6-  c) 
^=      3       T  1+~  4^» 

und  wenn  man 
tf)       .   .   .   .   .   .   2*'  =  u'  +  6'-f  <?' 

setzt,  so  ist  bekanntlich:  ?  it.  . 

*)  Wenn  ABCA'B'C  in  Tal  Till.  Fig.  II.  ein  beliebige*  dreiseitige« 
Prisma  ist,  so  kann  man  sich  dasselbe,  indem  man  durch  AA'  eine  mit 
BCB'C  parallele  Ebene  legt,  zu  einem  Parallelepipedon  ergänzt  denken, 
Ton  welchem  das  dreiseitige  Prisma  die  Hälfte  ist  Bezeichnet  man  nun 
die  Entfernung  der  Kante  AA*  von  der  Seitenfläche  BCB'C',  d.  h.  ein  Ton 
einem  beliebigen  Punkte  fn  AA'  tut' BCB'C  gefälltes  Perpendikel  dnreb 
ff,  so  ist  ll. BCB'C  der  Inhalt  des  Parallelepipedon«,  folglich 

Prisma  ABCA'B'C  =  \B.BC&C; 
und  tat  BCB'C  ein  Rechteck,  so  ist 

Prisma  ABCA'B'C  =  \B.BC  SP. 

Dieser  Sats  ist  oben  bei  der  Bestimmung  des  Inhalts  von  P  in  An- 
wendung gebracht  «osdea,  und  kann  uberbaapt  häufig  bei  Körperbe- 
rechnungen mit  grossem]  Tortheil  angewandt  werden,  weshalb  man  Iba 
in  die  Elemente  aufnehmen  sollte. 

Tkeil  XXX.  31 
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8)   ...   .    J'  =  Sf /<!'>-•')  (✓  -  J  &) , 

.a4°  1  ;  .  ...  ...      .i    r  ■*    \.  ** 

'>  ;  ,:  9)  :   *  *  -M 

3      VI+  4,'(<-^-(l'r-.^-c'X 


oder: 

; 


>  *  t  i  #  i  .        i  % 

10) 


(a±b  \c)A\[  4(«^(fl-6)(c-o)4-6^(6-c)(g-6)-H/»(c^a)(6-C)i 

Formeln,  durch  welche  nun,  wie  verlangt  wurde,  P  bloss  durch 
a,  b,  c  uod  a',  6',  c'  ausgedrückt  ist 

lu  der  Praxis  wird  man  sich  am  besten  der  Formel  6)  be- 
dienen, indem  man  den  Flächeninhalt  A'  der  oberen  schiefen  Grund- 
fläche A'B'C4  durch  Messung  nur  einer  Seite  und  der  dieser 
Seite  entsprechenden  Hübe  des  Dreiecks  A' B'O  bestimmt,  was 
nie  einer  Schwierigkeit  unterliegt  und  immer  mit  der  erforderlichen 
Genauigkeit  durch  unmittelbare  Anlegung  des  Maassstabes  aus- 
führbar ist  *). 


III. 

Wenn  die  Ebene  A'B'C  nur  wenig  von  der  horizontalen  Lage 
abweicht,  was  bei  praktischen  Arbeiten  häufig  der  Fall  sein  wird, 
so  sind  die  absoluten  Werthe  der  Differenzen  a — b,  b — c,  c~a 
nur  klein,  und  es  wird  also  auch  der  absolute  Werth  der  Grösse 

a»(a-  b)  (c— a)  +  6"(6  -  c)  (q  -  b)  +  c»(c  -  q)  (6  -  c) 
nur  klein  sein.   Setzen  wir  also 

■  k  V  #     I  4  "  *  I         •  *  # 

in  c_  a"(q-6)(c-fl)  +  6/a(6-c)(<»-6)+  c"(c-«)(*-c) 
11)   Cr.         .  _  _ 

t.        ■  .■  ».■.-.. 

und  folglich  nach  6):  4  .  V:  • 


*)  Wenigeten«  die  bps  hierher  entwickelten  Formeln  möchte  ioli  *w 
fciinfiigen  Aufnahme  io  den  «tereometrigchen  Elementar -Unterricht  ind 

die  betreffenden  Lehrbücher  «ehr  empfehlen.  '  <*  "  <  •». 
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so  kann  in  solchen  Fällen  zur  Berechnung  der  in  dieser  Formel 
vorkommenden  Quadratwurzel  vorteilhaft  das  ßinomial  -  Theorem 
angewandt  werden,  wodurch  wir  den  folgenden  Ausdruck  erhalten: 

13) 

n^(*+b+c)J'  1         1.3  1.3.5 

■  ... 

oder  , 

14) 

P =  ^  C1  -  i£-i£4 -  B  £S  -  128  *~  —> ' 

weicher  eine  desto  leichtere  Rechnung  gewährt  ,  je  kleiner  e  ist. 


IV. 

Nach  einem  bekannten  Satze  der  Lehre  von  den  Projectionen 
ist,  wenn  i'  den  Neigungswinkel  der  Ebene  A'B'C  gegen  den 
Horizont,  d.h.  im  Allgemeinen  gegen  die  Ebene  ABC,  bezeichnet; 

^  =  4'cost', 

also  nach  4)  offenbar 

i5)  ■  ' 

COS  §  —  yj   m.  -f  4<^**  " 

folglich : 

16) 

.  {n       a»(a -6)(c-fl) +  b»(b-c) (a-b) +  c"(c - «)  (6- c) 
woraus ! 

17) 

V  —  { a»(a  -  b)  (c—  a)  +  b'*(t>—c)  (o— 6)  +  c*(c— a)  (b-cT) 
sint  =   -   

oder  1 

18) 

_  V  q"(q-6)(q-c)  +  6*(6-g)(6-q)  +  c*(c-q)  (c-6) 

folgt,  welche  Formeln  gleichfalls  sehr  bemerkenswertb  nnd  man- 
cher Anwendungen  fähig  sind. 
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Wenn  in  Taf.  VIII.  Fig.  HI.  die  Schwerpunkte  der  Dreiecke 
ABC  und  A'B'C  respective  5  und  S'  sind,  so  ist  bekanntlich 


AD  =  BD,  A'D*  =  B'D*  y  SD=z\CS,  S'D*  =  »C'Ä' ; 

woraus  zunächst  auf  der  Stelle  erbellet,  dass  die  Linie  SS1,  wel- 
che die  Schwerpunkte  der  beiden  Grundflächen  des  Prismas  mit 
einander  verbindet,  den  Kanten  AA' ,  BBf ,  CC  des  Prismas 
parallel  ist,  und  daher  auf  ^ßCsenkrecbt  steht  Ferner  ist  nach 
einem  leicht  zu  beweisenden  Satze  vom  Trapeziuro*): 

DD*  =  \.AA*  +  \.BB', 

SS'  =J.Z>/>'+i.CC'; 


folglich : 
oder 


SS'  =  J .  AA*  +  \ .  BB>  +  i  CC 


Bezeichnen  wir  also  die  Entfernung  der  Schwerpunkte  der 
Dreiecke  JßC  und  A'B'C,  nämlich  der  beiden  Grundflächen  des 
schief  abgeschnittenen  geraden  dreiseitigen  Prismas,  von  einander, 
oder  nach  dem  Vorhergehenden  die  Entfernung  des  Schwerpunkts 
der  oberen  Grundfläche  von  der  unteren,  durch  E,  so  ist  nach  5): 


19)  

und  nach  6)  ist: 


P  =  EJ, 


...  . 


•)  Wenn  in  Taf.  VIII.  Fig.  IV.  in  dem  Trapexium  AA'BB'  mit  AA' 


nnd  BB'  die  Parallele  CC'  gezogen  ist,  so  erhellet, 
eine  Parallele  mit  A'B1  legt,  anf  der  Stelle,  das« 

CC'  =  Ai'  +  (Bß'-AA').lß 

__  AA'  .(AB  —  AC)  -f-  BB'.AC 
~~  AB 

_AA'.BC+BB'.AC 
~~  AB 


oder 


ist. 


CC 


„  BC 
AB 


AA'.^  +  Bß'.'^ 


,  AC 
AB 


durch  i 


•t 
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20) 

- .-    •  .  .    -      •  •  - 


VI. 

l 

Ein  schief  abgeschnittenes  gerades  Prisma  von  beliebiger  Sei- 
tenzahl kann  man,  wie  Taf.  VIII.  Fig.  V.  zeigt,  immer  in  mehrere 
■chref  abgeschnittene  gerade  dreiseitige  Prismen  zerlegen,  deren 
untere  und  obere  Grundflächen  wir  mit  Bezug  auf  die  genannte 
Figur  durch 

4f  *i  \   4ü»  *%\    Jz,  J9'i   A4,  AJ\   A6,  Ah* 

*  ,  » » 

*    ■ 

bezeichnen  wollen.  Bezeichnen  wir  dann  ferner  die  Entfernnngen 
der  Schwerpunkte  der  Grundflächen  dieser  schief  abgeschnittenen 
geraden  dreiseitigen  Prismen  von  einander,  welche  nach  V.  zu- 
gleich die  Entfernungen  der  Schwerpunkte  der  oberen  Grundflächen 
Ton  der  unteren  Grundfläche  des  ganzen  Prismas  sind,  respective 
durch  i 

Ei» .  E%9  Et9  Eif  Et 

und  den  Inhalt  des  ganzen  schief  abgeschnittenen  Prismas  durch 
P;  so  ist  nach  19) : 

P  =  EXAX  +  E%A%  -f  EtAt  +  E4AA  +  E5At. 

Nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  ist  aber,  wenn  wir  die  Ent- 
fernung des  Schwerpunktes  der  oberen  Grundfläche  des  ganzen 
schief  abgeschnittenen  Prismas  von  dessen  unterer  Grundfläche 
durch  E  bezeichnen: 

Ax'  +  A%*  +  AJ  +  A1+AJ 


•  1 


oder,  wenn  A1  den  Inhalt  der  ganzen  oberen  schiefen  Grundfläche 
unseres  Prismas  bezeichnet,  so  dass 

A*  =  AX*  +  AJ  +  AZ*  +  A1+AJ 

ist: 

EA' =zExAx'  +  E+AJ  +  E%AZ*  +  E4AS+  E*AJ , 

folglich  auch,  wenn  »'  den  Neigungswinkel  der  oberen  Grund- 
fläche gegen  die  untere  bezeichnet: 

EJ'cosi' 

s=  Ek Ax '  cos  i*  \  E*A%'  cos  V  f  E^A^cob  i4  -f-  £4^4'  cos  V  -f  EhAk4 cos  i*t 
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..     1/  ,  .  a'»(g— 6) (c—a)  4- 6,«(A—c)(a-6)  +  c/»(c—a)(fr-c) 

1  =V  1+  — w-*)v-w-*fi   ' 


COS 

wo  wie  früher 

2*'  =  a'  +  o'  +  c' 

ist,  oder 


OOS 


„„jA  ,  Ma'Ha-b)(c-anb'^b-c)(a-b)+c^c-a)(b-c)\ 
1  l  +  (a'+6'  +  c')(6'  +  C— a/)(<^'+V-6')(tf'+o'-^, 

also,  wenn  ^/  und  A1  wie  oben  die  ganze  untere  und  obere  Grund- 
fläche des  schief  abgeschnittenen  mehrseitigen  Prismas  bezeich- 
nen, da  nach  dem  schon  mehrfach  angewandten  Satze  voa  den 
Projectionen  allgemein  A=.A*  cos  t'  ist,  nach  21): 


22) 


=  EA'^ 


-  (a— b)  (c— a)  -f  bl2{b—c)  (ä—b)  -f  c'*(c— a)  (6-c) 


oder 


4ö2  Gr  untre:  Neue  merkwürdige  Formel  für  den 

also  nach  dem  schon  oben  angewandten  bekannten  Satze  von  den 
Projectionen,  wenn  4  den  Inhalt  der  ganzen  unteren  Grundfläche 
unser*  Prismas  bezeichnet: 

EA  =  Ex  A±  -\-  E^A^  -|-  E^A}  •{■  E^  A^ -f- E6A$. 

Daher  ist  nach  dem  Obigen: 

21)  P=EA, 

und  die  eben  für  da«  schief  abgeschnittene  gerade  dreiseitige 
Prisma  bewiesene  Formel  19)  gilt  daher  allgemein  fär  jedes  schief 
abgeschnittene  gerade  Prisma  von  beliebiger  Seitenzahl 

Aus  der  bekannten  Coostruction,  durch  welche  man  den  Schwer* 
punkt  einer  beliebigen  geradlinigen  Figur,  die  man  in  Dreiecke 
zerlegt  hat,  nach  und  nach  aus  den  Schwerpunkten  dieser  Drei- 
ecke zu  finden  pflegt,  erhellet  auf  der  Stelle,  dass  die  Entfernung 
E  des  Schwerpunkts  der  oberen  Grundfläche  unsere  Prismas  von 
seiner  unteren  Grundfläche  die  gerade  Linie  ist,  welche  die  Schwer- 
punkte  der  beiden  Grundflächen  mit  einander  verbindet. 

Wenn  man  in  der  oberen  schiefen  Grundfläche  unsere  Pris- 
mas drei  ganz  beliebige  Punkte  A1,  B*9  C*  annimmt,  deren  Ent- 
fernungen B'C,  C'A't.A'B.  oder  «',  6',  c'  von  einander  roisst 
und  ihre  senkrechten  Abstände  o,  6,  c  von  der  unteren  Grund- 
fläche nach  dem  gewöhnlichen  praktischen  Verfahren  bestimmt, 
so  ist  nach  15): 
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1     ~*  (a*  +  b4  +  c')  (6'  -f  c'  -  a')  (V  +  a' — 6')  (a' + 6'  -  c')  * 

'        •  .  ■ 


Bezeichnen  wir  den  Inhalt  des  vorher  auf  der  oberen  Grund- 
fläche ansers  Prisma«  beliebig  angenommenen  Dreieeks,  dessen 
Seiten  a',  b4,  c4  sind,  jetzt  darch  D4;  so  ist 

also:  ,  :  '    .  »  c>>f| 


24) 


P=EJ4^  }  + 


a'* (a—b)  (c— o)  +  6'a  (6— c)  (ff— b)  +  c^c— ff)  (6-c) 


wo  man  /)*  auch  darch  Messung  einer  Seite  und  der  entsprechen- 
den Habe  des  betreffenden  Dreiecks  bestimmen  kann.  • 

Die  vorstehenden  Formeln,  in  denen  alle  zu  messenden  Ele? 
mente  sich  auf  die  obere  schiefe  Grundfläche  des  Prismas  be« 
ziehen,  und  in  allen  Fällen  durch  die  bekannten  Methoden  mit- 
telst des  Maassstabes,  derNivellir-Latteuad  des  Nivellir-Instruments 
leicht  und  genau  ermittelt  werden  können,  gelten  auch  für  schief 
abgeschnittene  gerade  Cylinder,  weil  im  Vorhergehenden  natür- 
lich die  Seitenzahl  des  Prismas  sich  beliebig  gross  annehmen 
lässt,  die  Seitenflächen  desselben  beliebig  klein  angenommen  wer- 
den können. 

;-»-  c    »    ♦  *'-»  {  .  •    »  .  *  "... 


Wir  wollen  uns  jetzt  ein  Prisma  von  beliebiger  Seitenzahl 
von  zwei  gegen  seine  parallelen  Seitenkanten  willkuhrlicb  geneig- 
ten Ebenen  durchschnitten  denken,  wodurch  zwei  Schnitte  ent- 
stehen, deren  Flächenräume  wir  durch  und  Ax* t  und  den  In- 
halt des  zwischen  diesen  Schnitten  enthaltenen  Körpers  durch  P 
bezeichnen  wollen.  Die  Schnitte  A4  und  Jx*  mögen  der  Kürze 
wegen  die  Grundflächen  dieses  Körpers  genannt  werden.  Denken 
wir  uns  nun  ferner  einen  auf  den  parallelen  Seitenkanten  des 
Körpers  P  s-enkrech*  stehenden  Schnitt  4,  welcher  entweder  ganz 
ausserhalb  oder  gatiz 'innerhalb  des  Körpers  P  liegt,  so  dass  im 
ersten  Falle  die  Grundfläche!  zwischen  der  Grundfläche  4'  und 
dem  senkrechten  Schnitte  A  liegt,  und  bezeichnen  die  Entfernun- 
gen der  Schwerpunkte  der  Grundflächen  Al  Und  At4  .von*  dem 
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senkrechten  Schnitte  A  respective  durch  E  und  Ex ;  so  ist  nach 
21)  offenbar 

P^EJfEtJzziETEJJ,  : 

indem  man  in  dem  ersten  der  beiden  obigen  Fälle  das  obere,  in 
dem  zw  eiten  dieser  beide«  Fälle  dagegen  das  untere  Zeichen  so 
nehmen  hat.  Ans  VI.  erhellet  unmittelbar,  dass  die  Schwerpunkte 
von  A' ,  Ax' ,  A  in  einer  und  derselben  auf  dem  Schnitte  4  senk- 
recht stehenden  geraden  Linie  liegen,  so  dass  also  E^-Ex  die 
Entfernung  der  Schwerpunkte  der  beiden  Grundflächen  des  Kör- 
pers P  von  einander,  und  folglich,  wenn  wir  diese  Entfernung 
durch  <E  bezeichnen,  nach  dem  Obigen 

25)  P=z<tA 

i.t.     -  ;;:y       ^      "v  ,  5  / ..  ,  , 

Nehmen  wir  nun  etwa  in  der  Grundfläche  A't  die  unter  dem 
Winkel  *'  gegen  A  geneigt  sein  mag*  drei  beliebige  Punkte  A', 
B1 ,  C  an,  und  messen  deren  Entfernungen  2?'C=a',  C*Al~V> 
A'B'—c*  von  einander,  so  wie  ihre  senkrechten  Abstände  a,b,c 
von  der  Ebene  des  senkrechten  Schnitts  A;  so  ist,  wenn/)'  den 
Flächeninhalt  des  Dreiecks  J'ZPC  bezeichnet,  bekanntlich: 


•:  i 


cost  =V  1+—  TD*  rr*» 

also  offenbar :   ,        ,  ^ 


26) 

wj    ^  ,,lf  TT«^«-*)»--") ->  o^(p~-c)(a-~6)-|-g*(c~a)(6^c) 

Ist  das  Prisma  ein  dreiseitiges/  und  sind  a,  6,  c  und  ox ,  6|f  Ci 
die  senkrechten  Abstände  der  Ecken  der  Grundflächen  J'  und  d,' 
von  dem  senkrechten  Schnitte       so  ist  bekanntlich 

=  o  »        =  ö  > 

also 

JETj^  =  (gTgi)4-tf:Foi)-f  (cTci)^ 

oder,  wenn  wir  die  Entfernungen  der  Ecken  der  beiden  Grund- 
flächen A*  und  Ax*  von  einander  durch  a,  b,  e  bezejcbneo : 

— 3 — * 

also  nach  dem  Obigen  : 
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Bezeichnen  aber  wie  gewöhnlich  a',  6',  c'  die  Seiten  der 
Grundfläche  in  der  oben  immer  festgehaltenen  Ordnung,  so 
das«  nämlich,  wenn  wir  diese  Grundfläche  durch  A'&C.  bezeich- 
nen, wie  oben  a1  =  Ä'C,  6'  =  CA',  c*  =  A'B'  ist,  so  ist: 

M  "28)    •     v  •  -\  . 

3      ,1  ,+.       .  •      .        .  4*'* 

Alle  diese  Formeln  sind  so  entwickelt  und  dargestellt  worden, 
dkss  die  Bestimmung  der  Grossen,  von  denen  sie  abhängen;  in 
der  Praxis  keiner  Schwierigkeit  unterliegt,  Was  mit  ein  Haupt- 
'  war,  den  dieser  Aufsatz  zu  erreichen  suchte. 


Ii.. 


■      r>i,  »  !.•;,/-    .•>»  ><f  "  "  »-»  ■    i"  •  -iit|     .;!'»_»;. Iii-,  .*»»•:,. r  ». 

..•>':••  Ii  '-  •.  i' '  *  m!*  *      •„>.       ^  ;  ;'. 

Verschiedene  Sätze  und  Resultate. 

/  Von 

Herrn  Dr.  Zßhfuss,  , 

Lehrer  der  Mathematik  und  höheren  Mechanik  an  der  höheren  Gewerbe- 
schule zu  DarmatadL 


1)  Es  ist  mir  nicht  bekannt,  das«  Jemand  folgende  Integrale 
bestimmt  hätte:  *  :" 


•o 

/  — ^  8«  =  er  [**  K  •      ~  *~*  H  • «-]  f 
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wo  Ii  da«  Zeichen  des  Integrallogarithmus  vorstellt.  Leichter  er- 
gibt sieb  das  Resultat : 


Auch  ist 

*  sinaarsin6arQ       n<I  +  & 

 —  cor  =41  !»••••»  o>0- 

x  a —  0 


f 


0 

Auf  Verlangen  (bin  ich  gerne  bereit,  die  Herleitung  dieser  For- 
meln zu  veröffentlichen.  Besonders  eigentbümlicb  dürfte  die  Ana* 
lyse  sein,  durch  welche  ich  mit  Zuziehung  des  Imaginären .  die 
beiden  ersten  Integrale  gefunden  habe  und  welche  noch  die  Wertbe 
einer  sehr  grossen  Anzahl  bestimmter  Integrale  mit  den  Grenzen 
00  und  0  ergibt. 

2)  Setzt  man  ^jfa=^(y)>  wo  ^  em  Operationszeichen  vor- 
stellt, und  K(Ky)  zur  Abkürzung  =K*y,  K(K*y)  =  K»y  u.s.w., 
so  ist 

(In)*  (in)8 

y.x=yx.(Ky)ln .  (K»y)^*~.  (K'y)^  u.  s.  w  

Man  hat  fär  den  Ausdruck  Ky  den  Namen  des  Quotials  von 
y  vorgeschlagen.  Die  obige  Reihe  ist  mithin  ein  Analogon  fär 
die  Taylor'scbe  Reihe,  gefunden  mittelst  der  Theorie  der  Quo- 
tiale.  Ich  habe  dieselbe  schon  vor  zehn  Jahreu  gefunden,  als 
ich  mich  in  den  ersten  selbständigen  Arbeiten  versuchte,  und 
bemerkt,  dass  man  auch  daraus  ableiten  könne: 

f(hx)  =  f(x)+ xfx< .  \h +x(xfz%'. ^  +x(x{xf,')M')x> .  ^  +  . . . . 

Mittelst  des  Caucby 'sehen  Satzes  über  die  Taylor'sche  Reihe 
ist  es  eine  leichte  Aufgabe  *  die  Grenzen  der  Giltigkeit  der  obigeo 
Formeln  zu  bestimmen. 


3)  Jeder  Zerlegung  einer  Zahl  in  vier  gerade  Quadrate  lässt 
sich  noch  jede  der  beiden  folgenden  als  correspondirende  beige- 
sellen:    .;»♦*••  .:•  ...  . : ....  *.  *  \    >  * 

=:(a-f6+c+<*)*+(a+6— c-d)*.f(a— b^c--dp+{a-b-c+df 
=(q+6+c-^^)H(fl+^ci^0H(«-HHd)H^fl+Hc+((),' 
Für  a=i;  6=2,  c=3,  d*=5  erhält,  man  «.  B. 

2S+4«+6^  +  10l==lj^+5«-|-3«+l*=:9H7H5Hl,. 
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xi.vi. 

R&gle  mnemonique  pour  «Scrire  les  formules  de  D<^ 

lambre.  . 

Monsieur  Georges  Dostor* 

Docteur  ea  sciencea  mathematiquea ,  Membre  de  la  Societö  des  Scieucea 
et  Arta  de  l'Ile  de  la  Rlnnion  (Mer  de«  Indes).  ° 


Mauduit  a  imagine*  un  moyen  mnemoniqae,  poar  äcrire  arec 
certitude  et  facilite*  les  relations,  qui  existent  entre  les  cdtes  et 
les  angles  du  triangle  spherique  rectangle.  Les  formules  de  De- 
lambre,  ou  analogies  de  Gauss  (comme  on  les  appelle  en 
Allemagne)  sont  beaucoup  plus  rebelles  au  souvenir.  Nous  avons 
cru  devoir  chercher  un  moyeu  aisä  pour  eh  rendre  lecriture  plus 
facile.  Nous  avons  l'honneur  de  soumettre  au  public  enseignant 
le  resultat,  qui  s  est  präsente  a  la  suite  de  nos  recbercbes. 

Dans  un  cercle  inscrivons  un  triangle  PMN: 


n  _  o— b        p  a—b 


Sur  les  deux  cötes  PM,  PN  du  triangle  marquons  les  angles 

A  +  B  A-JB 
2 2 


Di 


I 

» 

468  Dos  tot:  Regle  mnemoniqne  pour  lettre  les  formul.  de  Delatnbre. 
et  Fangle 

7t  C 

2  ~  2 

aar  la  base  jHTV;  eofin  sur  la  suite  des  demi-arcs  soustendus 
marquons  les  cdtes 

a  +  6     «     «:-»6     a — 6     n     a-f-6     n     c  c 
*    2  T~'    ~1T 9    £  ST*    2~~$*  2* 


Cela  conatruit,  voici  la  regle  mo^monique,  que  nous  avopa  imagines: 

Le  riniu  aVun  cöU  du  triangle  est  ä  celui  de  la  bäte  dam 
le  ropport  des  sinus  des  demi-arcs  soustendus,  qui  ne  sont  pai 
adjacents  au  sommet  cotnmun. 

Le  cosinus  tV un  cöU  est  ä  celui  de  la  base,  dam  le  rapport  des  Co- 
sinus des  demi-arcs  soustendus,  gut  sont  adjacents  au  sommet  commun. 

- 

Od  trouve  ainsi  lea  quatre  formules :         j  . 


.  fn      a  —  b\ 


sin  \(A  —  B)     sin  i(a  —  b) 

c 
2" 


tiaQ~v 


f 


cos 

C08 


/7t     a  +  b\ 


sin  \(A  -f  /?)  _  cos  \{a— b) 
cosiC  cosic 

sin  1(4  — B)  s\Ti\{a— b) 
cos£C  *         sin  Je  ' 

cssj(4-f  g)__cosi(q  +  6) 
•iniC    ~~    cosic  ' 

coB\(A-B)_coBl(a+b). 
siniC  sin  Je  • 

qui  sont  Celles  de  Gauss  ou  de  Delambre. 


1  >~ 
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Uebungsaufgaben  für  Schüler. 


•  r 


Aufgabe. 
Von  Herrn  Dr.  Zehfuia  in  D armsind t. 

Wie  beweist  man,  das« 

/p-fi  .  
\r(x)dx  =  I V  2«  +  plp  —  p  t 
*    r  •  *  i 


■ 


,  Lehrsatz. 
Von  Herrn  Otto  Bö  kl en  in  Sali  n.  N.  in  Wärtemberg. 

■ 

Ein  Kreis,  dessen  Halbmesser  =r,  rollt  auf  der  äussern  oder 
innern  Seite  eines  festen  Kreises,  dessen  Halbmesser  =R  und 
Mittelpunkt  O  ist.  Man.  siehe  durch  0  eine  Gerade,  welche  den 
Kreis  R  in  den  Endpunkten  eines  Durchmessers  QS  schneidet, 
und  nehme  auf  dieser  Geraden  irgendwo  den  Punkt  A  an.  Im 
Anfange  der  Bewegung  sei  Q,  am  Ende  S  der  Berührungspunkt 
beider  Kreise;  während  derselben  beschreibt  A  einen  Quadranten 
AB  einer  verlängerten  oder  verkürzten .  Epicycloide  oder  Hypo- 
cycloide.  Zwei  Punkte  M und  M'  auf  AB,  deren  Normalen  gleich- 
weit  von  O  abstehen,  uod  zwar  um  d%  theilen  den  Quadranten  AB 
in  drei  Theile,  wovon  die  beiden  äusseren  um  eine  algebraische 
Grosse  differiren: 


BM-M'A==4^rd; 


das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  der  Kreis  r  ausserhalb,  das  untere, 
weno  er  innerhalb  des  Kreises  Ä  rollt.  \ 
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* 

Auflösung  der  drei  Gleichungen: 

(g  —  a:)(6  —  y)  =  *. 

(at-x)(b3-y)-z. 
Von  dem  Herausgeber. 

Stellt  man  diese  Gleichungen  auf  folgende  Art  dar: 

ßb  —  bx  —  ay\xy=z, 

a!^,  —  bxx — «jy + 

nnd  zieht  c|ann  die  zweite  von  der  ersten,  die  dritte  von  der  zwei- 
ten ab ,  so  erhalt  man : 

ab  —  a,  bi  —  (6  —  äx)*  —  (a — ax)y  —  0, 

Durch  »Auflösung  dieser  zwei  Gleichungen  erhält  man; 

a6(fli  —fla)  +  «A  («a— fl)  -f  «Ate— «i) 
*  -  " ~    a  (6j  -  6,)  +  o,  (6.-  6)  +  a%  (6-  6t) 


oder: 


oder: 


a6(6|— 6a)  +  g16l(6a— 6)  +  fla^z(P— Pi) 
^  ~"       a(bt  — 62)  +  «i  (6Ä— 6) +  02(6—6!) 

a6  (at  —  «s)  +  fl|6j  (gg  -  «)  -f  aj*%{*  -  g^' 
6(a1-<lÄ)  +  61(g»-fl)  +  61(a— «t)  ' 

_  06(6,  -  6a)  +«A  (fr-*)  +  «A(*  -  fr) . 
*  6(at  -  aa)  +  *i  («•-«)  + 


a  (qt  6t  —  ffaPs)  ~f  ai  (fl A ~"     +  g«     —  a  A) 

*  — "       {abx  —  6^)  +  (fl^a — «26, )  +  (g46  —  06a) 

6  (aibx  —  aa6a)  +  6t  {a%b% — a6)  +  6a  (o6~  0^61) , 

*  (a6,  -  ftaj  +  (gA— «A)  +  («a* — 


> 


oder  auch:  % 

ggt  (b—bj+a^t  (6t  -  6,)  4- ggg(6a— 6) 
a(6! -6a) +  a,(6a-6) +«1(6-6!) 


:  ■  - 


66A  (g  —  ai)  +  6t 62 (gt  —  <**)  +  6a6(oa— g) 
6(g1-g«)-|-61(ga— g)-f  6a(g— gi) 
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An  diesen  unoj  noch  andern  Umgestaltungen  der  vorhergehen- 
den Ausdrucke  von  x  und  y  können  die  Schüler  sich  mannigfal- 
tig versuchen. 

Ferner  findet  man  nun  hieraus  leicht: 

*  -  a(6,  -  6,)  M  +  «,(6-6,) ' 

y     b(at  —  aa)  +  ol(aa-o)+6a(a-a1), 

oder : 

r  (ao,— 6a,)-r-(»i6»-fl,61)-f(«*6— ab^' 

0  .    -  M^)+(Mte^)+C*t~«M'- 

Folglich  ist  endlich 

(o-g,)^  -  ^)(q,-.o)(6->6l)(dl-6J(^^) 
2~        { (abx-  6a,)  -KaA-iiA)  +  (0,6-06,)}»  ' 

wo  man  den  Nenner  wieder  verschiedentlich  umgestalten  kSinte. 

Dergleichen,  zu  mehrfachen  eleganten  und  symmetrischen 
Umgestaltungen  Gelegenheit  gebende  Aufgaben  scheinen  mir  für 
den  Unterricht  in  der  allgemeinen  Arithmetik  und  Algebra  beson- 
ders zweckmässig  zu  sein,  mehr  als  viele  andere  in  den  Aufga- 
bensammlungen vorkommende,  die  auf  einen  undurchsichtigen  Wald 
complicirter  Formeln  fähren.  Auch  spricht  sich  gerade  in  solchen 
eleganten  Transformationen  der  Charakter  der  neueren  Analysis 
vielfach  aus,  und  dass  der  Schüler  frühzeitig  in  denselben  einge- 
führt und  mit  ihm  bekannt  gemacht  werde,  ist  sehr  zu  wünschen, 
wozu  natürlich  möglichst  einfache  und  besonders  zweckmässige 
Aufgaben  und  Beispiele  erforderlich  sind. 
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M  i  S  C  6  1  1  6  D. 


Vos  dem  Heraa.geber. 

A.  v>     ;      ,        ,      ..      ^  ; 


Der  von  mir  rn  Tbl.  XXIV.  S.  403.  mittelst  der  Integralrecb- 
nong  bewiesene  merkwürdige  Ausdruck  für  den  Flächeninhalt 
eines,  seine  Spitze  im  Mittelpunkte  der  Ellipse  habenden  ellipti- 
schen Sectors  kann  auf  elementarem  Wege  auf  folgende  Weise 
leicht  gefunden  «erden,  was  ich  im  Interesse  des  Unterrichts  in 
der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  hier  mittheile. 

Der  Mittelpunkt  der  Ellipse  sei  C.  Zwei  durch  die  Anoma- 
lien w0  und  ux  bestimmte  Punkte  der  Ellipse  seien  40  und  Av 
Die  diese  Punkte  mit  einander  verbindende  Sehne  A0AV  der  Ellipse 
werde  durch  i0>1  bezeichnet,  so  ist  bekanntlich  *) : 

f0>1*  =  aÄ(cos«0*-cosM|)2+  62(sint%— sinnt)*. 

bezeichnen  wir  nun  ferner  die  von  dem  Mittelpunkte  C  oach 
den  Punkten  Aq  und  Ax  gezogenen  Halbmesser  CAp  und  CAy 
der  Ellipse  durch  r©  und  rlt  und  den  Winkel  A$ CAi  des  durch 
die  Punkte  A^C,  Ax  bestimmten  Dreiecks  durch  Ü,  den  Ftt- 
cheninhalt  dieses  Dreiecks  aber  durch  A;  so  ist 

r0* = c*cos  «o*  +  o*«*»  it0*,  'tpex  aacoswf3  4*  6*sin »4* 

und 


also,  wie  man  leicht  findet,  wsaikjnan  in  diese  Formel  die  obigen 
Ausdrücke  von  r0f,  rf,  j^*  einführt: 


cos  C= 


«H-r,*-«»,» 


cosC= 


qa  cos  Up  cos  ux  -f  0*  sin  Mq  sin  «t 


^(aaco8tt0*  +  6*8inMo2)  (o^cos«^  +  6asin«1») ' 


*)  Tbl.  XXIT.  S.  973. 
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woraus  sich  ferner  leicht 

sin  C=+  aftsinfa— tip)   

V* (aacos«o»  +  6«siDtto»)  (a*  cos  11^  +  ^siniij») ' 

oder 

sin  C=4-  a68in(«i— 
Vi 

ergiebt,  wenn  man  in  dieser  Formel  das  obere  oder  untere  Zei- 
chen nimmt,  jenachdem  sinfa-t/o)  positiv  oder  negativ  ist 
Weil  nun 

ist,  so jst  x 

^=dbi«^»in(tt1— «o), 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
sin       .«o)  positiv  oder  negativ  ist. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  dass  ux  grosser  eis  sei,  und  be- 
zeichnen den  Flächeninhalt  des,  der  Differenz  ux  —  Uq  dieser  Ano- 
malien entsprechenden  elliptischen  Sectors  durch  S0fl.  Um  S0tl 
zu  bestimmen,  theile  man  ii,—  uq  in  n  gleiche  Theile  ein,  deren 
jeder  i  sein  mag,  so  dass  also 

"1  — «Q  . 
n  ~* 

ist  Da  wir  uns  nun  bei  der  folgenden  Gränzenbetracfatung  offen- 
bar immer  n  so  gross,  oder  das  positive  t  so  klein  angenommen 
denken  können,  dass  sint  positiv  ist;  so  ist  offenbar  unter  der 
Voraussetzung,  dass  n  ins  Unendliche  wächst,  also  t  in*s  Unend- 
liche abnimmt,  nach  dem  Obigen : 

«So»i  =  iaÄLim{sini-f-sini-f  sin »  + sint  -f  ....  -f-  sint}, 

wo  die  Anzahl  der  Glieder  der  eingeklammerten  Reihe  n  ist 
Folglich  ist 

So»^1  ob  Lim.  «sin«, 
also,  weil  nach  dem  Obigen 

ist:  » 

^a  =  ia6Lim(-?i^^, 

Theil  XXX.  ^ 
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und  folglich,  wenn  a,—  uq  in  Theilen  der  Einheit  aufgedrückt 
angenommen  wird,  offenbar: 

So*  =  loo(tt,  ~tto)Lim  -T-. 

*  . 

Nun  ist  aber  nach  einem  bekannten  Satze 

»  .  » 

f.   »int  . 

als« 


.  .  . 


3»i  =  4fl6fa— Ko)» 


welches  die  in  Tbl.  XXIV,  S.  403.  durch  die  Integralrechnung  be- 
wiesene Formel  ist,  zu  der  wir  also  hier  bloss  mittelst  ganz  ele- 
mentarer Betrachtungen,  im  Interesse  des  Unterrichts  in  deV  Lehre 
von  den  Kegelschnitten,  gelangt  sind. 

■* 

'  Für  die  ganze  Ellipse  ist  ut — «0  =  2«,  also,  wenn  E  den 
Flächeninhalt  der  ganzen  Ellipse  bezeichnet, 

•  E  —  abit, 

so  dass  also  auf  diese  Weise  auch  die  ganze  Ellipse  quadrirt  ist 

Von  der  obigen  allgemeinen  Formel  für  den  Flächeninhalt 
eines  elliptischen  Sectors  lassen  sich  vielerlei  Anwendungen  machen, 
die  aber,  einer  Schwierigkeit  nicht  unterliegend,  naturlich  nicht 
hierher  gehören. 


11« 

Nachtrag  und  Berichtigung  zu  der  Abhandlung:    Ueber  die 
Bestimmung  der  Directrixen,  Brennpunkte  und  Charakteri- 
stiken' oder  Determinanten  der  Linien  des  zweiten  Grade« 
„       im  Allgemeinen  in  Tbl.  XXV.  Nr.  XXII. 

In  meiner  oben  genannten  Abhandlung  kommt  auf  S.  281.  ein 
Versehen  vor,  welches  eine  Berichtigung  erfordert,  wenn  es  auch 
nur  eine  beiläufige  Bemerkung,  nicht  den  eigentlichen  Gegenstand 
der  Abhandlung  betrifft,  indem  dieselbe  es  nicht  eigentlich  mit 
der  Discussion  der  Linien  des  zweiten  Grades,  sondern  lediglich 
mit  der  Bestimmung  der  Directrixen,  Brennpunkte  und  Charak- 
teristiken dieser  Curven  dnrch  ganz  allgemeine  Formeln  zu  thtfi 
hat,  welchem  letzteren  Zwecke  auch  mit  möglichster  Vollständig- 
keit in  dieser  Abhandlung  entsprochen  sein  dürfte.  Jedenfalls 
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aber  bedarf  dieselbe  eines  Nachtrags,  den  ich,  nebst  einer  Be- 
richtigung des  erwähnten  Versehens,  hier  sehen  werde. 

Auf  S  281.  ist  nämlich  Folgendes  gesagt: 
„Wenn 

R  R  R*1 

(rf+Ä|)._{B«_l)j(e_d*).  +  Ali(1  +  -ii)*j<0  ■-  \ 

ist,  so  sind  beide  Wertbe  Tön  C  imaginär,  und  es  giebt  also  in' 
diesem  Falle  weder  eine  Directrix,  noch  einen  Brennpunkt.  Weil 
man  anderweitig  (m.  s.  den  Aufsatz  Nr.  XU.  in  diesem  Theile) 
weiss,  dass  in  dem  vorliegenden  Falle,  wo  c*—  aft  >  0  ist,  die 
Gleichung 

a**  +  by*  +  2c*y  +  Idx  +  2ey + 0 

nur  eine  Hyperbel  oder  zwei  gerade  Linien  repräsentiren  kann, 
die  Hyperbel  aber  immer  zwei  Brennpunkte  und  zwei  Directrixen 
bat,  so  kann  in  dem  Falle,  wenn  > 

R  H  B* 

(rf+e«)1_(„«_l),(e_rf^).  +  /i1i(l  +  _)»)<0 


ist ,  die 

ax* + by* + 2cxy + 2dx + 2ey + fss  0 

nur  zwei  gerade  Linien  repräsentiren,  was  wir  jetzt  der.  Kürze 
wegen  nicht  weiter  analytisch  untersuchen  wollen." 

Man  siebt  es  dieser  Bemerkuog  an  ihrem  Schlusssatze  an, 
dass  sie  nur  beiläufig  gemacht  sein  sollte.  Dieselbe  enthält  aber 
eine  Unrichtigkeit,  welche  darin  Ihren  Grund  hat,  dass  von  mir 
übersehen  worden  ist,  dass  in  dem  vorliegenden  Falle ,  wo 
c*  —  ab  ^  0  ist,  a  und  6  ganz  beliebige  Grössen  sein  können, 
nicht  wie  in  den  beiden  andern  Fällen,  wenn  c* — ao==0  oder 
c2  t-  «6  <  0  ist,  beide  als  negativ  vorausgesetzt  werden  müs- 
sen, wie  dies  auch  auf  S.  276.  besondere  hervorgehoben  worden 
ist.  Man  bat  nun  aber  die  obige  Bemerkung  ganz  zu  streichen  . 
und  sich  vielmehr  an  die  -folgende  Auseinandersetzung  zu  halten. 

»j^^enn 

{d\e  |)».~(n*-l)K«-rff)*+  fA*Q  +^)*K0 

ist,  so  hat  man  zu  bemerken,  dass  nach  dem  Obigen  a  und  6 
zwei  ganz  beliebige  Grossen  sein  können,  weshalb  man  die  ge- 
gebene Gleichung  der  Curve  sowohl  unter  der  Form 
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q**  +  by »  +  2cxy  +  Idx  +  2  ey  +  /  =  0 , 

als  auch  unter  der  Form 

—  ax*  —  by »  —  2cxy  — ,  Mx  -  2ey  -  f  =  0 

schreiben  kann,  in  welchen  beiden  Formen  die  Coeföcienten  aller 
Glieder,  insbesondere  auch  die  Coefficienten  von  xy,  entgegen« 
gesetzte  Vorzeichen  haben.  Bezeichnen  wir  nnn  die  der  zweiten 
Form  entsprechenden  Werthe  von  n,  A,  B  respective  durch  *', 
A1,  B'\  so  ist  der,  der  zweiten  Form  entsprechende  Werth  rou 

(<*+«  J)»- (n*- 1)  ( (e-df  )*+fA*(l  +  J£)»} 

offenbar 

wo  in  der  ersten  Grösse  für  d,  e,  f,  n,  A ,  B  respective  —  d, 
—  e,  — /,       A* ,  B'  gesetzt  worden  ist,  wie  es  sein  muss. 

Nach  S.  271.  und  S.  272.  ist 


t  q*  +  6»  +  2c«  +  (q  +  6)  V(  a  -  6)»  -f  4 


2(c*— ab) 
und 

j_,gl  ab  q(q— 6)  +  2c»+aV(q— 6)»+4c»  M 

""""  I Vfo— A)»  +  4c»"(q+©)V  (q-6)»+4c«+(q»+6»+2c»)|  ' 

ß        |       c»— q6       ^    6(6— fl)+2c»+6Vr(q— 6)»+4c»  |j 
<  V(q— 6)»  +  4c»  *  (o  +  6)  V(a— o)»  +  4c»+  (aa+  6H2c*)'  ' 

oder 

j     .  |       c*-ab  q(q— 6) +2c»+q  V  (q— 6)»  +  4c*  K 

1  V(a— o)»  +  4c^ '  (q  +  6)  V(q— 6)»+4c*  +  (oH  of +2c*)l  ' 

'  V  (q — 6)* + 4c» "  (q + 6)  V  (q  -  o)* + 4c» + (q»+  6«+  2c«) '  ' 
jenachdem  c  positiv  oder  negativ  ist.   Also  ist  beziehungsweise: 

<i    ,  _  <»»  +    + 2c»  —  (q  +  6)  V  (q — 6)ä  +  4c» 
n  _t_  2(c*~-qo) 

und  * 
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1 

A'=±\      e*~~ ab      .    «<«-»)  +  2c«  -  a  V  (gJ=I^=M^  1 1 
t  V(a-©)«+ 4c* ' -(a-fo)  V* (a-0)«+4c«+(a«+o«+2c») »  ' 

B'=:f  j       c>~ 06  _^     6  (6— g)  -I-  2c«— &  V  (g— 6)»  +  4c«    i  i 
V  (a-6)«+4e« ' -(a+6) V(a^W2c«+ (a«+ 6«+  2c«) l 


oder 


A'  =z±  \       c*—«b      m  6)  +  2c«  — aV(«-ft)»+4c«  I  4 

'  V (a-o)«-f  4c«'  -(a+6)V  (a-6)«+4c«+(a«+6«+2c*)i  " 

|— ^Zf!^_     6(6-g)+^»-*Vfr-6)«+4c«    i  4 
V (a— 6)«  +  4c»'-(a+6)V  (a-6)«+4c«+(tt«+6«+2c2)'  ' 

Folglich  Ist  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf 
einander : 

■ 

B  — J_  |6(6— g)  +  2c«  +  6V  (q-  6)«  +4c« 1 * 
A        U(a-o)  +  2c«  +  aV(a— 6)«+4c«'  * 

g!_.T|ft(o-g)  +  2c«—  6V(q-6)«  +  4c«M 
A'        <  a(a  -  6)  -f  2c«-  aV(a-  6)«  -f^  I  ; 

* 

woraus  man  mittelst  leichter  Rechnung  die  Gleichung 

erhält ;  und  ferner  ergiebt  eich  mittelst  des  Obigen  eben  00  leicht 
die  Gleichung 

(^1)^1)88  1,  also  ^l-j^Lj.  . 

Folglich  Ist  nach  dem  Obigen,  wie  man  leicht  findet,  wenn 
B1 

man  für  -jt  und  n'«— 1  ihre  vorhergehenden  Werthe  setzt: 


(n*-l)£« 

Nach  dem  Obigen  ist  aber: 
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A*     hta  -  6)  +  2c»      VC^-fe)9 +  4g 
^;""i(6-«)  +  2if«^6V(a^)(,+4c*     v  • 

■«p + 2c« + <« + v .  ; 


und  folglich,  weil,  wie  man  leicht  findet: 
|  fl  („_*)  +  2c*-€V.(o-6)«+4c«  H  *(*—«)  +  2c*-*V(a— &)*+4c** 


%  ■ » 


=  2c»{  a»  +  6*+  2c«- (a+6)  V  (a-o)«  +  4c»}/ 


,  'S  •     \  ♦«      *  1 


|*(6-a)  +  2c*  +  b  V  (a-6)*+4c?|  1 6(6-o)  +  2cV-6  V" (a-ro)**^} 

-  »     .      ►       -  *  , 

S^S  4C   IC        uO)        t   '      <■  i« 

ist,  offenbar:    ,  . 


A'*     a*+63  +  2c*+(«  +  6)V  (q-6)«,+4c» 

^=    2(c*W 

also  nach  dem  Obigen: 


»      -  -  —  f 


4* 

Daher  ist  . I.  ,:ui  * 

(d+t •£)«-(n'»-l)t(e-d  jt)'-fA»(i 
(n»-1)  M-cflB)«  -  { (<U  +        -  (n»- 1)  fl»)«  j. 

oder 

-  :  (n*-l)Ä« 

* 

oder 

Weil  nun  in  diesem  Falle  n*— 1  positiv  »t  ,  so  haben  die  Grossen 
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\ä  +     )«  -  <»*  -  1)  \  (e-d *)«  +  fA*(l  +  J)t 1 

und 

(<*+ (»*- 1)  |  (e- d  ty-.fA"(l  +  ^»f 

jederzeit  entgegengesetzte  Vorzeichen,  und  wenn  also  die  erste 
negativ  ist,  so  ist  die  zweite  positiv. 

Also  liefert  in  diesem  Falle*  immer  entweder  die  Gleichung 

=  0 


oder  die  Gleichung 

—  —  2cxy— 2<fcr— 2ey— /=0,  , 

welche  Gleichungen  natürlich  beide  ganz  dieselbe  Curve  aus- 
drücken, für  6\       F  reelle  Wertbe,  und  in  dem  Falle 

(d  +  «|)*-(«»-i)!(»-i^+A<*(l+5)«KQ 

i«t  also  die  durch  die  Gleichung 

cnarakterislrte  Cor ve  ebensowohl  ehie  Vfyperbel  wie  in  dem  Falle 

natürlich  immer  unter  der  Voraussetzung,  däss 

c»-«o>0 


ist. 


Ich  bitte  nochmals,  das  Vorstehende  meiner  oben  genannten 
Abhandlung  als  einen  Nachtrag  beizufügen,  oder  vielmehr  statt 
der  oben  näher  bezeichneten  Stelle  in  dieselbe  einzuschalten. 


^  Schreiben  des  Herrn  Professor  Dr.  Koenig  am  Kneiphöfi- 
schen Gymnasio  zu  Königsberg  i.  Pr.  an  den  Herausgeber. 


.Jn  dem  dritten  Hefte  des  30aten  Theils  Ihres  geschätzten 
Archivs  finde  ich  Seite  355.  einen  geometrischen  Satz  bewiesen 
und  am  Schluss  die  Frage:  „Wie  lässt  sich  dieser  Satz  einfa- 
cher beweisen?"  Wenn  hierin  vielleicht  der  Wunsch  liegt,  einen 
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» 

einfachem  Beweis  zu  erhalten,  so  erlaube  ich  mir,  hier  einen 
solchen  mitzutheilen. 

Behält  man  dieselben  Figureu  (Taf.  III.  Fig.  8.)  •  und  multipü- 
cirt  die  Quadrate  von  AB  und  AD  gleich  resp.  mit  CD  und  CB, 
so  entsteht; 

AB*.  CD  ==  AC*. CD  +  BC*.  CD  T  2BC.  CE.  CD, 
AD*.  CB  =  AC*.CB+  CD*  CBT  %CD.CE.  CB ; 

und  die  untere  Gleichung  von  der  oberen  abgezogen  giebt: 

AB*.  CD-  AD*.  CB=  -  A&{CB- CD)  +  BC.  CD(CB-CD) 

=  —  AC*.BD  +  BC.CD.BD, 

w.  z.  b.  w. 


Bemerkung  vom  Herausgeber. 

Unter  den  in  Nr.  XXVII.  dieses  Theils  von  Herrn  Director 
He  inen  in  Dösseldorf  veröffentlichten  und  eingesandten  Bewtiwn 
des  geometrischen  Lehrsatzes  von  Fermat  rühren  die  mit  B. 
bezeichneten  von  einem  PrinJftner  der  dortigen  Realschule,  A.  Sie- 
*  bei,  her,  welches  auf  den  Wunsch  des  Einsenders,  und  in  Folge 
einer  schon  früher  brieflich  gemachten  Bemerkung  desselben,  hier 
nachträglich  besonders  bemerkt  wird. 


Berichtigungen. 

Tbl.  XXX.  S.  52.  Z. 20.  v.o.  statt  „Comptes  Rondus"  setze  man 

„Comptes  Rendus." 
„    S.  1 19.  Z.  13.  u.  18.  v.  u.  werde  für  „Prisma  ABAlB*JrB 
beide  Mal  gesetzt:  „Prisma  ABA'VA'C" 


it.  .t; 
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Bericht  CXX. 


■  * 


■  ■  r  ■  # 

Literarischer  Bericht 


CXX. 


.  1 

Arithmetik. 


• r  ■ ,  ■ . . 


Welchen  spectellen  Werth  von  (1  \a  \  W)***^  gibt 
die  Binomi  al  reihe,  welchen  die  logarithmische  Reih« 
für  log(l  -f  a-f öi),  und  gegen  welche  Grenzen  hin  con- 

vergirt  der  Binomialcoefficient  ^         ^  für  y^x»?  Von 

W.  Den  zier.  (Aus  den  Mittheilungen  der  natutförschenden 
Oesellschaft  zu  Zürich  besonders  abgedruckt).  1 ' 

Auf  S,  1«  spricht  der  Herr  Verfasser  uter  ^ies*  Abhandlung 
»ich  folgendermaßen  aus:  „Schon  in  N*o«  114.  der. Züricher  Mit- 
theilungen  haben  wir  die  Behauptung  ausgesprochen«  dass  die 
Binomialreihe  filr  (I  -f  a-f 01)*+*»'  in  s&mmtlichen  Fällen  ihrer 
Convergenz  den  speciellen  Werth  o(MP*-f  ©O*"****'  von  (1  f  a-f  6t)HM 
darbietet.  Wir  wollen  nun  zunächst  im  Folgenden  die  Wahrheit 
«lieser  Behauptung  darzuthun  versuchen,  und  hierbei  'die  im  Gan- 
zen klassische  Arbeit  des  für  die  mathematischen  Wissenschaften 
viel  zu  frühe  verstorbenen  Abel,  die  sich  im  Journal  von 
Crelle.  Bd.  1.  Nr.  29.  abgedruckt  findet,  zu  Grunde  legen.  Diese 
Arbeit  gibt  zwar  ein  Resultat,  das  nur  in  einem  einzigen  Falle 
anrichtig  ist;  aber  die  Begründung  scheint  uns  schon  in  den 
ersten  einleitenden  Sätzen,  die  sich  auf  die  bedeutendste  Schwie- 
rigkeit des  ganzen  Beweises  beziehen,  auf  einem  fflr  das  Nach- 
folgende wesentlichem  Irrthum  zu  beruhen.  Wir  werden  es  nicht 
unterlassen,  im  Folgenden  das  uns  im  Ab  ersehen  Beweise  vor- 
züglich irrthümlicb  Scheinende  ausführlich  zu  besprechen". 

Die  vorliegende  Abhandlung  des  Herrn  Densler  in  Kflsnach 
bei  Zürich  ist  zwar  schon  1855  geschrieben*),  ist  uns  jedoch  erst' 
jetzt  bekannt  geworden.  Da  sie  aber  auf  die,  für  &\p  gesammte 
neuere  Analysis  so  ungemein  wichtige  Abhandlung  von  Abel 


..  . 


*)  Wenigsten»  ist  »fe  „de.  16.  Netember  18»"  «tttersefcfaaet. 
Tkl.XXX.Hft.  4.  4 
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über  das  ßinomial-  Theorem  Bezug  nimmt  und  darin  Irrthümer 
aufzudecken  und  zu  berichtigen  sucht:  so  scheint  es  uns  jeden- 
falls von  Wichtigkeit,  auf  dieselbe  hier  auch  jetzt  noch  aufmerk- 
sam zu  machen.  Wir  müssen  uns  aber  mit  der  blossen  Anzeige 
ihrer  Exisjterj*  begnügen;  denn  wfo  es  sicb.uin  ejnje  4rbeit  eines 
Abel  handelt, "können  lind  Waffen  fflefeW  .tutorfWHzeii  geben 
sollenden  literarischen  Berichte  sich  nicht  anmaassen,  in  kurzen 
Worten  und  ohne  sorgfältigste  BegrCndung  ein  Urtheil  darüber  abzu- 
geben, auf  welcher  Seite  das  Richtige  liegt.  80  viel  aber  können  wir 
sagen,  dass  Herr  Den  zier  sich  von  Neuem  in  dieser  Abhandlung 
als  einen  Mann  bekundet,-  welcher  in  der  Analysis  wirklich  eifrig 

jt  un'rf  riWei,  und  sich  nicht  wie  die 


nach  Wahrheit  suetfet  uh'tf  riirg1 
Verfasse?  vieler  neueren  Lehrbücher,  auch  selbst  monqprapl^scher 
Abhandlungen,  mit  den  oberflächlichsten,,  unrichtigsten,  jetzt  als 
ganz  antiquirt  zu  hat  rächten  den  Vorstellung  weisen  belüget  und 
bei  denselben  beruhiget ,  welches  Letztere  freilich  eine  sehr  he- 
(| ii eine  Manier  ist,  von  uns  aber  immer  eben  so  sehr  von  Neuem 
getadelt  und  bekämpft  werden  wird,  wie  wir  ein  solches  Bestrehen 
wie  das  des  Verfassers  der  vorliegenden  Abhandlung,  der  sich 
zugleich  überall  als  einen  Kenner  der  neueren  strengen  Analysis  , 
und  einen  eifrigen  Anhänger  derselben  zeigt,  stets  in  der  freudig- 
sten Weise  lobend  anerkennen  werden.  Möge  daher  diese  Abhand- 
lung die  verdiente  Beachtung  findend        v.u  ivulad  .:-»r. 

*»*•  Iii-  :«••]•••  I          »tili  1  k  ■•    if    1  »I  biV  |   »  )  \)   -i.il  t\'.u  «' 

«*|  •»!  I)        'i*  «  tX  |  \.  ?  J ',,  nr  »  /  u  ».  it        <,'iii  .1  . .••  •/{»  * 

1       W  ii  •»!!)  /  .'  ••■«  •.  .  S'l-1,1»«'.  nir*i     t\\.i>  u//  ,:'ti«»,V  . : 

-..•»    :i            ..,..:.{  t  XJeOUl  6  t  I\*  6Ui;i" 

...  ,  Lebrbueh  .^e:!  Geometrie  ziim  Gebrauche  i|n  höhe- 
ren Lehranstalten.  Vpn  Dr.. Eduard  Hei«,  Professor 
der  Mathematik  an  der  Königlichen  Akademie  zu  Mjn- 

.sfer^uud  Thomas  Joseph  Kschweiler,  Oirector  der  höhe- 
ren Bürgerschule  *u,  Käln.    Zweite  verbessert«? 1  und 

,l)n  Montr  ochauberg. ,  185a   o.  ....  ,  , 

irw  \yir  hnh.M.  die  ; erste  Auflage  (1855)  dieses  Lehrbuches  der 
Geoi iietrle,  ans  wei c h ein  der,  welcher  es  s o rg t ät t i g  1  s 1 11  d i r t ty  eine» 

.f^cbes  #chafz  .geomstriscqer  Kenntnisse  sehöpfen  ujd  eme,sehr 
.({fertige  Uebung  in  dieser  Königin  der  mathematischen  Wissen 


vorzüglichsten  neueren  geometrischen  Lehrbücher  empfohlen.  Der 
beste  Beweis  für  die  Richtigkeit  unser*  Urtheils  ist  gewiss  die 
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vorliegende,  schon  nach  etwa  drei' Jahren  nöthig  gewordene  neue 
Auflage,  die  wir  daher  unseren  Leaern  von  Neuem  zur  sorgfäl- 
tigsten Beachtung  dringend  ans  Herz  legen.  Nach  der  Angabe  de« 
Herrn  Verfasser  selbst  hat*  dieselbe  zwar  Berichtigungen*  fcinh- 
stürender  Druckfehler  und  .verschiedene  Zusätze  er(iajten,.  aber 
wesentliche  Veränderungen  in  keiner  ^Veise  erfahren, ,iyap  auch,, 
bei  der  unzweifelhaften  Güte  des  Buches  nicht  nöthig  war. '  Des- ' 
halb  künnen  wir  uns  im  fiebrigen  auf  unsere  frühere  Anzeige  be- 
ziehen, indem  wir  das  dort  Gesagte  auch  jetzt  noch  vollkommen  ' 
unterschreiben.,  und  den  Herrn ,  verlassern  nur  noch  zu  «fieser, 
ausgezeichneten   Arbeit,   die  dem  Schulunterrichte  gewiss  we- 
sentlichen Nutzen  bringen  wird  und  schon  gebracht  hat,  so  wie. 
den  preussischen  Lehranstalten  zu  solchen  trefflichen,  Lehrern  auf- 
richtigst  (?lück  wünschen.    ,  ,  ...  mti  .  . 

•».v  "»/'    Vi  '•«••»*•         t  I.     :'I  "■.*>'•/.    M*'**   ••!    i     /    •      :»».-Hl.    -  -  Im) 

Geometrische  Betrae h:tuiig  fiber  die  Brennp  im  k  t  s  - 
und  Mittelpunktskreise  der  Kegelschnitte.    Vcrt  He*!1-' 
%rig,  Oberlehrer  an  der  KeafSchole  zu   Erfurt  (Pre- 
Ü  ramm    der   Realschule    zu    Erfurt    von    Ostern    ! 85#).  • 

Erfurt;   1858.   4.  »  <    •»  •  *« 

•v.'      •  »\j  »tif-  ; "    ■•;.»  "!••      •.'  •  *  J??>;,*v*'  v»  M*».i<*.*j «J  Ina 

Wir  empfehlen  dieses  Programm^  in  welchem  der  Herr  Ver- 
fasser, von  der  gewöhnlichen  Definition  ; der,  Kegelschnitte  a,usge-  , 
hend,  theils  eine  Reibe  neuer  bemerkenswerther  Beziehungen, 
theils  auch,  mehre r  bekannte  Eigenscbafte/i,  der  Kegelschnitte  in 
eigenthümlicher  Weise  elementar  entwickelt,  der  Aufmerksamkeit 
und  Beachtung  unserer  Leser  recht  sehr.  Auch  darf  sich  der 
Herausgeber  des  Archivs  wohl  erlauben,  dem  Herrn  Verfasser 
dafür  zu  danken,  dass  er  den  von  ihm  in  der  Abhandlung  Nr. II. 
in  diesem  Theile  des  Archivs  gefundenen  neuen  Sätzen  über 
der  Ellipse  ein-  und  umschriebene  Figuren  seine  Aufmerksam- 
keit geschenkt,  und  für  einige  der  betreffenden,  auf  analytischem 
Wege  von  dem  Herausgeber  gefundenen  Ausdrücke  neue  recht 
beachtenswerte  elementare  Beweise  gegeben  hat  Im  Allgemei- 
nen aber  empfehlen  wir  dieses  Schul- Programm  wegen  seines  lehr- 
reichen und  mehrfach  interessanten  Inhalts  unsero  Lesern  noch- 
mals- recht  sehr  zur  Beachtung.  4  .  ,/ 

<  "  '.  t  ^    I  d)  1 1       .!•<•*        «   •     ;  f»  \     .  .  »•       »'i  '13.  '      •!  •  1  .i  ,|    j  t  Ii        1  '  •  4 

p  »t  I     .*  ]  -i .  •/  'i  *  '» .  — — —        yi •  t  .  t,   .   .  n 

. »  *  1 1  •  .  ••    .».••.'•:*•••     ,  .    .t  .:     .  •  ii        •  • "       .  i  •  •  •  *  )    »  .  t. 

Astronomie.         "    '  '  ':l 

Die  Sonnen-  und  Mondfinsternisse  in  ihrem  Ver- 
laufe oder  Anleitung,  wie  diese  durch  Rechnung  oder 
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Zeichnung  tu  ermitteln  sind.  Allgemein  fasslich  dar- 
gestellt und  durch  Beispiele  erläutert  von  Dr.  Adolph 
Drechsler,  Lehrer  der  Mathematik  an  d«r  Handels- 
schule zu  Dresden.   Dresden.  1858.  8. 

►  V  ••»*.."  , 

Diese  Schrift  hätte  immerhin  ungedrackt  bleiben  können,  denn 

ihres  Gleichen  giebt  es  schon  mehrere  ältere  und  neuere.  Auch 
enthalten  die  grosseren  astronomischen  Lehrbücher  —  wir  erinnern 
nur  z.B.  an  ein  Paar  sehr  vorzügliche  Hülfsmittel,  nämlich  den 
Traite*  eldmentaire  d' Astronomie  physique  von  Biot  in 
den  älteren  und  der  neuesten  noch  nicht  ganz  vollendeten  Ausgabe 
und  an  die  Astronomie  pratique  von  Francoeur,  beson- 
ders aber  an  den  Abriss  der  praktischen  Astronomie  von 
Sa  witsch,  durch  dessen  Uebertragung  aus  dem  Russischen 
(Hamburg  1851.)  Herr  Dr.  Götze  sich  so  sehr  verdient  gemacht 
hat  —  meistens  viel  bessere  Anleitungen  in  grösserer  Kürze. 
Von  den  rein  analytischen  Arbeiten  neuerer  Astronomen  über  die 
Finsternisse  und  Sternbedeckungen  *)  enthält  natürlich  die  vorlie- 
gende Schrift  gar  Nichts,  und  dergleichen  Arbeiten  liegen  über- 
haupt wohj  auch  nicht  im  Gesichtskreise  des  Herrn  Verfassers, 
wenn  man  wenigstens  aus  dem  ziemlich  veralteten  Standpunkte, 
auf  welchem  er  in  dieser  Schrift  steht,  auf  die  Weite  jenes  Ge- 
sichtskreises einen  Schluss  zu  machen  berechtigt  sein  soll.  In  Hess 
mag  mancher  Liebhaber  der  Astronomie,  dessen  mathematische 
Kenntnisse  nicht  über  die  ersten  Anfangsgründe  der  Trigonometrie 
hinausgehen,  dem  Herrn  Verfasser  für  diese  Schrift  Dank  wissen, 
80  wehig  die  Wissenschaft  an  sich  von  derselben  weitere  Notiz 

nehmen  wird.  1 

i       I ♦       j  i      i  •  *:     .  •  t      .  ■         •  •     .  .  i   »         .  .  <  * 

>  •  .<  i*         ,  'I*         •         '  •.£«..*       \      *  « 

•)  Der  Herausgeber  de«  Archiv«  darf  «ich  wohl  erlauben,  auf  «eine 
beiden  ausführlichen  analytischen  Abhandlungen  über  diesen  Gegenstand* 
cu  verweisen,  die  in  den  Denkschriften  der  kaiserlichen  Ak«- 
demie  der  Wissenschaften  in  Wien  unter  folgenden  Titele  eiy, 
schienen  sind:  Theorie  der  Sonnenfinsternisse,  der  Durch- 
gänge der  unteren  Planeten  vor  der  Sonne  und  der  Stern- 
bedeckongen  für  einen  gegebenen  Ort  der  Erde«  Von  J.  *• 
Granert.  (Denkschriften  der  mathemat.  -  naturw.  Classe. 
Baad  VII.  Wien  1854.  4°).  und:  Theorie  der  Sonnenfinster- 
nisse, der  Durchgänge  der  unteren  Planeten  vor  der  Soao* 
und  der  Sternbedeckungen  für  die  Krde  überhaupt*  Von 
J.  A.  Grunert.  (Denkschriften  der  m  atbem.-nctur  w.  Classe. 
Band  IUI.    Wien  1855.  t  4P). .  , 

I 

>         t  i      >:  t  ..  ..i.  . 

j.. ,\  ■    i »;  ;i  im'  h  «» .  .  •  .     .    •#  <  v  .  «      ;       .  '    .       ' " 
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Physik.  r      i  ; 

...     Ii.     '      .   i      .♦;»!:•  • 

Jahresbericht  über  die  Fortschritte  und  Leistun- 
gen im  Gebiete  der  Fotografie,  mit  genauer  Nachwei- 
sung  der  Literatur.  1855.  Von  Karl  Jos.  Kreutzer. 
Wien.   1858.  8. 

Dieser  mit  dem  grössten  Fleisse  und  der  grössten  Sorgfalt 
ausgearbeitete  literarische  Jahresbericht  über  die  Fortschritte  einerj 
der  wichtigsten  neueren  physikalischen*)  Künste  ist  jedenfalls 
sehr  verdienstlich,  weshalb  wir  hier  alle,  welche  sich  mit  photo- 
graphischen Arbeiten  beschäftigen  oder  zu  beschäftigen  beabsich- 
tigen ,  auf  denselben  aufmerksam  machen.  Nnr  die  reichen  litera- 
rischen Hulfsmittel,  welche  dem  Herrn  Verfasser  in  seiner  Stellung 
bei  der  Bibliothek  des  k.  k.  polytechnischen  Instituts  in-  Wien  zu 
Gebote  standen,  konnten  die  Abfassung  desselben  möchlich  ma- 
chen. Auf  55  Selten  ist  eine  so  grosse  Anzahl  einzelner  Ab- 
handlungen aus  den  verschiedensten  Journalen  und  besonderen 
Schriften  namhaft  gemacht,  deren  Inhalt  und  die  dadurch  bedingten 
Fortschritte  der  Photographie  überall  angegeben  sind,  dass,  wie 
gesagt,  Niemand,  der  sich  mit  dieser  Kunst  beschäftigt,  diesen 
Bericht  entbehren  kann.  Der  ganze  Bericht  ist  in  die  folgenden 
Hauptabtheilungen  gebracht:  I.  Die  Erzeugung  von  Lichtbil- 
dern und  die  dabei  vorkommenden  Arbeiten.  A.  Foto- 
grafie auf  Metall.  —  B.  Fotografie  auf  Papier,  a)  Negative  Papiere 
und  Bilder,  b)  Positive  Papiere  und  Bilder,  c)  Ueber  fotografische 
Papiere.  C)  Fotografie  auf  Glas,  a)  Bilder  auf  Knllod.  b)  Glas- 
bilder auf  mit  Elweiss  überzogenem  Kollod.  c)  Glasbilder  mit 
Eiweiss,  Kleber,  Leim.  —  D)  Fotografie  auf  Elfenbein,  Wachs- 
leinwand ,  Wachstafft  und  anderen  Geweben ,  Email ,  Porcellan, 
Glas  u.  dgl.  —  II.  Erzeugung  von  Fotografien  Behufs  der  Verviel- 
fältigung durch  die  Presse.  —  III.  Anwendungen  der  Fotografie. 
—  IV.  Apparate,  Instrumente»  Vorrichtungen.  —  V.  Fisikalische 
und  chemische  Bemerkungen.  —  VI.  Verschiedenes.  —  Literatur.  s 
Ein  sorgfältiges  Register  erleichtert  den  Gebrauch  sehr. 

Möge  der  Herr  Verfasser  sein  Versprechen,  einen  ähnlichen 
Bericht  für  1856  zu  veröffentlichen,  bald  erfüllen. 

4   

'  '    f    Vermischte  Schriften. 

<  Annali  di  Mathernatica  pura  ed  applicata,  pubbli- 
cati  da  Barnaba  Tortolini,  ecompilati  da  E.  Bctti  a  Pisa, 

—  —  p  •  .  i  . 

')  Man  wird  diesen  Ausdruck  wohl  mit  Hecht  gebrauchen  dürft*,  x 


r 
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F.  ßrioschi  a  Pavia,  ^i.Ge«occhi  a  Torino,  B.  Tortolini 
a  Roma.    4°.    (S.  Liter ar.  Ber.  Nr.  CXIX.  S.  8.) 

;  .t  fJof  2.  (Marzo  e  Aprile  1868).  Aua,  dieser  neuen  ^  Nummer 
werden. die  Leser  des  Archivs  das  regelmässige  Erscheinen  dieser 
neuen  trefflichen  mathematischen  Zeitschrift,  welcher  wir  den  un- 
gestörtesten Fortgang,  und  allen  ihren  hochachtbaren  Herren 
Herausgebern  die  ungeschwächteste  Kraft  bei  ihrem1  schwierigen 
Unternehmen  von  Herzen  wünschen,  ersehen.  Her  Inhalt  dieser 
viele  treffliche  Aufsätze  enthaltenden  neoen  Nummer  ist  folgender: 

Nuove  ricerche  relative  aHa  sostituzione  lioeare  per  la  ridu- 
zione  teile,  funzioni  ellittiche  d)  prima  specie,  del  Prof.  Barnaba 
ToctoHni.  f.  57.  —  Memoire  sur  la  probabilite  des  errenrs  dans 
La  somme,  ou  daoa  la  moyenne  de  plusieurs  Observation*  par  le 
P.  M*  Jul  I  i  en  S.  J.  j*.  76.  t-  Iotarno alla  queatione?t>r1iportare  \n 
una  superficie  piana,  o  «Cerica  una  figura  situata  in  una  superficie 
qualunque  |di  rivoluaione  talmente  cnfl  Je  parti  dell'  imagwe,  • 
deila  figura  abbiano  Ic  aree  in  rapporto  coatante.  Memoria  del 
Prof.  Oelfino  Codazzi.  p.  89.  —  flpte  relative  a  ta  consttuc-, 
tion  .de  diverses  courbes  a  3.  points  multiples  des  degres  suue- 
rieur*,  et  tWoreme  relatif  ä  ces  courbes,  Par,  E.  deJonqu ieres>; 
pi  HO.  —  Note  relative  ä  une  courbe  (Ju  ^ixieme  ordre  qui  (se 
presente  en  Astronomie,  Par  E,  d e  J o  n  q u  re j>.  110.,  — ,  DU 
mostrazione  dj  una  formola  di  Jacobi.  Nota  del  Prof,  Francese.e 
Biioseki*  frMfy  i  .    i        mtV  w.'.in«)  wlfav  i  ♦  <»  .v»!  Ui\  U 

'  Alvlsift  bfblfoarraff  c»;  Intorno  ad  'oriV  formoffi  di 
Integrali  detiniti.  Articolo  del  Prof.  F.  Brioschi;  p.  Il9.  Sörin 
una  Memoria  del  Prof.  Ottaviano  Fabrizio  Mössötti  soifo 
11  titolo  „Nuova  teoria  degli  strömen«  ottfei.«  psservaziöhi  del 
Prof.  Francesco  Cattaneo.  (Continuazione.)  p.  120.  —  Sopra 
un,'  opera  del  SiS.  Dr.  Georg  Karl  Christiao  v.  Staudt'  sotto 
il  titolo  :  ,,feeiträge  zur  Geometrie  der  Lage."  Articolo  del  M 
Luigi  Cfemona.   p.  1;25.  ;{  V 

,-Sqgget^i^r  pren..i  proposti  dall'  accadeniia  (JeHe -Scienze  dr 
Parigi.  p.  12  s.  —  Pubblicazioni  recenti.  * 

Annali  di  scienze  matematiche  e  fisiche,  compilati 
da  Barnaba  Tortolii|Vt       Lff/sr^^er^Nr.  CXIX.  S.  8.) 

ihSerttembre  1807.  Intorno  ad  ateuni  teareml  d)  Dupin.  Nota 
dehal^.  prnf.  ©elfino  C)*a>zzi.  (Coot.  e  fir*>.)  ;p.,$Ui  r*  Gri- 
atophe  Rudolf.  Article  de  M.  Terquem.  p.  325.  —  Di  mostra- 
zione dell'  ultimo  teorenia  di  Feruiat.  Äota  del  prof.  Luigi  Cal- 
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zodani.<  ip.  339. Intörnoiälie  isuperflcie  le^naU  hanoo  eostaei* 
il  fprodottox  de-'  :doe'  rag gi<  dr  cervatüra.  Nota  delprofi  ©  «1  f  j»e 
Coxlafeei.  346.  —  üieerche  analitiche  stille,  eurver  oeortbe 
cirvosoritte  rfd  o»  <iriangofto.    Di  BairnaiKa  I.or**ltni.  p.366.  \ 

lf)ievsei  Journal  'wjrjd  nur  bis  zurji  fende  ojes' Jahrgang» 'JÄf 
fortgesetzt,  wo  cianii  jdos«,  die  vorher  angezeigten  inoaH  dl 
Matematica  pura  ed  applicata,  Welche  schon  von  'AhfaWi? 
1858  an  erscheinen,  an  dessen  Stelle  tritt.  Wie  viele  Muhe  raus» 
aber;|Herrp:  Xortoii^  jetzt  die;  Redactron  .dieser, tye^id&fx  J^i^r-? 
nale  auf  Ein  Mal  machen,  und  v^ie  sehr  verdient  er  dafür  den 
Dank  der  Wissenschaft! 

Mittheilunger,  der  nätür  forsch  e  il dert i  GeseUschaff 
in  B.e*n.  Nr.  886^4ÖT.  (Vergl*  Uiterar.  fter*  N«^  C»V1.  S.  15.) 

]  rief  mann  Kinkelin,.  Die  Fundamentalgleichungen  der  Func- 
tion  il-r).    Nr.  385  und  39pf    Sf.  V  . 


inetne 


F.  A.  Flffckjger,  Bemerkungen  und  Versuche  über  Ozono- 
ie.   Nr.  387.   S  IT.  '  '   / "  ' 


H  j  pp,  lieber  eine  neue  Anwendung  der  JUektricitat,  (Re*> 
sieht  »ich  j  auf  «ine,  mangelhaft  pwljrto  unterseeisch«»  TeJegraphefl/i 
leitung  und  scheint  allerdings  für  die  technische  Telegraunle  ,f  ojv 
Bedeutung  zu  sein,  weshalb  wir  auf  diesen  Aufsatz  aufmerksam 
machen.)  Nr.  391-393.  S:  66. 


C.  Brunn  ei  »Ueber  Darstellung  und  Eigenschaften  des  Mau- 
Nr.  394rrr396.    S.t  7f%  .  I 

i  •> 

fcoch,  Meteorologische  Beobachtungen  in  Bern,  Burgdorf  und 
Saanen  im  Sommer  und  Ke>bst  1856.  Nr.  394  — 396.  S.  82.  - 
Diese  Beobachtungen  reichen  bis  November  1856  und  sind  fortge- 
setzt vom  December  1856  bis  Mai  1857  in  Nr.  401  -403.   S.  141. 

R.  Wolf,  Auszug  aus  dem  Chronicon  Bernensi  Abrahami 
Musculi  ab  Anno  1581  ad  Äffffifflrl587.  Nr.  397  -  398.  S.  107. 
(Enthalt  verschiedene  meteorologische  und  andere  Aufzeichnungen 
über  Erdheben  u.  dergl.) 

W.  Beetz,  Ueber  die  elektromagnetische  Wirkung  Volta'scher 
StrOme  verschiedener  Quellen.   Nr.  399—400.  S.  113. 

Em.  Schinz,  Ueber  das  Polar -Planimeter  Ton  Prof.  A ras- 
ier in  Schaff  hausen.  Nr.  404—407.  S.  153.  (Je  mehr  die  Ver- 
breitung und  der  allgemeinere  Gehrauch  des  Amsl  er 'sehen  Pla- 
niraeters  zu  wünschen  ist,  desto  dankenswerter  ist  diese,  gegenüber 
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der  von-  Herrn  Amtier  Helfest  in  seiner  Schrift:  „Heber  me- 
chanisch e  Bestimmung  des  Flächeninhalts,  der  stati- 
schen Momente  und  der  Trägheitsmomente  ebener 
Figuren»  insbesondere  über  einen  neuen  Planimeter, 
Schaffbatisen,  A.  Beck  und  Sohn**  gegebenen  eleganten,  in 
wenigen  Schritten  zum  Ziele  führenden  Theorie  ganz  elementar 
gehaltene  Theorie  des  empfehlen«« erthen  Instruments.) 


Preisangaben  der  Akademie  der  Wissenschaften  zu 

Paris, 

Perfectionner  en  quelque  point  important  la  thro- 
ne georaetrique  des  polyedres. 

(Le  prix  consistera  en'  une  medaille  d'or  de  la  valeur  de 
trois  mille  francs.  Les,  Memoire»  destines  au  concours 
derront  etre  remis,  francs  de  port,  au  Secretariat  de 
rinstitut  avant  le  1'.  Juillet  1861.) 

Queis  peuvent  etre  les  nombres  de  vateurs  des 
fonetions  bien  ddfinies  qüi  contiennent  un  nonbre 
donre  de  lettres,  et  comment  peut-on  former  les  fone- 
tions* pour  lesquelles  II  existe  un  norabre  donne*  de 
valeurs? 


(Sans  exiger  des  coneurrenis  une  Solution  compfcte,  qoi 
serait  «ans  doute  bien  diffieile,  I'Academie  pourra  aecor- 
der  le  prix  (medaille  d'or  de  la  valenr  de  trois  mille 
francs)  a  l'auteur  d'un  Memoire  qui  ferait  faire  un  pro- 
gres  notable  ä  cette  the'orie.  Les  Memoire»  devront  etre 
remis  avant  le  lr.  Juillet  186QL) 
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Mathematische 
uod  physikalische  Bibliographie. 


F.  Coyteux,  Expose  des  vrais  principes  des  mathlmatiques, 
examen  critique  des  priocipales  tbe*ories  ou  doctrines  qui  ont  et* 
adiuises  ou  4mi$es  en  cette  scieoce  et  reflexions  au  sujet  de  Ten- 
eeigneroent  des  mathämatiques.   In -8.   Avec  2  pl.  Paris. 

J.  Salomon»  Lehrbuch  der  Elementar 'Mathematik  für  Ober- 
Realschulen.   1.  Bd.   2.  Aufl.   gr.  8.   geb.   Wien.    lf  Tblr. 

Tb.  Wittstein,  Kurzer  Abriss  der  Elementar- Mathematik  zum 
Gebrauch  für  den  Unterricht  uod  bei  Repetitionen.  2.  Aufl.  gr.  8. 
geh.   Hannover.   8  Ngr. 

Arithmetik. 

F.  Krancke,  Arithmetisches  Exempelhuch  für  Volksschulen. 
2.  Hft.   22.  Aufl.   gr.  8<>.   Hannover.   74  Ngr. 

S.  Spitzer,  Bemerkungen  über  die  Integration  linearer  Dif- 
ferential-Gleichungen mit  Coefficienten,  die  bezüglich  der  unab- 
hängig Variablen  von  der  ersten  Potenz  sind.  Lex.  8.  geb.  Wien. 
I  Thlr. 

S.  Spitzer,  Integration  verschiedener  linearer  Differential- 
Gleichungen.   Lex.  &  geh.   Wien.   i  Thlr. 

Geometrie, 

W.  Bluroberger,  Grandzüge  einiger  Theorien  aus  der  neue- 
ren Geometrie  in  ihrer  engern  Beziehung  auf  die  ebene  Geometrie. 
Halle.   8.   1  Thlr.  26  Ngr. 

E.  Heis  und  T.  J.  Eschweiler,  Lehrbuch  der  Geometrie 
zum  Gebrauche  an  höheren  Lehranstalten.  I.  Tbl.:  Planimetrie. 
2.  Aufl.   gr.  8.   geb.   Köln.   \  Tblr. 
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J.  J.  Baeyer,  Die  Verbindungen  der  preussischen  und  rus- 
sischen Dreiecksketten  bei  Thorn  und  Tarnowitz.  Ausgeführt  von 
der  trigonometrischen  Abtheilung  des  Generalstabs.  4.  cart.  Ber- 
lin. 6  Thlr. 

ffltechanik. 

B.  Peierie,  Physical  and  Celestial  JWecbanics.  Developed 
in  Four  Systems  of  Anal)rtic  Mechanist,  €eJestial  Mechanics,  Poten- 
tial Physics  and  AnaIytictMorphoIogy. .  4.  (Boston.)  London,  cloth. 
48  s.  V;  - 

Praktische  Mechanik. 

J.  B.  Belanger,  Theorie  de  la  resistance  et  de  la.  flexion 
plane  des  solides  dont  les  dimeusions  transversales  sont  petites 
relativeraent  ä  leur  longueur.    In  -8.   avec  une  pl.    Paris.   3  fr. 

P.  Rit tinger,  Centrifugal- Ventilatoren  und  Centrifugal- Pum- 
pen. Theorie  und  Bau  aller  Arten  derselben,  mit  Berücksichtigung 
der  Resultate  zahlreicher  selbstausgefübrter  Versuche.  Wien.  8. 
Mit  7  Tab.   2  Thlr.  15  Ngr. 

■  Optik*  ■>,  (■> 

A.  E.  Aderheidt,  Die  Theorie  des  Regenbögens  in  fass- 
licher Darstellung,   qu.  Fol.    «eh.    Jena.   s27i  Ngr. 

P.  Harting,  De  nieuwste  verbeteringen  van  het  mikroskoop 
en  zijn  gebruik  sedert  1850.   fiel.   8.   Mit  2  Taf.  1  Thlr.  16  Ngr. 

j.  Petzval,  Bericht  über  dioptrische  Untersuchungen.  Lex. 8. 
geh.   Wien,   i  Thlr. 

-5 1-.-.  '  Astronomie. 

J.  E.  Bode's  Anleitung  zur  Kenntniss  des  gestirnten  Him- 
mels. Herausgegeben  von  C.  B r e  m i k er.  1 1.  Ausg.  2;  und  3.  Lief, 
gr.  8.   geh.    Berlin,   ä  10  Ngr. 

•  '  A.  C oester,  Sonnenfinsterniss  am  Nachmittag des  Iß.  März  1858, 
zunächst  fär  Berlin  und  Potsdam,  beziehungsweise  fiir  Hamburg 
berechnet  und  dargestellt.  1  Blatt  in  4.  aufgezogen.  Cassel,  i  Thlr. 

Handatlas  der  Erde  und  des  Himmel«  iri  70  Lief.  Neu  red* 
Ausgabe.   21.  22.  Lief.   qu.  lmp.7F.0l.   Weimar,    a  10  Ngr. 

Astronomische  Nachrichten,  begründet  von  H.  C.  Schuma- 
cher, fortges.  von  P.  A.  Hansen  und  C.  A.F.  Peters;  '48. 49.  Bd. 
No.  1.   gr.  4.  Hamburg,   a  Bd.  5  Thlr. 

A.  M.  Neil,  Der  Planetenlauf,  eine  graphische*  Darstellung 
der  Bahnen  der  Planeten,  um  mit  Leichtigkeit  ihren  jedesmaligen 
Ort  unter  den  Gestirnen  auf  eine  Reihe  von  Jahren  voraus  tu 
bestimmen.   Mit  Atlas,   gr.  8.   geh.    Braunschweig.   Ii  TWf. 
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•  W.  Oeltzen,  Argelander's  Zonen-Beobachtungen  vom  töten 
bis  31  sten  Grade  südl.  Declination  in  mittleren  Positionen  für 
1850.   Lex.  8.   geh.   Wien.   14  Ngr. 

F.  Piper,  Karls  des  Grossen  Kalendariura  und  Ostertafel 
aus  der  Pariser  Urschrift,  herausgegeb.  und.  erläut.  nebst  einer 
Abhandlung  über  die  lateinischen  und  griechischen  Ostercyklen  des 
Mittelalters.   Lex.  8.    Geh.   Berlin.   1  Thlr. 

J¥autik. 

C.  Bremiker,  Nautisches  Jahrbuch  oder  vollständige  Ephe- 
meriden  und  Tafeln  für  das  Jahr  1860  zur  Bestimmung  der  Länge, 
Breite  und  Zeit  zur  See  nach  astronomischen  Beobachtungen,  gr.  8. 
geh.   Berlin.    15  Ngr. 

Physik. 

M.  Benedikt,  Ueber  die  Abhängigkeit  des  elektrischen  Lei 
tungswiderstandes  von  der  Grösse  und  Dauer  des  Stromes.  Lex.  8. 
geb.    Wien.   2  Ngr. 

Calculs  pratiques  appliques  aux  sciences  d'observation,  par 
MM.  Babinet  et  Housel.    Paris.   8.   2  Thlr. 

Die  Fortschritte  der  Physik  im  Jahre  1855.  11.  Jahrg.  Red. 
von  A.  Krön  ig.   1.  Abth.   gr.  8.   geh.    Berlin.   2  Thlr. 

G.  W.  Hankel,  Elektrische  Untersuchungen,  dritte  Abhand- 
lung über  Elektricitätserregung  zwischen  Metallen  und  erhitzten 
Salzen,   gr.  Lex.  8.   geh.   Leipzig.    16  Ngr. 

Observations  me*t^orologiques  faites  ä  Nijne"  -  Taguilsk  (monts 
Ourais,  gouvernement  de  Perm).  Räsonie*  des  dix  annee»  1845 
—1854  et  annee  1855.   Paris.  8. 

J.  J.  Pohl,  Ueber  den  Gebrauch  des  Thermo -Hypsometers 
zu  chemischen  und  physikalischen  Untersuchungen.  Lex.  8.  geh. 
Wien.   4  Ngr. 

J.  F.  J.  Schmidt,  Untersuchungen  Ober  die  Leistungen  der 
Bourdon'schen  Metallbarometer  mit  Hinweisung  auf  den  Nutzen 
dieser  Instrumente  für  die  Marine.   4.   geh.   Olmatz.   5  Thlr. 

■ 

Vermischte  Schriften. 

Sitzungsberichte  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften. 
Mathematisch- naturwissenschaftliche  Classe.  25.  Bd.  2.  H ft.  Lex.  8. 
geh.   Wien.    1  Thlr.  4  Ngr. 
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